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微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数的上同调与形变

腾文ꎬ龙凤山
(贵州财经大学数学与统计学院ꎬ 贵州 贵阳 ５５００２５)

摘要:给出微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数的表示和上同调ꎬ并根据上同调考虑微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数的线性形变ꎮ
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１　 引言与预备知识

Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 代数的概念由 Ｋｉｎｙｏｎ 和 Ｗｅｉｎｓｔｅｉｎ[１] 首先提出ꎬ这种代数结构可追溯到 Ｎｏｍｉｚｕ[２] 和
Ｙａｍａｇｕｔｉ[３￣４]的相关工作ꎮ 作为 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 代数的推广ꎬ文献[５￣６]引入 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数的概念ꎮ 其

后ꎬ文献[７￣８]研究了 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数的交换扩张和构造方法ꎮ 另外ꎬ导子(或称为微分)在研究代数结

构时非常有用[９￣１２]ꎮ 近年来ꎬ各种代数对象导子的研究见文献[１３￣１９]ꎮ 受最近文献[１５￣１８]的启发ꎬ本文研

究微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数的表示、上同调和线性形变ꎬ所得结论可认为是具有导子的李三系[１５￣１６]、具有超

导子的李超代数[１７]和具有导子的 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 代数[１８]相应结论的推广ꎮ
本文中所有向量空间和线性算子均在特征为 ０的域 Ｋ 上ꎮ
接下来回顾 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数[５ꎬ１９]的相关概念ꎮ 设 Ｌ ＝ Ｌ０－⊕Ｌ１－为 Ｚ２￣分次向量空间ꎬ如果 ｘ∈Ｌ􀭰ｉꎬ

ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ则称 ｘ 是次数为􀭰ｉ 的齐次元ꎬ记为 􀭰ｘ:＝􀭰ｉꎮ 设 Ｌ′＝Ｌ′０－⊕Ｌ′１－为另一个 Ｚ２￣分次向量空间ꎬ则 Ｈｏｍ(ＬꎬＬ′)自

然成为 Ｚ２￣分次向量空间ꎬ如果 ｆ∈Ｈｏｍ(ＬꎬＬ′)ꎬ ｘ∈Ｌꎬ ｆ(ｘ)＝ 􀭰ｘ＋􀭰ｉꎬ则称 ｆ 是次数为 􀭰ｉ 的齐次元ꎬ记为
－ｆ : ＝􀭰ｉꎮ

进而ꎬ如果
－ｆ ＝ ０(或者

－ｆ ＝ １)ꎬ则称 ｆ 是偶(或者奇)线性映射ꎮ
定义 １[５] 　 设 Ｌ ＝ Ｌ０－⊕Ｌ１－为 Ｚ２￣分次向量空间ꎬ如果偶双线性映射[􀅰ꎬ􀅰]:Ｌ×Ｌ→Ｌ 和偶三线性映射

{􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰}:Ｌ×Ｌ×Ｌ→Ｌꎬ对任意齐次元 ｘꎬｙꎬｚꎬｕꎬｖꎬｗ∈Ｌꎬ使得下列条件成立:
(ＬＹｓ１) [Ｌ􀭰ｉꎬＬ􀭰ｊ]⊆Ｌ􀭰ｉ＋􀭰ｊꎬ {Ｌ􀭰ｉꎬＬ􀭰ｊꎬＬ􀭰ｋ}⊆Ｌ􀭰ｉ＋􀭰ｊ＋􀭰ｋꎬ 􀭰ｉꎬ􀭰ｊꎬ􀭰ｋ∈Ｚ２ꎬ即映射[􀅰ꎬ􀅰]和{􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰}为偶ꎻ
(ＬＹｓ２) [ｘꎬｙ] ＝ －(－１)􀭰ｘ􀭰ｙ[ｙꎬｘ]ꎻ
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　 　 (ＬＹｓ３) {ｘꎬｙꎬｚ} ＝ －(－１)􀭰ｘ􀭰ｙ{ｙꎬｘꎬｚ}ꎻ
(ＬＹｓ４) ｘꎬｙꎬｚ(－１)􀭰ｘ􀭰ｚ[[ｘꎬｙ]ꎬｚ]＋ ｘꎬｙꎬｚ(－１)􀭰ｘ􀭰ｚ{ｘꎬｙꎬｚ} ＝ ０ꎻ
(ＬＹｓ５) ｘꎬｙꎬｚ(－１)􀭰ｘ􀭰ｚ{[ｘꎬｙ]ꎬｚꎬｕ} ＝ ０ꎻ
(ＬＹｓ６) {ｘꎬｙꎬ[ｕꎬｖ]} ＝[{ｘꎬｙꎬｕ}ꎬｖ]＋(－１)􀭵ｕ(􀭰ｘ＋􀭰ｙ)[ｕꎬ{ｘꎬｙꎬｖ}]ꎻ
(ＬＹｓ７) {ｘꎬｙꎬ{ｕꎬｖꎬｗ}} ＝{{ｘꎬｙꎬｕ}ꎬｖꎬｗ}＋(－１)􀭵ｕ(􀭰ｘ＋􀭰ｙ){ｕꎬ{ｘꎬｙꎬｖ}ꎬｗ}＋(－１) (􀭵ｕ＋􀭰ｖ)(􀭰ｘ＋􀭰ｙ){ｕꎬｖꎬ{ｘꎬｙꎬｗ}}ꎬ

其中 ｘꎬｙꎬｚ表示 ｘ、ｙ、ｚ 循环排列求和ꎬ即 ｘꎬｙꎬｚ( －１)􀭰ｘ􀭰ｚ [[ ｘꎬｙ]ꎬｚ] ＝ ( －１)􀭰ｘ􀭰ｚ [[ ｘꎬｙ]ꎬｚ] ＋( －１)􀭰ｚ􀭰ｙ [[ ｚꎬｘ]ꎬｙ] ＋
(－１)􀭰ｙ􀭰ｘ[[ｙꎬｚ]ꎬｘ]ꎬ则称(Ｌꎬ[􀅰ꎬ􀅰]ꎬ{􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰})是 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数ꎮ

定义 ２[１９] 　 设 Ｌ 为 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数ꎬＭ 为 Ｚ２￣分次向量空间ꎬ ρ:Ｌ→Ｅｎｄ(Ｍ)为偶线性映射ꎬ
Ｄꎬ θ:Ｌ×Ｌ→Ｅｎｄ(Ｍ)为偶双线性映射ꎬ对任意齐次元 ｘꎬｙꎬｚꎬｕꎬｖ∈Ｌꎬ使得下列条件成立:

(ＳＲ１) Ｄ(ｘꎬｙ)－(－１)􀭰ｘ􀭰ｙθ(ｙꎬｘ)＋θ(ｘꎬｙ)＋ρ([ｘꎬｙ])－ρ(ｘ)ρ(ｙ)＋(－１)􀭰ｘ􀭰ｙρ(ｙ)ρ(ｘ)＝ ０ꎻ
(ＳＲ２) (－１)􀭰ｘ􀭰ｚＤ([ｘꎬｙ]ꎬｚ)＋(－１)􀭰ｘ􀭰ｙＤ([ｙꎬｚ]ꎬｘ)＋(－１)􀭰ｙ􀭰ｚＤ([ｚꎬｘ]ꎬｙ)＝ ０ꎻ
(ＳＲ３) θ([ｘꎬｙ]ꎬｚ)＝ (－１)􀭰ｙ􀭰ｚθ(ｘꎬｚ)ρ(ｙ)－(－１)􀭰ｘ(􀭰ｙ＋􀭰ｚ) θ(ｙꎬｚ)ρ(ｘ)ꎻ
(ＳＲ４) Ｄ(ｘꎬｙ)ρ(ｚ)＝ (－１)􀭰ｚ(􀭰ｘ＋􀭰ｙ) ρ(ｚ)Ｄ(ｘꎬｙ)＋ρ({ｘꎬｙꎬｚ})ꎻ
(ＳＲ５) θ(ｘꎬ[ｙꎬｚ])＝ (－１)􀭰ｘ􀭰ｙρ(ｙ)θ(ｘꎬｚ)－(－１) (􀭰ｘ＋􀭰ｙ)􀭰ｚρ(ｚ)θ(ｘꎬｙ)ꎻ
(ＳＲ６) Ｄ(ｘꎬｙ)θ(ｕꎬｖ)＝ (－１) (􀭰ｘ＋􀭰ｙ)(􀭵ｕ＋􀭰ｖ) θ(ｕꎬｖ)Ｄ(ｘꎬｙ)＋θ({ｘꎬｙꎬｕ}ꎬｖ)＋(－１) (􀭰ｘ＋􀭰ｙ)􀭵ｕθ(ｕꎬ{ｘꎬｙꎬｖ})ꎻ
(ＳＲ７) θ(ｘꎬ{ｙꎬｚꎬｕ})＝ (－１) (􀭰ｘ＋􀭰ｙ)(􀭰ｚ＋􀭵ｕ)θ(ｚꎬｕ)θ(ｘꎬｙ)－(－１)􀭰ｘ􀭰ｙ＋􀭰ｚ􀭵ｕ＋􀭰ｘ􀭵ｕθ(ｙꎬｕ)θ(ｘꎬｚ)＋(－１)􀭰ｘ(􀭰ｙ＋􀭰ｚ)Ｄ(ｙꎬｚ)θ(ｘꎬｕ)ꎬ

则称(ＭꎻρꎬＤꎬθ)是 Ｌ 的表示ꎮ
设 Ｌ 为 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数ꎬ给定齐次元 ｘ１ꎬｘ２∈Ｌꎬ偶线性映射 ρ:Ｌ→Ｅｎｄ ( Ｌ)和偶双线性映射

ＬꎬＲ:Ｌ⊗Ｌ→Ｅｎｄ(Ｌ)为
ρ(ｘ１)(ｘ３):＝[ｘ１ꎬｘ３]ꎬ　 Ｌ(ｘ１ꎬｘ２)(ｘ３):＝{ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３}ꎬ

Ｒ(ｘ１ꎬｘ２)(ｘ３):＝(－１) (􀭰ｘ１
＋􀭰ｘ２)􀭰ｘ３{ｘ３ꎬｘ１ꎬｘ２}ꎬ　 ∀ｘ３∈Ｌ０－∪Ｌ１－ꎬ

则(ＬꎻρꎬＬꎬＲ)为 Ｌ 的一个表示ꎬ称其为伴随表示ꎮ
回顾文献[１９]ꎬ设 Ｍ 为 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数 Ｌ 的表示ꎬ对于 ｎ≥１ꎬ定义 Ｃ ｎ

ＬＹｓ(ＬꎬＭ)为 Ｃ ｎ
ＬＹｓ(ＬꎬＭ)＝

{ ｆ∈Ｈｏｍ(∧ｎＬꎬＭ) ｜ ｆ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ２ｉ－１ꎬｘ２ｉꎬ􀆺ꎬｘｎ)＝ ０ꎬ如果 ｘ２ｉ－１ ＝ ｘ２ｉ}ꎮ
对任意的( ｆꎬｇ)∈Ｃ ２ｎＬＹｓ (ＬꎬＭ) ×Ｃ ２ｎ＋１

ＬＹｓ (ＬꎬＭ)ꎬ上边缘算子 δ ＝ ( δＩꎬδＩＩ):Ｃ ２ｎＬＹｓ (ＬꎬＭ) ×Ｃ ２ｎ＋１
ＬＹｓ (ＬꎬＭ)→

Ｃ ２ｎ＋２ＬＹｓ (ＬꎬＭ)×Ｃ ２ｎ
＋３

ＬＹｓ (ＬꎬＭ)ꎬ ( ｆꎬｇ) ｜→(δＩ( ｆꎬｇ)ꎬδＩＩ( ｆꎬｇ))为
　 (δＩ( ｆꎬｇ))(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ２ｎ＋２)
＝ (－１) (􀭵ｇ＋􀭰ｘ１＋􀭰ｘ２＋􀆺＋􀭰ｘ２ｎ)􀭰ｘ２ｎ＋１ρ(ｘ２ｎ＋１)ｇ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ２ｎꎬｘ２ｎ＋２)
－(－１) (􀭵ｇ＋􀭰ｘ１＋􀭰ｘ２＋􀆺＋􀭰ｘ２ｎ＋１)􀭰ｘ２ｎ＋２ρ(ｘ２ｎ＋２)ｇ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ２ｎꎬｘ２ｎ＋１)－ｇ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ２ｎꎬ[ｘ２ｎ＋１ꎬｘ２ｎ＋２])

＋∑
ｎ

ｋ ＝１
(－１) ｎ＋ｋ＋１＋(􀭰ｆ＋􀭰ｘ１＋􀭰ｘ２＋􀆺＋􀭰ｘ２ｋ－２)(􀭰ｘ２ｋ－１＋􀭰ｘ２ｋ)Ｄ(ｘ２ｋ－１ꎬｘ２ｋ) ｆ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ^２ｋ－１ꎬｘ^２ｋꎬ􀆺ꎬｘ２ｎ＋２)

＋∑
ｎ

ｋ ＝１
∑
２ｎ＋２

ｊ ＝２ｋ＋１
(－１) ｎ＋ｋ＋(􀭰ｘ２ｋ－１＋􀭰ｘ２ｋ)(􀭰ｘ２ｋ＋１＋􀭰ｘ２ｋ＋２＋􀆺＋􀭰ｘｊ－１) ｆ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ^２ｋ－１ꎬｘ^２ｋꎬ􀆺ꎬ{ｘ２ｋ－１ꎬｘ２ｋꎬｘｊ}ꎬ􀆺ꎬｘ２ｎ＋２)ꎬ

(δＩＩ( ｆꎬｇ))(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ２ｎ＋３)
＝ (－１) (􀭵ｇ＋􀭰ｘ１＋􀭰ｘ２＋􀆺＋􀭰ｘ２ｎ＋１)(􀭰ｘ２ｎ＋２＋􀭰ｘ２ｎ＋３) θ(ｘ２ｎ＋２ꎬｘ２ｎ＋３)ｇ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ２ｎ＋１)
－(－１) (􀭵ｇ＋􀭰ｘ１＋􀭰ｘ２＋􀆺＋􀭰ｘ２ｎ)(􀭰ｘ２ｎ＋１＋􀭰ｘ２ｎ＋３)＋􀭰ｘ２ｎ＋２􀭰ｘ２ｎ＋３θ(ｘ２ｎ＋１ꎬｘ２ｎ＋３)ｇ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ２ｎꎬｘ２ｎ＋２)

＋∑
ｎ＋１

ｋ ＝１
(－１) ｎ＋ｋ＋１＋(􀭵ｇ＋􀭰ｘ１＋􀭰ｘ２＋􀆺＋􀭰ｘ２ｋ－２)(􀭰ｘ２ｋ－１＋􀭰ｘ２ｋ)Ｄ(ｘ２ｋ－１ꎬｘ２ｋ)ｇ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ^２ｋ－１ꎬｘ^２ｋꎬ􀆺ꎬｘ２ｎ＋３)

＋∑
ｎ＋１

ｋ ＝１
∑
２ｎ＋３

ｊ ＝２ｋ＋１
(－１) ｎ＋ｋ＋(􀭰ｘ２ｋ－１＋􀭰ｘ２ｋ)(􀭰ｘ２ｋ＋１＋􀭰ｘ２ｋ＋２＋􀆺＋􀭰ｘｊ－１)ｇ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘ^２ｋ－１ꎬｘ^２ｋꎬ􀆺ꎬ{ｘ２ｋ－１ꎬｘ２ｋꎬｘｊ}ꎬ􀆺ꎬｘ２ｎ＋３)ꎬ

其中􀭰δＩ ＝􀭰δＩＩ ＝ ０ꎬ符号 ＾ 表示下面的字母被删掉ꎮ
特别地ꎬ对于 ｆ∈Ｃ１ＬＹｓ (ＬꎬＭ)ꎬ上边缘算子 δ ＝ ( δＩꎬδＩＩ):Ｃ１ＬＹｓ (ＬꎬＭ)→Ｃ ２ＬＹｓ(ＬꎬＭ) ×Ｃ ３ＬＹｓ(ＬꎬＭ)ꎬ ｆ ｜→

(δＩ( ｆ)ꎬδＩＩ( ｆ))为
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δＩ( ｆ)(ｘꎬｙ)＝ ρ(ｘ) ｆ(ｙ)－(－１)􀭰ｘ􀭰ｙρ(ｙ) ｆ(ｘ)－ｆ([ｘꎬｙ])ꎬ

δＩＩ( ｆ)(ｘꎬｙꎬｚ)＝ Ｄ(ｘꎬｙ) ｆ(ｚ)＋(－１)􀭰ｘ(􀭰ｙ
＋􀭰ｚ) θ(ｙꎬｚ) ｆ(ｘ)－(－１)􀭰ｙ􀭰ｚθ(ｘꎬｚ) ｆ(ｙ)－ｆ({ｘꎬｙꎬｚ})ꎮ

则 δ 􀳱 δ＝ ０ꎬ即 δＩ 􀳱 δ＝ ０ꎬ δＩＩ 􀳱 δ＝ ０ꎮ 记 Ｃ ｎ＋１
ＬＹｓ (ＬꎬＭ):＝Ｃ ２ｎＬＹｓ(ＬꎬＭ)×Ｃ ２ｎ

＋１
ＬＹｓ (ＬꎬＭ)ꎬ称为 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数 Ｌ 的

(ｎ＋１) ￣上链空间ꎬ其系数取自表示 Ｍꎬ则(⊕∞
ｎ＝０Ｃ ｎ＋１

ＬＹｓ (ＬꎬＭ)ꎬδ)为上链复形ꎮ 对于 ｐ≥１ꎬ相应的 ｐ￣上同调群

记成 Ｈ ｐ
ＬＹｓ(ＬꎬＭ)ꎬ显然 Ｈ ｐ

ＬＹｓ(ＬꎬＭ)是 Ｚ２￣分次的ꎮ

２　 主要结论

首先引入微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数和罗巴 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数的概念ꎮ
定义 ３　 设 Ｌ 为 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数ꎮ
(ⅰ) 如果线性算子 ｄ:Ｌ→Ｌꎬ对任意齐次元 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｌ 满足下列等式:

ｄ([ｘꎬｙ])＝ [ｄ(ｘ)ꎬｙ]＋(－１)􀭵ｄ􀭰ｘ[ｘꎬｄ(ｙ)]ꎬ (１)
ｄ({ｘꎬｙꎬｚ})＝ {ｄ(ｘ)ꎬｙꎬｚ}＋(－１)􀭵ｄ􀭰ｘ{ｘꎬｄ(ｙ)ꎬｚ}＋(－１)􀭵ｄ(􀭰ｘ＋􀭰ｙ){ｘꎬｙꎬｄ(ｚ)}ꎬ (２)

则称 ｄ 为 Ｌ 上的微分超算子ꎮ 所有微分超算子构成的集合记为 Ｄｅｒ(Ｌ)ꎬ显然 Ｄｅｒ(Ｌ)是 Ｚ２￣分次向量空间ꎮ
进一步地ꎬ称(Ｌꎬｄ)为微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数ꎮ

(ⅱ) 如果线性算子 Ｔ:Ｌ→Ｌꎬ对任意齐次元 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｌ 满足下列等式:
[ＴｘꎬＴｙ] ＝Ｔ((－１)􀭵Ｔ􀭰ｘ[Ｔｘꎬｙ]＋[ｘꎬＴｙ])ꎬ

{ＴｘꎬＴｙꎬＴｚ} ＝Ｔ({ｘꎬＴｙꎬＴｚ}＋(－１)􀭵Ｔ(􀭰ｘ＋􀭰ｙ){ＴｘꎬＴｙꎬｚ}＋(－１)􀭵Ｔ􀭰ｘ{ＴｘꎬｙꎬＴｚ})ꎬ
则称 Ｔ 是 Ｌ 上罗巴超算子ꎮ 所有罗巴超算子构成的集合记为 ＲＢ(Ｌ)ꎬ显然 ＲＢ(Ｌ)是 Ｚ２￣分次向量空间ꎮ 进

一步地ꎬ称(ＬꎬＴ)为罗巴 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数ꎮ
注 １　 (ⅰ) 当 Ｌ１－为零空间ꎬ即 Ｌ ＝ Ｌ０－ꎬ则微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数(Ｌꎬｄ)自然成为具有导子的 Ｌｉｅ－

Ｙａｍａｇｕｔｉ 代数[１８]ꎻ罗巴 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数(ＬꎬＴ)自然成为罗巴 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 代数ꎮ
(ⅱ) 当 Ｌｉｅ 括积平凡时ꎬ即[􀅰ꎬ􀅰] ＝ ０ꎬ则微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数(Ｌꎬｄ)自然成为具有超导子的李超

三系ꎻ当{􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰} ＝ ０ꎬ则微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数(Ｌꎬｄ)自然成为具有超导子的李超代数[１７]ꎮ
(ⅲ) 当 Ｚ２ 为更一般的阿贝尔群 Γ 时ꎬ则微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数为微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ Ｃｏｌｏｒ 代数ꎬ

更多有关 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ Ｃｏｌｏｒ 代数的细节见文献[１９]ꎮ
例 １　 设 Ｌ＝Ｌ０－⊕Ｌ１－为 ３￣维 Ｚ２￣分次空间ꎬ其中ꎬＬ０－由基元 ε１、ε３ 生成ꎬＬ１－由基元 ε２ 生成ꎮ Ｌ 关于基元 ε１、

ε２、ε３ 的非零积运算[􀅰ꎬ􀅰]和{􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰}定义如下:
[ε２ꎬε３] ＝ ２ε２ ＝ －[ε３ꎬε２]ꎬ　 [ε３ꎬε１] ＝ε１ ＝ －[ε１ꎬε３]ꎬ　 {ε２ꎬε３ꎬε３} ＝ －ε２ ＝ －{ε３ꎬε２ꎬε３}ꎬ

则(Ｌꎬ[􀅰ꎬ􀅰]ꎬ{􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰})是 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数[８]ꎮ 进一步地ꎬ通过直接计算ꎬ对任意 ａꎬｂꎬｃ１ꎬｃ２∈Ｋꎬ线性

算子 ｄ＝
ａ ０ ｃ１
０ ｂ ｃ２
０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
是 Ｌ 上的一个微分超算子ꎮ

命题 １　 设(Ｌꎬ[􀅰ꎬ􀅰]ꎬ{􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰})为 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数ꎬ一个可逆齐次超算子 ｄ∈Ｄｅｒ(Ｌ)当且仅当

ｄ －１∈ＲＢ(Ｌ)ꎮ 换言之ꎬ(Ｌꎬｄ)为微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数等价于(Ｌꎬｄ －１)为罗巴 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数ꎮ
证明　 设 ｄ 是 Ｌ 上的可逆微分超算子ꎬ则对任意齐次元 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｌꎬ记 ａ＝ｄ －１(ｘ)ꎬ ｂ＝ｄ －１(ｙ)ꎬ ｃ＝ｄ －１(ｚ)ꎮ

由式(１)、(２)有
ｄ([ａꎬｂ])＝ [ｄ(ａ)ꎬｂ]＋(－１)􀭵ｄ􀭵ａ[ａꎬｄ(ｂ)] ＝[ｘꎬｄ －１(ｙ)]＋(－１) ｄ －１

—􀭰ｘ[ｄ －１(ｘ)ꎬｙ]ꎬ
　 　 ｄ({ａꎬｂꎬｃ})＝ {ｄ(ａ)ꎬｂꎬｃ}＋(－１)􀭵ｄ􀭵ａ{ａꎬｄ(ｂ)ꎬｃ}＋(－１)􀭵ｄ(􀭵ａ＋􀭵ｂ){ａꎬｂꎬｄ(ｃ)}

＝{ｘꎬｄ －１(ｙ)ꎬｄ －１(ｚ)}＋(－１) ｄ －１
—􀭰ｘ{ｄ －１(ｘ)ꎬｙꎬｄ －１(ｚ)}＋(－１) ｄ －１

—(􀭰ｘ＋􀭰ｙ){ｄ －１(ｘ)ꎬｄ －１(ｙ)ꎬｚ}ꎬ
所以ꎬ[ ｄ －１ ( ｘ)ꎬ ｄ －１ ( ｙ)] ＝ ｄ －１ ([ ｘꎬ ｄ －１ ( ｙ)] ＋ ( － １) ｄ －１

—􀭰ｘ [ ｄ －１ ( ｘ)ꎬ ｙ])ꎬ { ｄ －１ ( ｘ)ꎬ ｄ －１ ( ｙ)ꎬ ｄ －１ ( ｙ)} ＝

ｄ －１({ｘꎬｄ －１(ｙ)ꎬｄ －１(ｚ)}＋(－１) ｄ －１
—􀭰ｘ{ｄ －１(ｘ)ꎬｙꎬｄ －１(ｚ)}＋(－１) ｄ －１

—(􀭰ｘ＋􀭰ｙ) {ｄ －１(ｘ)ꎬｄ －１(ｙ)ꎬｚ})ꎬ
因此ꎬｄ －１是 Ｌ 上的罗巴超算子ꎮ 反之ꎬ类似可得ꎮ 证毕ꎮ

定义 ４　 设(Ｌꎬｄ)为微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数ꎬ(Ｍꎻ ρꎬＤꎬθ)为 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 代数 Ｌ 的表示ꎬ线性映射
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ｄＭ:Ｍ→Ｍꎬ对任意齐次元 ｘꎬｙ∈Ｌꎬ ｍ∈Ｍꎬ满足

ｄＭ(ρ(ｘ)(ｍ))＝ ρ(ｄ(ｘ))(ｍ)－(－１)
􀭵ｄ􀭰ｘρ(ｘ)(ｄＭ(ｍ))ꎬ

ｄＭ(θ(ｘꎬｙ)(ｍ))＝ θ(ｄ(ｘ)ꎬｙ)(ｍ)＋(－１)
􀭵ｄ􀭰ｘθ(ｘꎬｄ(ｙ))(ｍ)＋(－１)􀭵ｄ(􀭰ｘ＋􀭰ｙ) θ(ｘꎬｙ)(ｄＭ(ｍ))ꎬ

ｄＭ(Ｄ(ｘꎬｙ)(ｍ))＝ Ｄ(ｄ(ｘ)ꎬｙ)(ｍ)＋(－１)
􀭵ｄ􀭰ｘＤ(ｘꎬｄ(ｙ))(ｍ)＋(－１)􀭵ｄ(􀭰ｘ＋􀭰ｙ)Ｄ(ｘꎬｙ)(ｄＭ(ｍ))ꎬ

则称(ＭꎻｄＭ)为微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数(Ｌꎬｄ)的表示ꎮ
特别地ꎬ(ＬꎻρꎬＬꎬＲꎬｄ)为(Ｌꎬｄ)的一个表示ꎬ称其为伴随表示ꎮ
直接计算有以下命题 ２ꎮ
命题 ２　 设(ＭꎻｄＭ)为微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数(Ｌꎬｄ)的一个表示ꎬ对任意齐次元 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｌꎬ ｍꎬｎꎬｐ∈Ｍꎬ

定义 Ｌ⊕Ｍ 上的运算为

[(ｘꎬｍ)ꎬ(ｙꎬｎ)] ＝([ｘꎬｙ]ꎬρ(ｘ)(ｍ)－(－１)􀭰ｘ􀭰ｙρ(ｙ)(ｎ))ꎬ
{(ｘꎬｍ)ꎬ(ｙꎬｎ)ꎬ(ｚꎬｐ)} ＝({ｘꎬｙꎬｚ}ꎬ(－１)􀭰ｘ(􀭰ｙ＋􀭰ｚ) θ(ｙꎬｚ)(ｍ)－(－１)􀭰ｙ􀭰ｚθ(ｘꎬｚ)(ｎ)＋Ｄ(ｘꎬｙ)(ｐ))ꎬ

ｄ⊕ｄＭ(ｘꎬｍ)＝ (ｄ(ｘ)ꎬｄＭ(ｍ))ꎬ

其中(ｘꎬｍ)＝ 􀭰ｘꎬ (ｙꎬｎ)＝ 􀭰ｙꎬ (ｚꎬｐ)＝ 􀭰ｚꎬ ｄ⊕ｄＭ ＝􀭵ｄꎬ则(Ｌ⊕Ｍꎬｄ⊕ｄＭ)为微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数ꎬ称为 Ｌ 与

Ｍ 的半直积微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数ꎮ
接下来ꎬ引入微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数的上同调ꎮ

设(ＭꎻｄＭ)为微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数(Ｌꎬｄ)的一个表示ꎬ对任意的 ｎ≥１ꎬ偶线性映射 Φ:Ｃｎ
ＬＹｓ(ＬꎬＭ)→

Ｃ ｎ
ＬＹｓ(ＬꎬＭ)为

Φ( ｆ)(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ)＝ ∑
ｎ

ｉ ＝１
(－１)􀭵ｄ(􀭰ｘ１＋􀭰ｘ２＋􀆺＋􀭰ｘｉ－１) ｆ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｉ－１ꎬｄ(ｘｉ)ꎬｘｉ＋１ꎬｘｉ＋２ꎬ􀆺ꎬｘｎ)

　 －(－１)􀭵ｄ
－ｆｄＭ 􀳱 ｆ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ)ꎮ

特别地ꎬ对于 ｆ∈Ｃ １ＬＹｓ(ＬꎬＭ)ꎬ Φ( ｆ)(ｘ１)＝ ｆ 􀳱ｄ(ｘ１)－(－１)
􀭵ｄ
－ｆｄＭ 􀳱 ｆ(ｘ１)ꎮ

引理 １　 映射 Φ 为上链映射ꎬ即 Φ 􀳱 δ＝ δ 􀳱Φꎬ等价于 Φ 􀳱 δＩ ＝ δＩ 􀳱Φ 与 Φ 􀳱 δＩＩ ＝ δＩＩ 􀳱Φꎮ
在 Ｃ ２ｎＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)×Ｃ ２ｎ

＋１
ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)上定义线性算子∂如下:

当 ｎ＝ ０ 时ꎬ∂ ＝ (∂Ｉꎬ∂ＩＩ):Ｃ１ＬＹｓＤ (ＬꎬＭ)→Ｃ ２ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ) ×Ｃ ３ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)ꎬ ｆ∈Ｃ１ＬＹｓＤ (ＬꎬＭ):＝ Ｃ１ＬＹｓ(ＬꎬＭ)ꎬ
∂( ｆ)＝ (∂Ｉ( ｆ)ꎬ ∂ＩＩ( ｆ))＝ (δＩ( ｆ)ꎬ(δＩＩ( ｆ)ꎬ－Φ( ｆ)))ꎮ

当 ｎ＝ １时ꎬ∂＝(∂Ｉꎬ∂ＩＩ):Ｃ ２ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ) ×Ｃ ３ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)→Ｃ ４ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ) ×Ｃ ５ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)ꎬ对任意 ｆ１∈Ｃ ２ＬＹｓＤ (Ｌꎬ

Ｍ):＝Ｃ ２ＬＹｓ(ＬꎬＭ)ꎬ ( ｆ２ꎬｇ２)∈Ｃ ３ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ):＝Ｃ ３ＬＹｓ(ＬꎬＭ)⊕Ｃ１ＬＹｓ(ＬꎬＭ)ꎬ ∂( ｆ１ꎬ( ｆ２ꎬｇ２))＝ (∂Ｉ( ｆ１ꎬ( ｆ２ꎬｇ２))ꎬ
∂ＩＩ( ｆ１ꎬ( ｆ２ꎬｇ２)))ꎬ其中ꎬ

∂Ｉ( ｆ１ꎬ( ｆ２ꎬｇ２))＝ (δＩ( ｆ１ꎬ ｆ２)ꎬδＩ(ｇ２)＋Φ( ｆ１))ꎬ　 ∂ＩＩ( ｆ１ꎬ( ｆ２ꎬｇ２))＝ (δＩＩ( ｆ１ꎬ ｆ２)ꎬδＩＩ(ｇ２)＋Φ( ｆ２))ꎮ

当 ｎ≥２ 时ꎬ∂ ＝ (∂Ｉꎬ∂ＩＩ):Ｃ ２ｎＬＹｓＤ (ＬꎬＭ) ×Ｃ ２ｎ
＋１

ＬＹＤ (ＬꎬＭ)→Ｃ ２ｎ＋２ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ) ×Ｃ ２ｎ
＋３

ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)ꎬ对任意( ｆ１ꎬｇ１)∈

Ｃ ２ｎＬＹｓＤ(ＬꎬＭ):＝Ｃ ２ｎＬＹｓ ( ＬꎬＭ) ⊕ Ｃ ２ｎ－２ＬＹｓ ( ＬꎬＭ)ꎬ ( ｆ２ꎬ ｇ２ ) ∈ Ｃ ２ｎ＋１ＬＹｓＤ ( ＬꎬＭ): ＝ Ｃ ２ｎ＋１ＬＹｓ ( ＬꎬＭ) ⊕ Ｃ ２ｎ－１ＬＹｓ ( ＬꎬＭ)ꎬ
∂(( ｆ１ꎬｇ１)ꎬ( ｆ２ꎬｇ２))＝ (∂Ｉ(( ｆ１ꎬｇ１)ꎬ( ｆ２ꎬｇ２))ꎬ∂ＩＩ(( ｆ１ꎬｇ１)ꎬ( ｆ２ꎬｇ２)))ꎬ其中

∂Ｉ(( ｆ１ꎬｇ１)ꎬ( ｆ２ꎬｇ２))＝ (δＩ( ｆ１ꎬ ｆ２)ꎬδＩ(ｇ１ꎬｇ２)＋(－１) ｎ＋１Φ( ｆ１))ꎬ
∂ＩＩ(( ｆ１ꎬｇ１)ꎬ( ｆ２ꎬｇ２))＝ (δＩＩ( ｆ１ꎬ ｆ２)ꎬδＩＩ(ｇ１ꎬｇ２)＋(－１) ｎ＋１Φ( ｆ２))ꎮ

命题 ３　 上述定义的线性算子∂为上边缘算子ꎬ即满足∂ 􀳱∂＝ ０ꎮ
证明　 由引理 １和 δ 􀳱 δ＝ ０ꎬ对任意的 ｆ∈Ｃ１ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)ꎬ有

∂ 􀳱∂( ｆ)
＝ ∂((δＩ( ｆ)ꎬ(δＩＩ( ｆ)ꎬ－Φ( ｆ)))
＝ ((δＩ(δＩ( ｆ)ꎬδＩＩ( ｆ))ꎬδＩ(－Φ( ｆ))＋Φ(δＩ( ｆ)))ꎬ(δＩＩ(δＩ( ｆ)ꎬδＩＩ( ｆ))ꎬδＩＩ(－Φ( ｆ))＋Φ(δＩＩ( ｆ))))
＝ ０ꎮ

对任意 ｆ１∈Ｃ ２ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)ꎬ ( ｆ２ꎬｇ２)∈Ｃ ３ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)ꎬ有
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∂ 􀳱∂( ｆ１ꎬ( ｆ２ꎬｇ２))
＝ ∂((δＩ( ｆ１ꎬ ｆ２)ꎬδＩ(ｇ２)＋Φ( ｆ１))ꎬ(δＩＩ( ｆ１ꎬ ｆ２)ꎬδＩＩ(ｇ２)＋Φ( ｆ２)))
＝ (δＩ(δＩ( ｆ１ꎬ ｆ２)ꎬδＩＩ( ｆ１ꎬ ｆ２))ꎬδＩ(δＩ(ｇ２)＋Φ( ｆ１)ꎬδＩＩ(ｇ２)＋Φ( ｆ２))－Φ(δＩ( ｆ１ꎬ ｆ２))ꎬ
(δＩＩ(δＩ( ｆ１ꎬ ｆ２)ꎬδＩＩ( ｆ１ꎬ ｆ２))ꎬδＩＩ(δＩ(ｇ２)＋Φ( ｆ１)ꎬδＩＩ(ｇ２)＋Φ( ｆ２))－Φ(δＩＩ( ｆ１ꎬ ｆ２))))
＝ (０ꎬδＩ(Φ( ｆ１)ꎬΦ( ｆ２))－Φ(δＩ( ｆ１ꎬ ｆ２))ꎬ(０ꎬδＩＩ(Φ( ｆ１)ꎬΦ( ｆ２))－Φ(δＩＩ( ｆ１ꎬ ｆ２))))
＝ ０ꎮ

　 　 当 ｎ≥２时ꎬ同理ꎬ对任意( ｆ１ꎬｇ１)∈Ｃ ２ｎＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)ꎬ ( ｆ２ꎬｇ２)∈Ｃ ２ｎ＋１ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)ꎬ有
∂ 􀳱∂(( ｆ１ꎬｇ１)ꎬ( ｆ２ꎬｇ２))
＝ ∂((δＩ( ｆ１ꎬ ｆ２)ꎬδＩ(ｇ１ꎬｇ２)＋(－１) ｎ＋１Φ( ｆ１))ꎬ(δＩＩ( ｆ１ꎬ ｆ２)ꎬδＩＩ(ｇ１ꎬｇ２)＋(－１) ｎ＋１Φ( ｆ２)))
＝ (δＩ(δＩ( ｆ１ꎬ ｆ２)ꎬδＩＩ( ｆ１ꎬ ｆ２))ꎬδＩ(δＩ(ｇ１ꎬｇ２)＋(－１) ｎ＋１Φ( ｆ１)ꎬδＩＩ(ｇ１ꎬｇ２)＋(－１) ｎ＋１Φ( ｆ２))
＋(－１) ｎ＋２Φ(δＩ( ｆ１ꎬ ｆ２))ꎬ(δＩＩ(δＩ( ｆ１ꎬ ｆ２)ꎬδＩＩ( ｆ１ꎬ ｆ２))ꎬδＩＩ(δＩ(ｇ１ꎬｇ２)＋(－１) ｎ＋１Φ( ｆ１)ꎬ

δＩＩ(ｇ１ꎬｇ２)＋(－１) ｎ＋１Φ( ｆ２))＋(－１) ｎ＋２Φ(δＩＩ( ｆ１ꎬ ｆ２))))
＝ (０ꎬδＩ((－１) ｎ＋１Φ( ｆ１)ꎬ(－１) ｎ＋１Φ( ｆ２))＋(－１) ｎ＋２Φ(δＩ( ｆ１ꎬ ｆ２))ꎬ

(０ꎬδＩＩ((－１) ｎ＋１Φ( ｆ１)ꎬ(－１) ｎ＋１Φ( ｆ２))＋(－１) ｎ＋２Φ(δＩＩ( ｆ１ꎬ ｆ２))))
＝ ０ꎮ

证毕ꎮ
记 Ｃ ｎ＋１

ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ):＝Ｃ ２ｎＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)×Ｃ ２ｎ
＋１

ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)ꎬ称为微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数(Ｌꎬｄ)的(ｎ＋１) ￣上链空间ꎬ
其系数取自表示 Ｍꎮ 由命题 ３ꎬ(⊕∞

ｎ＝０Ｃ ｎ＋１
ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)ꎬ∂)为上链复形ꎮ 当 ｐ≥２ 时ꎬ对应(Ｌꎬｄ)的 ｐ￣上闭链群与

ｐ￣上边缘链群分别记成 Ｚｐ
ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)与 Ｂ ｐ

ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)ꎮ 其系数取自表示 Ｍ 的 ｐ￣上同调群为 Ｈ ｐ
ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ):＝

Ｚｐ
ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)

Ｂ ｐ
ＬＹｓＤ(ＬꎬＭ)

ꎮ

最后ꎬ利用上同调讨论微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数的线性形变ꎮ
定义 ５　 设(Ｌꎬｄ)为微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数ꎬＬ 上 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数的运算为 ν、 μꎬ即 ν(ｘꎬｙ)＝

[ｘꎬｙ]与 μ(ｘꎬｙꎬｚ)＝ {ｘꎬｙꎬｚ}ꎮ 如果

νｔ ＝ν＋ν１ ｔꎬ　 μｔ ＝μ＋μ１ ｔꎬ　 ｄｔ ＝ｄ＋ｄ１ ｔꎬ
其中(ν１ꎬμ１)∈Ｃ ２

ＬＹｓ(ＬꎬＬ) ０－ꎬ ｄ１∈Ｅｎｄ(Ｌ)ꎬ使得(Ｌꎬνｔꎬμｔꎬｄｔ)为微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 代数ꎬ则称(ν１ꎬ μ１ꎬｄ１)生
成微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数(Ｌꎬｄ)的一个线性形变ꎮ

命题 ４　 设(νｔꎬμｔꎬｄｔ)为微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数(Ｌꎬｄ)的线性形变ꎬ则(ν１ꎬ(μ１ꎬｄ１))∈Ｃ ２
ＬＹｓＤ(ＬꎬＬ)为

２￣上闭链ꎬ其系数取自伴随表示ꎮ
证明　 设(ν１ꎬμ１ꎬｄ１)生成微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数(Ｌꎬｄ)的线性形变ꎬ对任意齐次元 ｘꎬｙꎬｚꎬｕꎬｖꎬｗ∈Ｌꎬ

则有下列等式:
　 　 ν１(ｘꎬｙ)＋(－１)􀭰ｘ􀭰ｙν１(ｙꎬｘ)＝ ０ꎻ (３)
　 　 μ１(ｘꎬｙꎬｚ)＋(－１)􀭰ｘ􀭰ｙμ１(ｙꎬｘꎬｚ)＝ ０ꎻ (４)
　 　 (－１)􀭰ｘ􀭰ｚ(ν(ν１(ｘꎬｙ)ꎬｚ)＋ν１(ν(ｘꎬｙ)ꎬｚ))＋(－１)􀭰ｙ􀭰ｘ(ν(ν１(ｙꎬｚ)ꎬｘ)＋ν１(ν(ｙꎬｚ)ꎬｘ))
　 　 　 ＋(－１)􀭰ｚ􀭰ｙ(ν(ν１(ｚꎬｘ)ꎬｙ)＋ν１(ν(ｚꎬｘ)ꎬｙ))＋(－１)􀭰ｘ􀭰ｚμ１(ｘꎬｙꎬｚ)＋(－１)􀭰ｙ􀭰ｘμ１(ｙꎬｚꎬｘ)
　 　 　 ＋(－１)􀭰ｚ􀭰ｙμ１(ｚꎬｘꎬｙ)＝ ０ꎻ (５)
　 　 (－１)􀭰ｘ􀭰ｚ(μ(ν１(ｘꎬｙ)ꎬｚꎬｕ)＋μ１(ν(ｘꎬｙ)ꎬｚꎬｕ))＋(－１)􀭰ｙ􀭰ｘ(μ(ν１(ｙꎬｚ)ꎬｘꎬｕ)＋μ１(ν(ｙꎬｚ)ꎬｘꎬｕ))
　 　 　 ＋(－１)􀭰ｚ􀭰ｙ(μ(ν１(ｚꎬｘ)ꎬｙꎬｕ)＋μ１(ν(ｚꎬｘ)ꎬｙꎬｕ))＝ ０ꎻ (６)
　 　 μ１(ｘꎬｙꎬ[ｚꎬｖ])＋{ｘꎬｙꎬν１(ｚꎬｖ)}
　 　 ＝ν１({ｘꎬｙꎬｚ}ꎬｖ)＋[μ１(ｘꎬｙꎬｚ)ꎬｖ]＋(－１)􀭰ｚ(􀭰ｘ

＋􀭰ｙ)([ｚꎬμ１(ｘꎬｙꎬｖ)]＋ν１(ｚꎬ{ｘꎬｙꎬｖ}))ꎻ (７)
　 　 μ１(ｘꎬｙꎬ{ｚꎬｖꎬｗ})＋{ｘꎬｙꎬμ１(ｚꎬｖꎬｗ)}
　 　 ＝μ１({ｘꎬｙꎬｚ}ꎬｖꎬｗ)＋{μ１(ｘꎬｙꎬｚ)ꎬｖꎬｗ}＋(－１)􀭰ｚ(􀭰ｘ

＋􀭰ｙ){ｚꎬμ１(ｘꎬｙꎬｖ)ꎬｗ}
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　 　 　 ＋(－１)􀭰ｚ(􀭰ｘ＋􀭰ｙ)μ１(ｚꎬ{ｘꎬｙꎬｖ}ꎬｗ)＋(－１) (􀭰ｚ
＋􀭰ｖ)(􀭰ｘ＋􀭰ｙ)({ｚꎬｖꎬμ１(ｘꎬｙꎬｗ)}＋μ１(ｚꎬｖꎬ{ｘꎬｙꎬｗ}))ꎻ (８)

　 　 ｄ１([ｘꎬｙ])＋ｄ(ν１(ｘꎬｙ))

　 　 ＝ν１(ｄ(ｘ)ꎬｙ)＋[ｄ１(ｘ)ꎬｙ]＋(－１)
􀭵ｄ􀭰ｘν１(ｘꎬｄ(ｙ))＋(－１)

􀭵ｄ１􀭰ｘ[ｘꎬｄ１(ｙ)]ꎻ (９)
　 　 ｄ１({ｘꎬｙꎬｚ})＋ｄ(μ１(ｘꎬｙꎬｚ))

　 　 ＝μ１(ｄ(ｘ)ꎬｙꎬｚ)＋{ｄ１(ｘ)ꎬｙꎬｚ}＋(－１)
􀭵ｄ􀭰ｘμ１(ｘꎬｄ(ｙ)ꎬｚ)＋(－１)

􀭵ｄ１􀭰ｘ{ｘꎬｄ１(ｙ)ꎬｚ}

　 　 ＋(－１)􀭵ｄ(􀭰ｘ＋􀭰ｙ)μ１(ｘꎬｙꎬｄ(ｚ))＋(－１)
􀭵ｄ１(􀭰ｘ＋􀭰ｙ){ｘꎬｙꎬｄ１(ｚ)}ꎮ (１０)

由式(３)—(８)可知ꎬδ(ν１ꎬμ１)＝ ０ꎮ 由式(９)—(１０)可知ꎬδ(ｄ１) ＋Φ(ν１ꎬ μ１)＝ ０ꎬ所以∂(ν１ꎬ(μ１ꎬｄ１))＝ ０ꎬ即
(ν１ꎬ(μ１ꎬｄ１))∈Ｚ ２

ＬＹｓＤ(ＬꎬＬ)ꎮ 证毕ꎮ
定义 ６　 如果存在线性同构映射 ϕｔ ＝ ＩｄＬ＋ｔϕ１:(Ｌꎬνｔꎬ μｔꎬｄｔ)→(Ｌꎬν′ｔꎬ μ′ｔꎬｄ′ｔ)ꎬ其中ＩｄＬ 为 Ｌ 上的恒等映

射ꎬϕ１∈Ｅｎｄ(Ｌ) ０－ꎬ对任意齐次元 ｘꎬｙꎬｚ∈Ｌꎬ使得下列等式成立:
ϕｔ(νｔ(ｘꎬｙ))＝ ν′ｔ(ϕｔ(ｘ)ꎬϕｔ(ｙ))ꎻ (１１)

ϕｔ(μｔ(ｘꎬｙꎬｚ))＝ μ′ｔ(ϕｔ(ｘ)ꎬϕｔ(ｙ)ꎬϕｔ(ｚ))ꎻ (１２)
ϕｔ(ｄｔ(ｘ))＝ ｄ′ｔ(ϕｔ(ｘ))ꎮ (１３)

则称微分 Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ 超代数(Ｌꎬｄ)的 ２个线性形变(νｔꎬμｔꎬｄｔ)与(ν′ｔꎬμ′ｔꎬｄ′ｔ)为等价的ꎮ
命题 ５　 设( ν１ꎬμ１ꎬｄ１)与( ν′１ꎬμ′１ꎬｄ′１)分别生成( νｔꎬ μｔꎬｄｔ)与( ν′ｔꎬ μ′ｔꎬｄ′ｔ) ２ 个等价的线性形变ꎬ则

(ν１ꎬ(μ１ꎬｄ１))与(ν′１ꎬ(μ′１ꎬｄ′１))在 Ｈ ２
ＬＹｓＤ(ＬꎬＬ)中属于同一个上同调类ꎮ

证明　 由式(１１)—(１３)ꎬ比较 ｔ１ 的系数ꎬ有
ν１(ｘꎬｙ)－ν′１(ｘꎬｙ)＝ [ϕ１(ｘ)ꎬｙ]＋[ｘꎬϕ１(ｙ)]－ϕ１(ｘꎬｙ)ꎬ
μ１(ｘꎬｙꎬｚ)－μ′１(ｘꎬｙꎬｚ)＝ {ϕ１(ｘ)ꎬｙꎬｚ}＋{ｘꎬϕ１(ｙ)ꎬｚ}＋{ｘꎬｙꎬϕ１(ｚ)}－ϕ１{ｘꎬｙꎬｚ}ꎬ
ｄ１(ｘ)－ｄ′１(ｘ)＝ ｄ(ϕ１(ｘ))－ϕ１(ｄ(ｘ))ꎮ

上述等式意味着

(ν１ꎬ(μ１ꎬｄ１))－(ν′１ꎬ(μ′１ꎬｄ′１))＝ (δＩ(ϕ１)ꎬ(δＩＩ(ϕ１)ꎬ－ϕ(ϕ１)))＝ ∂(ϕ１)∈Ｂ ２
ＬＹｓＤ(ＬꎬＬ)ꎬ

即(ν１ꎬ(μ１ꎬｄ１))与(ν′１ꎬ(μ′１ꎬｄ′１))在 Ｈ ２
ＬＹｓＤ(ＬꎬＬ)中属于同一个上同调类ꎮ 证毕ꎮ
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[８] ＴＡＮＧ Ｘｉｎｘｉｎꎬ ＺＨＡＮＧ Ｑｉｎｇｃｈｅｎｇꎬ ＷＡＮＧ Ｃｈｕｎｙｕｅ. Ｆｒｏｍ Ｌｅｉｂｎｉｚ ｓｕｐｅｒａｌｇｅｂｒａｓ ｔｏ Ｌｉｅ－Ｙａｍａｇｕｔｉ ｓｕｐｅｒａｌｇｅｂｒａｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ ２０１８ꎬ ３８(４):５８９￣６０１.

[９] ＶＯＲＯＮＯＶ Ｔ. Ｈｉｇｈｅｒ ｄｅｒｉｖｅｄ ｂｒａｃｋｅｔｓ ａｎｄ ｈｏｍｏｔｏｐｙ ａｌｇｅｂｒａｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｕｒｅ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ａｌｇｅｂｒａꎬ ２００５ꎬ ２０２(１ / ２ / ３):
１３３￣１５３.

[１０] ＣＯＬＬ Ｖꎬ ＧＥＲＳＴＥＮＨＡＢＥＲ Ｍꎬ ＧＩＡＱＵＩＮＴＯ Ａ. Ａｎ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａ ｗｉｔｈ ｎｏｎｃｏｍｍｕｔｉｎｇ ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎｓ[Ｍ] .
Ｗｅｉｚｍａｎｎ: Ｊｅｒｕｓａｌｅｍꎬ １９８９.
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