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强奇异 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 多线性交换子在 Ｃａｍｐａｎａｔｏ 空间上
的估计

强佩佩ꎬ陶双平∗

(西北师范大学数学与统计学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:研究多线性强奇异 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子与 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 函数生成的多线性交换子的映射的性质ꎮ 证明在一定条件

下ꎬ强奇异 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 多线性交换子 Ｔ􀭸ｂ是从 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 空间 Ｌｐ１(Ｒｎ)×􀆺×Ｌｐｍ(Ｒｎ)到 Ｃａｍｐａｎａｔｏ 空间 Ｃ ｐꎬβ(Ｒｎ) 上有

界的ꎮ
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１　 引言及主要结果

由算子 Ｔ 和局部可积函数 ｂ 生成的交换子定义为

Ｔｂ ｆ(ｘ)＝ ｂ(ｘ)Ｔｆ(ｘ)－Ｔ(ｂｆ)(ｘ)ꎮ
当 ｂ∈ＢＭＯ(Ｒｎ)ꎬＴ 为经典的 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子时ꎬＣｏｉｆｍａｎ 等[１]证明了 Ｔｂ 是在 Ｌｐ(Ｒｎ)(１<ｐ<∞ )上

有界的ꎬ并且也给出了 ＢＭＯ(Ｒｎ)空间的刻画ꎮ 随后ꎬＪａｎｓｏｎ[２] 研究了当 ｂ 属于齐次 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 空间 Λ̇γ(Ｒｎ)
(０<γ<１)的有界性ꎬ其中

‖ｂ‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)＝ ｓｕｐ

ｘꎬｙ∈Ｒｎ
ｘ≠ｙ

｜ ｂ(ｘ)－ｂ(ｙ) ｜
｜ ｘ－ｙ ｜ γ

<∞ ꎬ

当 １<ｐ<ｑ<∞ ꎬ γ＝ｎ(１ / ｐ－１ / ｑ)时ꎬＪａｎｓｏｎ 证明了 Ｔｂ 是从 Ｌｐ(Ｒｎ)到 Ｌｑ(Ｒｎ)有界的当且仅当 ｂ∈Λ̇γ(Ｒｎ)ꎮ

１９９５ 年ꎬＰａｌｕｓｚｙńｓｋｉ[３]证明了 Ｔｂ 是从 Ｌｐ(Ｒｎ)(１<ｐ<∞ )到 Ｔｒｉｅｂｅｌ－Ｌｉｚｏｒｋｉｎ 空间 Ｆ̇ ｒꎬ∞
ｐ 上有界的ꎬ当且仅当
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ｂ∈Λ̇γ(Ｒｎ)(０<γ<１)ꎮ ２０１５ 年ꎬＺｈａｎｇ 等[４] 得到了 Ｔｂ 是从 Ｌｐ(Ｒｎ)到 Ｃ ｐꎬβ(Ｒｎ)有界的ꎬ当且仅当 ｂ∈Λ̇γ

(Ｒｎ)ꎬ这里ꎬ１<ｐ<∞ ꎬ －ｎ / ｐ≤β<０ꎬ ０<γ＝β＋ｎ / ｐ<１ꎬ其中ꎬＣ ｐꎬβ(Ｒｎ)表示 Ｃａｍｐａｎａｔｏ 空间(见定义 ３)ꎮ
　 　 最近ꎬＺｈａｎｇ 等[５]研究了当 Ｔ 为强奇异 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子的情形ꎬ并证明了当 １<ｐ<∞ꎬ －ｎ / ｐ≤β<０ꎬ
０<γ＝β＋ｎ / ｐ<１ꎬ ｂ∈Λ̇γ(Ｒｎ)时ꎬＴｂ 是从 Ｌｐ(Ｒｎ)到 Ｃ ｐꎬβ(Ｒｎ)有界的ꎮ 一些学者做了更多的相关研究[６￣１３]ꎮ
受上面研究结果的启发ꎬ本文主要是证明多线性强奇异 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子与 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 函数生成的多

线性交换子 Ｔ􀭸ｂ是从 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 空间 Ｌｐ１(Ｒｎ)×􀆺×Ｌｐｍ(Ｒｎ)到 Ｃａｍｐａｎａｔｏ 空间 Ｃ ｐꎬβ(Ｒｎ)上有界的ꎮ 为此ꎬ首先

回顾一些定义和记号ꎮ
定义 １[１４] 　 设 Ｔ:Ｓ→Ｓ′为有界线性算子ꎮ 称 Ｔ 是强奇异 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子ꎬ如果满足以下条件:
(１) Ｔ 是 Ｌ２(Ｒｎ)上的有界线性算子ꎮ
(２) 存在{(ｘꎬｙ):ｘ≠ｙ}上的连续函数 Ｋ(ｘꎬｙ)ꎬ使得对某个 ０<δ≤１ꎬ ０<α<１ꎬ当 ２ ｜ ｙ－ｚ ｜ α≤｜ ｘ－ｚ ｜时ꎬ有

｜Ｋ(ｘꎬｙ)－Ｋ(ｘꎬｚ) ｜ ＋ ｜Ｋ(ｙꎬｘ)－Ｋ(ｚꎬｘ) ｜≤ ｜ ｙ－ｚ ｜ δ

｜ ｘ－ｚ ｜ ｎ＋δ / α
ꎬ

且当 ｆꎬｇ∈Ｓ 无公共支集时ꎬ有

‹Ｔｆꎬｇ› ＝ ∫
Ｒｎ
∫
Ｒｎ

Ｋ(ｘꎬｙ) ｆ(ｙ)ｇ(ｘ)ｄｙｄｘꎮ

(３) 对某个
(１－α)ｎ

２
≤β< ｎ

２
ꎬ Ｔ 和它的共轭算子 Ｔ∗从 Ｌｑ(Ｒｎ)到 Ｌ２(Ｒｎ)有界ꎬ其中

１
ｑ

＝ １
２
＋ β
ｎ
ꎮ

　 　 设 ｍ∈Ｎ＋且 Ｋ(ｙ０ꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ)是定义在(Ｒｎ)ｍ＋１ ＼{ｙ０ ＝ ｙ１ ＝􀆺＝ ｙｍ}上的函数ꎮ 相应于核函数 Ｋ 的 ｍ 线性

算子 Ｔ 定义为

Ｔ( ｆ１ꎬ ｆ２ꎬ􀆺ꎬ ｆｍ)＝ ∫
Ｒｎ
􀆺 ∫

Ｒｎ
Ｋ(ｘꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ) ∏

ｍ

ｊ ＝１
ｆｊ(ｙｊ)ｄｙ１􀆺ｄｙｍꎬ (１)

其中ꎬ ｆｊ∈Ｃ∞
ｃ ꎬ ｊ＝ １ꎬ２􀆺ꎬｍꎬ ｘ∉∩

ｍ

ｊ＝１
ｓｕｐｐ ｆｊꎮ

若核函数 Ｋ 满足尺寸和光滑条件:对某个 Ｃ>０ 和所有(ｙ０ꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ)∈(Ｒｎ)ｍ＋１ ＼{ｙ０ ＝ ｙ１ ＝􀆺＝ ｙｍ}ꎬ有

Ｋ(ｙ０ꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ)≤
Ｃ

( ∑
ｍ

ｋꎬｌ＝０
｜ ｙｋ－ｙｌ ｜ )ｍｎ

ꎮ (２)

对某个 ε>０ꎬ当 ０≤ｊ≤ｍ 且 ｜ ｙｊ－ｙｊ′ ｜≤
１
２

ｍａｘ
０≤ｋ≤ｍ

｜ ｙｊ－ｙｋ ｜ ꎬ有

｜Ｋ(ｙ０ꎬ􀆺ꎬｙｊꎬ􀆺ꎬｙｍ)－Ｋ(ｙ０ꎬ􀆺ꎬｙｊ′ꎬ􀆺ꎬｙｍ) ｜≤Ｃ
｜ ｙｊ－ｙｊ′ ｜ ε

( ∑
ｍ

ｋꎬｌ＝０
｜ ｙｋ－ｙｌ ｜ )ｍｎ＋ε

ꎬ (３)

这时 Ｋ 被称为标准的 ｍ 线性 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子核ꎮ
设 Ｔ 是形如式(１)的 ｍ 线性算子ꎬ􀭸ｂ＝(ｂ１ꎬ􀆺ꎬｂｍ)ꎬ其中 ｂｊ 为局部可积函数ꎬｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎮ 由 Ｔ 和 􀭸ｂ 生

成的 ｍ 线性交换子定义为

Ｔ􀭸ｂ( ｆ１ꎬ ｆ２ꎬ􀆺ꎬ ｆｍ)＝ ∑
ｍ

ｊ ＝１
Ｔ ｊ

􀭸ｂ(
→ｆ )ꎬ

其中

Ｔ ｊ

􀭸ｂ
( →ｆ )＝ ｂｊＴ( ｆ１ꎬ􀆺ꎬ ｆｍ)－Ｔ( ｆ１ꎬ􀆺ꎬ ｆｊ－１ꎬｂｊ ｆｊꎬ ｆｊ＋１ꎬ􀆺ꎬ ｆｍ)ꎮ

记 􀭸ｂ∈Λ̇ｍ
γ 表示ｂｊ∈Λ̇γ(Ｒｎ)ꎬ其中 ｊ＝ １ꎬ２􀆺ꎬｍꎬ且‖􀭸ｂ‖Λ

􀅰ｍ
γ
＝ ｍａｘ

１≤ｊ≤ｍ
‖ｂｊ‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)ꎮ

定义 ２[１０] 　 设 Ｔ 是形如式(１)的 ｍ 线性算子ꎬ则称 Ｔ 是 ｍ 线性强奇异 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子ꎬ如果满

足以下条件:

(１) 对某个 ε>０ 和 ０<α≤１ꎬ当 ｜ ｘ－ｘ′ ｜ α≤ １
２

ｍａｘ
１≤ｊ≤ｍ

｜ ｘ－ｙｊ ｜时ꎬ有

｜Ｋ(ｘꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ)－Ｋ(ｘ′ꎬｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｍ) ｜≤ Ｃ ｜ ｘ－ｘ′ ｜ ε

( ｜ ｘ－ｙ１ ｜ ＋􀆺＋ ｜ ｘ－ｙｍ ｜ )ｍｎ＋ε / α ꎮ (４)
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(２) 对于给定的 １≤ｒ１ꎬ􀆺ꎬｒｍ<∞ ꎬ使得 １ / ｒ＝ １ / ｒ１＋􀆺＋１ / ｒｍꎬ Ｔ 从 Ｌｒ
１×􀆺×Ｌｒｍ到 Ｌｒꎬ∞ 有界ꎮ

(３) 对于给定的 １≤ｌ１ꎬ􀆺ꎬｌｍ<∞ ꎬ使得 １ / ｌ＝ １ / ｌ１＋􀆺＋１ / ｌｍꎬ Ｔ 从 Ｌｌ１×􀆺×Ｌｌｍ到 Ｌｑꎬ∞ 有界ꎬ其中 ０< ｌ
ｑ
≤αꎮ

通常用 Ｂ＝Ｂ(ｘ０ꎬｒ)表示以 ｘ０ 为中心ꎬ半径为 ｒ 的球ꎬ对任意的 ａ>０ꎬａＢ 表示与球 Ｂ 同中心且半径为 ａ
倍的球ꎬ即 ａＢ＝Ｂ(ｘ０ꎬａｒ)ꎮ ｜Ｂ ｜表示球 Ｂ 的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度ꎬ χＢ 是它的特征函数ꎮ 对于任意的 ｆ∈Ｌ１

ｌｏｃ(Ｒｎ)ꎬ

记 ｆＢ ＝
１

｜Ｂ ｜ ∫Ｂ ｆ(ｘ)ｄｘꎮ

定义 ３[５] 　 设 １≤ｐ<∞ ꎬ － ｎ
ｐ
≤β<１ꎬ Ｃａｍｐａｎａｔｏ 空间 Ｃ ｐꎬβ(Ｒｎ)定义为

Ｃ ｐꎬβ(Ｒｎ)＝ { ｆ∈Ｌｐ
ｌｏｃ(Ｒｎ)ꎬ ‖ｆ‖Ｃ ｐꎬβ(Ｒｎ) <∞ }ꎬ

其中

‖ｆ‖Ｃ ｐꎬβ(Ｒｎ)＝ ｓｕｐ
Ｂ

１
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ ｆ(ｘ)－ ｆＢ ｜ ｐｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

ꎬ

上确界取自所有 Ｒｎ 中的球 Ｂꎮ
本文的主要结果如下:
定理　 设 Ｔ 为定义 ２ 中的 ｍ 线性强奇异 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子ꎬ􀭸ｂ∈Λ̇ｍ

γ ꎬ ｓ０ ＝ｍａｘ{ ｒ１ꎬ􀆺ꎬｒｍꎬｌ１ꎬ􀆺ꎬ

ｌｍ}ꎮ 那么对于任意的 ｓ０ <ｐ１ꎬ􀆺ꎬｐｍ <∞ ꎬ满足 １ / ｐ ＝ １ / ｐ１ ＋􀆺＋１ / ｐｍꎬ － ｎ
ｐ
≤β<０ꎬ ０<γ ＝ β＋ ｎ

ｐ
<１ꎬ则 Ｔ􀭸ｂ是从

Ｌｐ１(Ｒｎ)×􀆺×Ｌｐｍ(Ｒｎ)到 Ｃ ｐꎬβ(Ｒｎ)有界的ꎬ即

‖Ｔ􀭸ｂ(
→ｆ )‖Ｃ ｐꎬβ(Ｒｎ)≤Ｃ‖􀭸ｂ‖Λ

􀅰ｍ
γ ∏

ｍ

ｉ ＝１
‖ｆｉ‖Ｌｐｉ(Ｒｎ)ꎮ

注　 当 ｍ＝ １ 时ꎬ定理中的结果和文献[５]的主要结果一致ꎬ即单线性强奇异 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 交换子

Ｔｂ 是从 Ｌｐ(Ｒｎ)到 Ｃ ｐꎬβ(Ｒｎ)有界的ꎬ其中 ｂ∈Λ̇γ(Ｒｎ)ꎮ

２　 定理的证明

为证明定理 １ꎬ本文需要一些引理ꎮ
引理 １[１５￣１６] 　 设 ０<γ<１ꎬ ｂ∈Λ̇γ(Ｒｎ)ꎬ则对于所有的 １<ｐ<∞ ꎬ

‖ｂ‖Λ̇γ(Ｒｎ)≈ｓｕｐ
Ｂ

１
｜Ｂ ｜ γ / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ ｂ(ｘ)－ ｂＢ ｜ ｐｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≈ｓｕｐ
Ｂ

１
｜Ｂ ｜ γ / ｎ‖ｂ－ｂＢ‖Ｌ∞ (Ｂ)ꎮ

引理 ２[１５] 　 设 ０<γ<１ꎬ ｂ∈Λ̇γ(Ｒｎ)ꎬ对于 Ｒｎ 中的球 Ｂ 和 Ｂ′ꎬ如果 Ｂ′⊂Ｂꎬ则
｜ ｂ′Ｂ－ｂＢ ｜≤Ｃ‖ｂ‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ) ｜Ｂ ｜ γ / ｎꎮ
引理 ３[１７￣１８] 　 设 ０<ｐ<ｑ<∞ ꎬ则存在一个正常数 Ｃ＝Ｃｐꎬｑ使得对于任意的可测函数 ｆꎬ有

｜Ｑ ｜ －１ / ｐ‖ｆ‖Ｌｐ(Ｑ)≤Ｃ ｜Ｑ ｜ －１ / ｑ‖ｆ‖Ｌｑꎬ∞ (Ｑ)ꎮ
引理 ４[１９] 　 设 Ｔ 是 １ 个 ｍ 线性强奇异 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子ꎬ对定义 ２ 中的 ｒｊ 和 ｌｊꎬ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎬ设

ｓ＝ｍａｘ{ｒ１ꎬ􀆺ꎬｒｍꎬｌ１ꎬ􀆺ꎬｌｍ}ꎬ若对任意的 ｓ<ｐ１ꎬ􀆺ꎬｐｍ <∞ ꎬ有 １ / ｐ ＝ １ / ｐ１ ＋􀆺＋１ / ｐｍꎬ则 Ｔ 是从 Ｌｐ１(ω１) ×􀆺×

Ｌｐｍ(ωｍ)到 Ｌｐ(ω)的有界算子ꎬ其中(ω１ꎬ􀆺ꎬωｍ)∈(Ａｐ１ / ｓꎬ􀆺ꎬＡｐｍ / ｓ)ꎬ ω＝∏
ｍ

ｊ ＝１
ωｊ

ｐ / ｐｊꎮ

定理 １ 的证明　 不妨设 ｍ＝ ２ꎬ ｍ>２ 的证明是类似的ꎮ 设 ｆ１ꎬ ｆ２ 是有紧支集的可测函数ꎬ对于任意的球

Ｂ＝Ｂ(ｘ０ꎬｒ)ꎬ ｒ>０ꎬ先估计Ｔ １
􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)ꎬ ｚ∈Ｂꎮ 只需证明

１
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ １

􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－ (Ｔ １

􀭸ｂ ( ｆ１ꎬ ｆ２)) Ｂ ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ) ∏

２

ｉ ＝１
‖ｆｉ‖Ｌｐｉ(Ｒｎ)ꎮ

下面分别考虑 ２ 种情况ꎮ
情况 １　 ｒ≥１ 时ꎬ设 Ｂ∗ ＝ ２Ｂ＝Ｂ(ｘ０ꎬ２ｒ)ꎬ记
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ｆ１ ＝ ｆ１ χＢ∗＋ｆ１ χ(Ｂ∗) ｃ ＝ ｆ １
１＋ｆ ２

１ꎬ　 ｆ２ ＝ ｆ２ χＢ∗＋ｆ２ χ(Ｂ∗) ｃ ＝ ｆ １
２＋ｆ ２

２ꎬ
有

Ｔ １
􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)＝ (ｂ１(ｚ)－ｂ１

Ｂ)Ｔ( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－Ｔ((ｂ１－ｂ１
Ｂ) ｆ １

１ꎬ ｆ １
２)(ｚ)－Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ) ｆ １
１ꎬ ｆ ２

２)(ｚ)
　 －Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ) ｆ ２
１ꎬ ｆ １

２)(ｚ)－Ｔ((ｂ１－ｂ１
Ｂ) ｆ ２

１ꎬ ｆ ２
２)(ｚ)ꎮ

对任意的常数 ｃ１ꎬ根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬ有

　 １
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ １

􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－ (Ｔ １

􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)) Ｂ ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤ １
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ １

􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－ ｃ１ ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

＋ １
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ (Ｔ １

􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)) Ｂ － ｃ１ ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤ １
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ １

􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－ ｃ１ ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

＋ １
｜Ｂ ｜ β / ｎ

｜ (Ｔ １
􀭸ｂ( ｆ１ꎬ ｆ２)) Ｂ－ｃ１ ｜

≤ １
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ １

􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－ ｃ１ ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

＋ １
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜Ｔ １

􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)(ω)－ｃ１ ｜ ｄω

≤ １
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ １

􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－ ｃ１ ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

＋ １
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ １

􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)(ω) － ｃ１ ｜ ｐｄωæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ １

􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－ ｃ１ ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

ꎮ

令 ｃ１ ＝ －(Ｔ((ｂ１－ｂ１
Ｂ) ｆ １

１ꎬ ｆ ２
２)(ｘ０)＋Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ) ｆ ２
１ꎬ ｆ １

２)(ｘ０)＋Ｔ((ｂ１－ｂ１
Ｂ) ｆ ２

１ꎬ ｆ ２
２)(ｘ０))ꎬ则

　 １
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ １

􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－ (Ｔ １

􀭸ｂ
( ｆ１ꎬ ｆ２)) Ｂ ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ (ｂ１(ｚ)－ ｂ１

Ｂ)Ｔ( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ) ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

　 ＋ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ((ｂ１－ ｂ１

Ｂ) ｆ １
１ꎬ ｆ １

２)(ｚ) ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

　 ＋ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ((ｂ１－ ｂ１

Ｂ) ｆ １
１ꎬ ｆ ２

２)(ｚ)－ Ｔ((ｂ１－ ｂ１
Ｂ) ｆ １

１ꎬ ｆ ２
２)(ｘ０) ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

　 ＋ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ((ｂ１－ ｂ１

Ｂ) ｆ ２
１ꎬ ｆ １

２)(ｚ)－ Ｔ((ｂ１－ ｂ１
Ｂ) ｆ ２

１ꎬ ｆ １
２)(ｘ０) ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

　 ＋ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ((ｂ１－ ｂ１

Ｂ) ｆ ２
１ꎬ ｆ ２

２)(ｚ)－ Ｔ((ｂ１－ ｂ１
Ｂ) ｆ ２

１ꎬ ｆ ２
２)(ｘ０) ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

:＝ ∑
５

ｉ ＝１
Ｉｉꎮ

因为 １<ｐ<∞ ꎬ ０<γ＝β＋ｎ / ｐ<１ꎬ ｓ０ ＝ｍａｘ{ｒ１ꎬｒ２ꎬｌ１ꎬｌ２}ꎬ ｓ０<ｐ１ꎬ ｐ２<∞ ꎬ且 １ / ｐ ＝ １ / ｐ１＋１ / ｐ２ꎬ根据引理 １ 和

引理 ４ꎬ有

Ｉ１ ≤ ２
｜Ｂ ｜ γ / ｎ

‖ｂ１－ｂ１
Ｂ‖Ｌ∞ (Ｂ)‖Ｔ( ｆ１ꎬ ｆ２)‖Ｌｐ(Ｒｎ)

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

根据引理 １、引理 ２ 和引理 ４ꎬ有

Ｉ２ ＝
２

｜Ｂ ｜ γ / ｎ
‖Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ) ｆ １
１ꎬ ｆ １

２)‖Ｌｐ(Ｂ)

≤ Ｃ
｜Ｂ ｜ γ / ｎ ∫Ｂ∗

｜ (ｂ１(ｚ)－ｂ１
Ｂ) ｆ１(ｙ１) ｜ ｐ

１ｄｙ１( )
１ / ｐ１ ∫

Ｂ∗
｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｐ２ｄｙ２( )

１ / ｐ２

≤ Ｃ
｜Ｂ ｜ γ / ｎ

(‖ｂ１－ｂ１
Ｂ∗‖Ｌ∞ (Ｂ∗) ＋ ｜ ｂ１

Ｂ∗－ｂ１
Ｂ ｜ )‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｂ∗)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｂ∗)
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≤ Ｃ
｜Ｂ ｜ γ / ｎ

( ｜Ｂ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ) ＋ ｜Ｂ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ))‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

接下来估计 Ｉ３ꎬ对任意的 ｚ∈Ｂ＝Ｂ(ｘ０ꎬｒ)ꎬ ｙ１∈Ｂ∗ꎬ ｙ２∈(Ｂ∗) ｃꎬ则 ｜ ｚ－ｘ０ ｜ α≤ｒα≤ｒ< １
２

｜ ｙ２－ｘ０ ｜ ꎮ 根据式

(１)和式(４)ꎬ有
　 ｜Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ) ｆ １
１ꎬ ｆ ２

２)(ｚ)－Ｔ((ｂ１－ｂ１
Ｂ) ｆ １

１ꎬ ｆ ２
２)(ｘ０) ｜

≤ ∫
Ｂ∗
∫
(Ｂ∗) ｃ

｜Ｋ(ｚꎬｙ１ꎬｙ２)－Ｋ(ｘ０ꎬｙ１ꎬｙ２) ｜ ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∫
Ｂ∗
∫
(Ｂ∗) ｃ

｜ ｚ－ｘ０ ｜ ε

( ｜ ｘ０－ｙ１ ｜ ＋ ｜ ｘ０－ｙ２ ｜ ) ２ｎ＋ε / α ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１
∫
Ｂ∗
∫
２ｋＢ∗ ＼２ｋ－１Ｂ∗

｜ ｚ－ｘ０ ｜ ε

｜ ｘ０－ｙ２ ｜ ２ｎ
＋ε / α ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１

Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１

ｒε

(２ｋｒ) ２ｎ＋ε / α ∫Ｂ∗
∫
２ｋＢ∗ ＼２ｋ－１Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１

ｒε(１－１ / α)－２ｎ

２ｋ(２ｎ＋ε / α) ∫Ｂ∗
∫
２ｋＢ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１ꎬ

因此ꎬ

Ｉ３ ≤ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ Ｃ∑

∞

ｋ ＝１

ｒε(１－１ / α) －２ｎ

２ｋ(２ｎ＋ε / α) ∫
Ｂ∗
∫
２ｋＢ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

ｐ

ｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

Ｂ∗
∫
２ｋＢ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

Ｂ∗
∫
２ｋＢ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ∗ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

　 ＋Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

Ｂ∗
∫
２ｋＢ∗

｜ ｂ１
Ｂ∗－ｂ１

Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

:＝ Ｉ３ꎬ１＋Ｉ３ꎬ２ꎮ

设 １ / ｐ１＋１ / ｐ′１ ＝ １ꎬ １ / ｐ２＋１ / ｐ′２ ＝ １ꎬ则 １<ｐ′１ꎬ ｐ′２<∞ ꎬ又 ０<γ ＝ β＋ ｎ
ｐ
<１ꎬ １ / ｐ ＝ １ / ｐ１＋１ / ｐ２ꎬ则根据 Ｈöｌｄｅｒ 不

等式和引理 １ꎬ有

Ｉ３ꎬ１≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)‖ｂ１－ｂ１

Ｂ∗‖Ｌ∞ (Ｂ∗) ∫
Ｂ∗

｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｄｙ１∫
２ｋＢ∗

｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜Ｂ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ̇γ(Ｒｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｂ∗) ｜Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′１‖ｆ２‖Ｌｐ２(２ｋＢ∗) ｜ ２ｋＢ∗ ｜ １ / ｐ′２

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)＋ｋｎ / ｐ′２ ｜Ｂ∗ ｜ ２＋β / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)

≤Ｃｒε(１－１ / α)２２ｎ∑
∞

ｋ ＝１
２ｋｎ(１ / ｐ′２－２)－ｋε / α＋β‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和引理 ２ꎬ有

Ｉ３ꎬ２ ＝Ｃ
ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ ｂ１

Ｂ∗－ｂ１
Ｂ ｜ ∫

Ｂ∗
｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｄｙ１∫

２ｋＢ∗
｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜Ｂ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｂ∗) ｜Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′１‖ｆ２‖Ｌｐ２(２ｋＢ∗) ｜ ２ｋＢ∗ ｜ １ / ｐ′２

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ
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结合 Ｉ３ꎬ１与 Ｉ３ꎬ２ꎬ有 Ｉ３≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

接下来估计 Ｉ４ꎬ对任意的 ｚ∈Ｂ＝Ｂ(ｘ０ꎬｒ)ꎬ ｙ２∈Ｂ∗ ꎬ ｙ１∈(Ｂ∗) ｃꎬ则 ｜ ｚ－ｘ０ ｜ α≤ｒα≤ｒ< １
２

｜ ｙ１－ｘ０ ｜ ꎮ 根据式

(１)和式(４)ꎬ有
　 ｜Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ) ｆ ２
１ꎬ ｆ １

２)(ｚ)－Ｔ((ｂ１－ｂ１
Ｂ) ｆ ２

１ꎬ ｆ １
２)(ｘ０) ｜

≤ ∫
(Ｂ∗) ｃ

∫
Ｂ∗

｜Ｋ(ｚꎬｙ１ꎬｙ２)－Ｋ(ｘ０ꎬｙ１ꎬｙ２) ｜ ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∫
(Ｂ∗) ｃ

∫
Ｂ∗

｜ ｚ－ｘ０ ｜ ε

( ｜ ｘ０－ｙ１ ｜ ＋ ｜ ｘ０－ｙ２ ｜ ) ２ｎ＋ε / α ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１
∫
２ｋＢ∗ ＼２ｋ－１Ｂ∗

∫
Ｂ∗

｜ ｚ－ｘ０ ｜ ε

｜ ｘ０－ｙ１ ｜ ２ｎ
＋ε / α ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１

Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１

ｒε(１－１ / α)－２ｎ

２ｋ(２ｎ＋ε / α) ∫２ｋＢ∗
∫
Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１ꎬ

因此ꎬ

Ｉ４ ≤ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ Ｃ∑

∞

ｋ ＝１

ｒε(１－１ / α) －２ｎ

２ｋ(２ｎ＋ε / α) ∫
２ｋＢ∗
∫
Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１) － ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

ｐ

ｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

２ｋＢ∗
∫
Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

２ｋＢ∗
∫
Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
２ｋＢ∗ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

　 ＋Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

２ｋＢ∗
∫
Ｂ∗

｜ ｂ１
２ｋＢ∗－ｂ１

Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

:＝ Ｉ４ꎬ１＋Ｉ４ꎬ２ꎮ

根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和引理 １ꎬ因为 ０<γ＝β＋ ｎ
ｐ
<１ꎬ １ / ｐ ＝ １ / ｐ１＋１ / ｐ２ꎬ且 １ / ｐ１＋１ / ｐ′１ ＝ １ꎬ １ / ｐ２＋１ / ｐ′２ ＝ １ꎬ所

以有

Ｉ４ꎬ１≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)‖ｂ１－ｂ１

２ｋＢ∗‖Ｌ∞ (２ｋＢ∗) ∫
２ｋＢ∗

｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｄｙ１∫
Ｂ∗

｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ ２ｋＢ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(２ｋＢ∗) ｜ ２ｋＢ∗ ｜ １ / ｐ′１‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｂ∗) ｜Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′２

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)＋ｋｎ(γ / ｎ＋１ / ｐ′１) ｜Ｂ∗ ｜ ２＋β / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)

≤Ｃｒε(１－１ / α)２２ｎ∑
∞

ｋ ＝１
２ｋｎ(１ / ｐ′１－１)＋ｋｎ(１ / ｐ－１)＋(ｋ＋１)β－ｋε / α‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和引理 ２ꎬ有

Ｉ４ꎬ２ ＝Ｃ
ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ ｂ１

２ｋＢ∗－ｂ１
Ｂ ｜ ∫

２ｋＢ∗
｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｄｙ１∫

Ｂ∗
｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ ２ｋＢ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(２ｋＢ∗) ｜ ２ｋＢ∗ ｜ １ / ｐ′１‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｂ∗) ｜Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′２

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

结合 Ｉ４ꎬ１与 Ｉ４ꎬ２ꎬ有 Ｉ４≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

同理估计 Ｉ５ꎬ对任意的 ｚ∈Ｂ＝Ｂ(ｘ０ꎬｒ)ꎬ ｙ１∈(Ｂ∗) ｃꎬ ｙ２∈(Ｂ∗) ｃꎬ则 ｜ ｚ－ｘ０ ｜ α≤ｒα≤ｒ< １
２

｜ ｙ１－ｘ０ ｜ ꎬ ｜ ｚ－ｘ０ ｜ α≤
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ｒα≤ｒ< １
２

｜ ｙ２－ｘ０ ｜ ꎮ 根据式(４)ꎬ有

　 ｜Ｔ((ｂ１－ｂ１
Ｂ) ｆ ２

１ꎬ ｆ ２
２)(ｚ)－Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ) ｆ ２
１ꎬ ｆ ２

２)(ｘ０) ｜

≤ ∫
(Ｂ∗) ｃ

∫
(Ｂ∗) ｃ

｜Ｋ(ｚꎬｙ１ꎬｙ２)－Ｋ(ｘ０ꎬｙ１ꎬｙ２) ｜ ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∫
(Ｂ∗) ｃ

∫
(Ｂ∗) ｃ

｜ ｚ－ｘ０ ｜ ε

( ｜ ｘ０－ｙ１ ｜ ＋ ｜ ｘ０－ｙ２ ｜ ) ２ｎ＋ε / α ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１
∫
２ｋＢ∗ ＼２ｋ－１Ｂ∗

∫
２ｋＢ∗ ＼２ｋ－１Ｂ∗

｜ ｚ－ｘ０ ｜ ε

｜ ｘ０－ｙ２ ｜ ２ｎ
＋ε / α ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１

Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１

ｒε(１－１ / α)－２ｎ

２ｋ(２ｎ＋ε / α) ∫２ｋＢ∗
∫
２ｋＢ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１ꎬ

因此

Ｉ５ ≤ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ Ｃ∑

∞

ｋ ＝１

ｒε(１－１ / α) －２ｎ

２ｋ(２ｎ＋ε / α) ∫２ｋＢ∗
∫
２ｋＢ∗

｜ ｂ１(ｙ１) － ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

ｐ

ｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

２ｋＢ∗
∫
２ｋＢ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

２ｋＢ∗
∫
２ｋＢ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
２ｋＢ∗ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

＋Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

２ｋＢ∗
∫
２ｋＢ∗

｜ ｂ１
２ｋＢ∗－ｂ１

Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

:＝ Ｉ５ꎬ１＋Ｉ５ꎬ２ꎮ

因为 ０<γ＝β＋ ｎ
ｐ
<１ꎬ １ / ｐ＝ １ / ｐ１＋１ / ｐ２ꎬ且 １ / ｐ１＋１ / ｐ′１ ＝ １ꎬ １ / ｐ２＋１ / ｐ′２ ＝ １ꎬ根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和引理 １ꎬ有

Ｉ５ꎬ１≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)‖ｂ１－ｂ１

２ｋＢ∗‖Ｌ∞ (２ｋＢ∗) ∫
２ｋＢ∗

｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｄｙ１∫
２ｋＢ∗

｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ ２ｋＢ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(２ｋＢ∗) ｜ ２ｋＢ∗ ｜ １ / ｐ′１‖ｆ２‖Ｌｐ２(２ｋＢ∗) ｜ ２ｋＢ∗ ｜ １ / ｐ′２

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)＋ｋｎ(２＋β / ｎ) ｜Ｂ∗ ｜ ２＋β / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)

≤Ｃｒε(１－１ / α)２２ｎ∑
∞

ｋ ＝１
２(ｋ＋１)β－ｋε / α‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和引理 ２ꎬ有

Ｉ５ꎬ２ ＝Ｃ
ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ ｂ１

２ｋＢ∗－ｂ１
Ｂ ｜ ∫

２ｋＢ∗
｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｄｙ１∫

２ｋＢ∗
｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２

≤Ｃ ｒε(１－１ / α)－２ｎ

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ ２ｋＢ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(２ｋＢ∗) ｜ ２ｋＢ∗ ｜ １ / ｐ′１‖ｆ２‖Ｌｐ２(２ｋＢ∗) ｜ ２ｋＢ∗ ｜ １ / ｐ′２

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

结合 Ｉ５ꎬ１与 Ｉ５ꎬ２ꎬ有 Ｉ５≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

情况 ２　 ０<ｒ<１ 时ꎬ设 􀭹Ｂ＝Ｂ(ｘ０ꎬｒα)ꎬ 􀭹Ｂ∗ ＝ ２􀭹Ｂ＝Ｂ(ｘ０ꎬ２ｒα)ꎬ记
ｆ１ ＝ ｆ１ χ􀭹Ｂ∗＋ｆ１ χ( 􀭹Ｂ∗) ｃ ＝

~ｆ １
１ ＋

~ｆ ２
１ ꎬ　 ｆ２ ＝ ｆ２ χ􀭹Ｂ∗＋ｆ２ χ( 􀭹Ｂ∗) ｃ ＝

~ｆ １
２ ＋

~ｆ ２
２ ꎬ

有
Ｔ １

􀭸ｂ( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)＝ (ｂ１(ｚ)－ｂ１
Ｂ)Ｔ( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ)
~ｆ １
１ ꎬ

~ｆ １
２ )(ｚ)－Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ)
~ｆ １
１ ꎬ

~ｆ ２
２ )(ｚ)

　 －Ｔ((ｂ１－ｂ１
Ｂ)

~ｆ ２
１ ꎬ

~ｆ １
２ )(ｚ)－Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ)
~ｆ ２
１ ꎬ

~ｆ ２
２ )(ｚ)ꎮ

类似于情况 １ꎬ有
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１
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ Ｔ １

􀭸ｂ ( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－ (Ｔ １
􀭸ｂ ( ｆ１ꎬ ｆ２)) Ｂ

ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ １

􀭸ｂ( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－ 􀭴ｃ１ ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

ꎮ

令 􀭴ｃ１ ＝ －(Ｔ((ｂ１－ｂ１
Ｂ)

~ｆ １
１ ꎬ

~ｆ ２
２ )(ｘ０)＋Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ)
~ｆ ２
１ ꎬ

~ｆ １
２ )(ｘ０)＋Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ)
~ｆ ２
１ ꎬ

~ｆ ２
２ )(ｘ０))ꎬ则

　 １
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ｜ Ｔ １

􀭸ｂ( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－ (Ｔ １
􀭸ｂ( ｆ１ꎬ ｆ２)) Ｂ ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ (ｂ１(ｚ)－ ｂ１

Ｂ)Ｔ( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ) ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

＋ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ((ｂ１－ ｂ１

Ｂ)
~ｆ １
１ꎬ

~ｆ １
２)(ｚ) ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

＋ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ((ｂ１－ ｂ１

Ｂ)
~ｆ １
１ꎬ

~ｆ ２
２)(ｚ)－ Ｔ((ｂ１－ ｂ１

Ｂ)
~ｆ １
１ꎬ

~ｆ ２
２)(ｘ０) ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

＋ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ｜ Ｔ((ｂ１－ ｂ１

Ｂ)
~ｆ ２
１ꎬ

~ｆ １
２)(ｚ)－ Ｔ((ｂ１－ ｂ１

Ｂ)
~ｆ ２
１ꎬ

~ｆ １
２)(ｘ０) ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

＋ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ((ｂ１－ ｂ１

Ｂ)
~ｆ ２
１ꎬ

~ｆ ２
２)(ｚ)－ Ｔ((ｂ１－ ｂ１

Ｂ)
~ｆ ２
１ꎬ

~ｆ ２
２)(ｘ０) ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

:＝ ∑
５

ｉ ＝１

~Ｉｉꎮ

设存在 ｑꎬ使得 ０< ｐ
ｑ
≤αꎬ又 １<ｐ<∞ ꎬ ０<γ＝β＋ ｎ

ｐ
<１ꎬ １ / ｐ＝ １ / ｐ１＋１ / ｐ２ꎬ根据引理 １、引理 ３ 和定义 ２ꎬ有

~Ｉ１≤
２

｜Ｂ ｜ β / ｎ
‖ｂ１－ｂ１

Ｂ‖Ｌ∞ (Ｂ) ｜Ｂ ｜ －１ / ｐ‖Ｔ( ｆ１ꎬ ｆ２)‖Ｌｐ(Ｂ)

≤ Ｃ
｜Ｂ ｜ β / ｎ

‖ｂ１－ｂ１
Ｂ‖Ｌ∞ (Ｂ) ｜Ｂ ｜ －１ / ｑ‖Ｔ( ｆ１ꎬ ｆ２)‖Ｌｑꎬ∞ (Ｂ)

≤ Ｃ
｜Ｂ ｜ γ / ｎ ｜Ｂ ｜ １ / ｐ－１ / ｑ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ) ｜Ｂ ｜ γ / ｎ‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｂ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｂ)

≤Ｃｒｎ(１ / ｐ－１ / ｑ)‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

根据引理 １、引理 ２、引理 ３ 和定义 ２ꎬ有
~Ｉ２ ＝

２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

｜Ｂ ｜ －１ / ｐ‖Ｔ((ｂ１－ｂ１
Ｂ)

~ｆ １
１ ꎬ

~ｆ １
２ )‖Ｌｐ(Ｂ)

≤ Ｃ
｜Ｂ ｜ β / ｎ

｜Ｂ ｜ －１ / ｑ‖Ｔ((ｂ１－ｂ１
Ｂ)

~ｆ １
１ ꎬ

~ｆ １
２ )‖Ｌｑꎬ∞ (Ｂ)

≤ Ｃ
｜Ｂ ｜ β / ｎ＋１ / ｑ ∫􀭹Ｂ∗

｜ (ｂ１(ｚ)－ ｂ１
Ｂ) ｆ１(ｙ１) ｜ ｐ１ｄｙ１( )

１ / ｐ１ ∫􀭹Ｂ∗
｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｐ２ｄｙ２( )

１ / ｐ２

≤ Ｃ
｜Ｂ ｜ β / ｎ＋１ / ｑ

(‖ｂ１－ｂ１
􀭹Ｂ∗‖Ｌ∞ ( 􀭹Ｂ∗) ＋ ｜ ｂ１

􀭹Ｂ∗－ｂ１
Ｂ ｜ )‖ｆ１‖Ｌｐ１( 􀭹Ｂ∗)‖ｆ２‖Ｌｐ２( 􀭹Ｂ∗)

≤ Ｃ
｜Ｂ ｜ β / ｎ＋１ / ｑ

( ｜ 􀭹Ｂ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ) ＋ ｜ 􀭹Ｂ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ))‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)

≤Ｃｒ(α－１)β＋ｎ(α / ｐ－１ / ｑ)‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

对任意的 ｚ∈Ｂ＝Ｂ(ｘ０ꎬｒ)ꎬ ｙ１∈􀭹Ｂ∗ꎬ ｙ２∈( 􀭹Ｂ∗) ｃꎬ则 ｜ ｚ－ｘ０ ｜ α≤ｒα< １
２

｜ ｙ２－ｘ０ ｜ ꎮ 根据式(４)ꎬ有

　 ｜Ｔ((ｂ１－ｂ１
Ｂ)

~ｆ １
１ ꎬ

~ｆ ２
２ )(ｚ)－Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ)
~ｆ １
１ ꎬ

~ｆ ２
２ )(ｘ０) ｜

≤ ∫􀭹Ｂ∗
∫
( 􀭹Ｂ∗) ｃ

｜Ｋ(ｚꎬｙ１ꎬｙ２)－Ｋ(ｘ０ꎬｙ１ꎬｙ２) ｜ ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１
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≤ Ｃ∫􀭹Ｂ∗
∫
( 􀭹Ｂ∗) ｃ

｜ ｚ－ｘ０ ｜ ε

( ｜ ｘ０－ｙ１ ｜ ＋ ｜ ｘ０－ｙ２ ｜ ) ２ｎ＋ε / α ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１
∫􀭹Ｂ∗
∫
２ｋ􀭹Ｂ∗ ＼２ｋ－１􀭹Ｂ∗

｜ ｚ－ｘ０ ｜ ε

｜ ｘ０－ｙ２ ｜ ２ｎ
＋ε / α ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１

Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１

ｒ－２ｎα

２ｋ(２ｎ＋ε / α) ∫􀭹Ｂ∗
∫
２ｋ􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１ꎬ

因此ꎬ
~Ｉ３ ≤ ２

｜Ｂ ｜ β / ｎ
１

｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１

ｒ－２ｎα

２ｋ(２ｎ＋ε / α) ∫􀭹Ｂ∗
∫
２ｋ􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１) － ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

ｐ

ｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫􀭹Ｂ∗

∫
２ｋ􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫􀭹Ｂ∗

∫
２ｋ􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
􀭹Ｂ∗ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

　 ＋Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫􀭹Ｂ∗

∫
２ｋ􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１
􀭹Ｂ∗－ｂ１

Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

:＝ ~Ｉ３ꎬ１＋
~Ｉ３ꎬ２ꎮ

因为 ０<γ＝β＋ ｎ
ｐ
<１ꎬ １ / ｐ＝ １ / ｐ１＋１ / ｐ２ꎬ且 １ / ｐ１＋１ / ｐ′１ ＝ １ꎬ １ / ｐ２＋１ / ｐ′２ ＝ １ꎬ根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和引理 １ꎬ有

~Ｉ３ꎬ１≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)‖ｂ１－ｂ１

􀭹Ｂ∗‖Ｌ∞ ( 􀭹Ｂ∗) ∫􀭹Ｂ∗
｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｄｙ１∫

２ｋ􀭹Ｂ∗
｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２

≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ 􀭹Ｂ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１( 􀭹Ｂ∗) ｜ 􀭹Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′１‖ｆ２‖Ｌｐ２(２ｋ􀭹Ｂ∗) ｜ ２ｋ 􀭹Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′２

≤Ｃｒ β(α－１)２２ｎ∑
∞

ｋ ＝１
２ｋｎ(１ / ｐ′２－２)－ｋε / α＋β‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和引理 ２ꎬ有
~Ｉ３ꎬ２ ＝Ｃ

ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ ｂ１

􀭹Ｂ∗－ｂ１
Ｂ ｜ ∫􀭹Ｂ∗

｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｄｙ１∫
２ｋ􀭹Ｂ∗

｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２

≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ 􀭹Ｂ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１( 􀭹Ｂ∗) ｜ 􀭹Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′１‖ｆ２‖Ｌｐ２(２ｋ􀭹Ｂ∗) ｜ ２ｋ 􀭹Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′２

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

结合
~Ｉ３ꎬ１与

~Ｉ３ꎬ２ꎬ有
~Ｉ３≤Ｃ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

对任意的 ｚ∈Ｂ＝Ｂ(ｘ０ꎬｒ)ꎬ ｙ２∈􀭹Ｂ∗ꎬ ｙ１∈( 􀭹Ｂ∗) ｃꎬ则 ｜ ｚ－ｘ０ ｜ α≤ｒα< １
２

｜ ｙ１－ｘ０ ｜ ꎮ 根据式(４)ꎬ有

　 ｜Ｔ((ｂ１－ｂ１
Ｂ)

~ｆ ２
１ ꎬ

~ｆ １
２ )(ｚ)－Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ)
~ｆ ２
１ ꎬ

~ｆ １
２ )(ｘ０) ｜

≤ ∫
( 􀭹Ｂ∗) ｃ

∫􀭹Ｂ∗
｜Ｋ(ｚꎬｙ１ꎬｙ２)－Ｋ(ｘ０ꎬｙ１ꎬｙ２) ｜ ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１

Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∫
( 􀭹Ｂ∗) ｃ

∫􀭹Ｂ∗

｜ ｚ－ｘ０ ｜ ε

( ｜ ｘ０－ｙ１ ｜ ＋ ｜ ｘ０－ｙ２ ｜ ) ２ｎ＋ε / α ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１
∫
２ｋ􀭹Ｂ∗ ＼２ｋ－１􀭹Ｂ∗

∫􀭹Ｂ∗

｜ ｚ－ｘ０ ｜ ε

｜ ｘ０－ｙ１ ｜ ２ｎ
＋ε / α ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１

Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１

ｒ－２ｎα

２ｋ(２ｎ＋ε / α) ∫２ｋ􀭹Ｂ∗
∫􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１ꎬ

因此ꎬ
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~Ｉ４ ≤ ２
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ Ｃ∑

∞

ｋ ＝１

ｒ－２ｎα

２ｋ(２ｎ＋ε / α) ∫２ｋ􀭹Ｂ∗
∫􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

ｐ

ｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

２ｋ􀭹Ｂ∗
∫􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

２ｋ􀭹Ｂ∗
∫􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
２ｋ􀭹Ｂ∗ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

＋Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

２ｋ􀭹Ｂ∗
∫􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１
２ｋ􀭹Ｂ∗－ｂ１

Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

:＝ ~Ｉ４ꎬ１＋
~Ｉ４ꎬ２ꎮ

因为 ０<γ＝β＋ ｎ
ｐ
<１ꎬ １ / ｐ＝ １ / ｐ１＋１ / ｐ２ꎬ且 １ / ｐ１＋１ / ｐ′１ ＝ １ꎬ １ / ｐ２＋１ / ｐ′２ ＝ １ꎬ根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和引理 １ꎬ有

~Ｉ４ꎬ１≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)‖ｂ１－ｂ１

２ｋ􀭹Ｂ∗‖Ｌ∞ (２ｋ􀭹Ｂ∗) ∫
２ｋ􀭹Ｂ∗

｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｄｙ１∫􀭹Ｂ∗
｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２

≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ ２ｋ 􀭹Ｂ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(２ｋ􀭹Ｂ∗) ｜ ２ｋ 􀭹Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′１‖ｆ２‖Ｌｐ２( 􀭹Ｂ∗) ｜ 􀭹Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′２

≤Ｃｒ β(α－１)２２ｎ∑
∞

ｋ ＝１
２(ｋ＋１)β＋ｋｎ(１ / ｐ－１)＋ｋｎ(１ / ｐ′１－１)－ｋε / α‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和引理 ２ꎬ有
~Ｉ４ꎬ２ ＝Ｃ

ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ ｂ１

２ｋ􀭹Ｂ∗－ｂ１
Ｂ ｜ ∫

２ｋ􀭹Ｂ∗
｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｄｙ１∫􀭹Ｂ∗

｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２

≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ ２ｋ 􀭹Ｂ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(２ｋ􀭹Ｂ∗) ｜ ２ｋ 􀭹Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′１‖ｆ２‖Ｌｐ２( 􀭹Ｂ∗) ｜ 􀭹Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′２

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

结合
~Ｉ４ꎬ１与

~Ｉ４ꎬ２ꎬ有
~Ｉ４≤Ｃ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

对任意的 ｚ∈Ｂ＝Ｂ(ｘ０ꎬｒ)ꎬ ｙ１∈(􀭹Ｂ∗) ｃꎬ ｙ２∈(􀭹Ｂ∗) ｃꎬ则 ｜ ｚ－ｘ０ ｜ α≤ｒα< １
２

｜ ｙ１－ｘ０ ｜ ꎬ ｜ ｚ－ｘ０ ｜ α≤ｒα< １
２

｜ ｙ２－ｘ０ ｜ ꎮ

根据式(４)ꎬ有

　 ｜Ｔ((ｂ１－ｂ１
Ｂ)

~ｆ ２
１ ꎬ

~ｆ ２
２ )(ｚ)－Ｔ((ｂ１－ｂ１

Ｂ)
~ｆ ２
１ ꎬ

~ｆ ２
２ )(ｘ０) ｜

≤ ∫
( 􀭹Ｂ∗) ｃ

∫
( 􀭹Ｂ∗) ｃ

｜Ｋ(ｚꎬｙ１ꎬｙ２)－Ｋ(ｘ０ꎬｙ１ꎬｙ２) ｜ ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∫
( 􀭹Ｂ∗) ｃ

∫
( 􀭹Ｂ∗) ｃ

｜ ｚ－ｘ０ ｜ ε

( ｜ ｘ０－ｙ１ ｜ ＋ ｜ ｘ０－ｙ２ ｜ ) ２ｎ＋ε / α ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１
∫
２ｋ􀭹Ｂ∗ ＼２ｋ－１􀭹Ｂ∗

∫
２ｋ􀭹Ｂ∗ ＼２ｋ－１􀭹Ｂ∗

｜ ｚ－ｘ０ ｜ ε

｜ ｘ０－ｙ２ ｜ ２ｎ
＋ε / α ｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１

Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１

ｒ－２ｎα

２ｋ(２ｎ＋ε / α) ∫２ｋ􀭹Ｂ∗
∫
２ｋ􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１ꎬ

因此ꎬ
~Ｉ５ ≤ ２

｜Ｂ ｜ β / ｎ
１

｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ Ｃ∑
∞

ｋ ＝１

ｒ－２ｎα

２ｋ(２ｎ＋ε / α) ∫２ｋ􀭹Ｂ∗
∫
２ｋ􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

ｐ

ｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

２ｋ􀭹Ｂ∗
∫
２ｋ􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

２ｋ􀭹Ｂ∗
∫
２ｋ􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１(ｙ１)－ｂ１
２ｋ􀭹Ｂ∗ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１
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＋Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)∫

２ｋ􀭹Ｂ∗
∫
２ｋ􀭹Ｂ∗

｜ ｂ１
２ｋ􀭹Ｂ∗－ｂ１

Ｂ ｜ ｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２ｄｙ１

:＝ ~Ｉ５ꎬ１＋
~Ｉ５ꎬ２ꎮ

因为 ０<γ＝β＋ ｎ
ｐ
<１ꎬ １ / ｐ＝ １ / ｐ１＋１ / ｐ２ꎬ且 １ / ｐ１＋１ / ｐ′１ ＝ １ꎬ １ / ｐ２＋１ / ｐ′２ ＝ １ꎬ根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和引理 １ꎬ有

~Ｉ５ꎬ１≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α)‖ｂ１－ｂ１

２ｋ􀭹Ｂ∗‖Ｌ∞ (２ｋ􀭹Ｂ∗) ∫
２ｋ􀭹Ｂ∗

｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｄｙ１∫
２ｋ􀭹Ｂ∗

｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２

≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ ２ｋ 􀭹Ｂ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(２ｋ􀭹Ｂ∗) ｜ ２ｋ 􀭹Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′１‖ｆ２‖Ｌｐ２(２ｋ􀭹Ｂ∗) ｜ ２ｋ 􀭹Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′２

≤Ｃｒ β(α－１)２２ｎ∑
∞

ｋ ＝１
２(ｋ＋１)β－ｋε / α‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

根据 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和引理 ２ꎬ有
~Ｉ５ꎬ２ ＝Ｃ

ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ ｂ１

２ｋ􀭹Ｂ∗－ｂ１
Ｂ ｜ ∫

２ｋ􀭹Ｂ∗
｜ ｆ１(ｙ１) ｜ ｄｙ１∫

２ｋ􀭹Ｂ∗
｜ ｆ２(ｙ２) ｜ ｄｙ２

≤Ｃ ｒ－２ｎα

｜Ｂ ｜ β / ｎ ∑
∞

ｋ ＝１
２－ｋ(２ｎ＋ε / α) ｜ ２ｋ 􀭹Ｂ∗ ｜ γ / ｎ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(２ｋ􀭹Ｂ∗) ｜ ２ｋ 􀭹Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′１‖ｆ２‖Ｌｐ２(２ｋ􀭹Ｂ∗) ｜ ２ｋ 􀭹Ｂ∗ ｜ １ / ｐ′２

≤Ｃ‖ｂ１‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

结合
~Ｉ５ꎬ１与

~Ｉ５ꎬ２ꎬ有
~Ｉ５≤Ｃ‖ｂ１‖Λ

􀅰
γ(Ｒ

ｎ)‖ｆ１‖Ｌｐ１(Ｒｎ)‖ｆ２‖Ｌｐ２(Ｒｎ)ꎮ

关于Ｔ ２
􀭸ｂ (

→ｆ )(ｚ)ꎬ类似于Ｔ １
􀭸ｂ (

→ｆ )(ｚ)的证明ꎬ有
１

｜Ｂ ｜ β / ｎ
１

｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ Ｔ ２
􀭸ｂ ( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－ (Ｔ ２

􀭸ｂ ( ｆ１ꎬ ｆ２)) Ｂ ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤Ｃ‖ｂ２‖Λ
􀅰

γ(Ｒ
ｎ) ∏

２

ｉ ＝１
‖ｆｉ‖Ｌｐｉ(Ｒｎ)ꎮ

因此ꎬ

‖Ｔ􀭸ｂ (
→ｆ )‖Ｃ ｐꎬβ(Ｒｎ)≈ｓｕｐ

Ｂ

１
｜Ｂ ｜ β / ｎ

１
｜ Ｂ ｜ ∫Ｂ｜ Ｔ􀭸ｂ ( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｚ)－ (Ｔ􀭸ｂ ( ｆ１ꎬ ｆ２))) Ｂ ｜ ｐｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷

１ / ｐ

≤Ｃ‖􀭸ｂ‖Λ
􀅰２
γ ∏

２

ｉ ＝１
‖ｆｉ‖Ｌｐｉ(Ｒｎ)ꎮ

从而完成定理的证明ꎮ
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