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策略极限理论与策略统计学习

严晓东
(山东大学中泰证券金融研究院ꎬ 山东 济南 ２５０１００)

摘要:非线性期望是山东大学彭实戈院士开辟的原创性研究方向之一ꎬ对各个领域的科学研究越来越重要ꎬ而大数据和人工

智能的兴起ꎬ为非线性期望创新理论与应用研究提供了更强劲的动力ꎮ 最近ꎬ山东大学“非线性期望”团队基于多臂老虎机的

策略博弈过程开创了“策略极限理论”ꎬ是非线性概率理论与强化学习交叉的重大突破性科研成果ꎬ变革了传统统计方法研究

范式ꎮ 本文结合徐宗本院士提出的人工智能的 １０ 个重大数理基础问题ꎬ国家自然科学基金委员会发布的 ２０２２ 年度重大研

究计划项目中关于可解释、可通用的人工智能方法的申报指南ꎬ以及科技部发布的数学和应用研究重点专项 ２０２１、２０２２ 年

度项目中“数据科学与人工智能的数学基础”理论研究的申报指南ꎬ采用“策略”这一概念探寻和揭示人工智能本质和规

律ꎬ尝试启发、促动人工智能技术变革的激发源和理论依据ꎮ 不同于传统的大数定律和中心极限定理在独立同分布假设下

开展统计学习的研究ꎬ策略极限理论打破了数据可交换这一局限ꎬ在更大的概率空间中探求最优分布ꎬ并提出获得最优分

布的最优策略路径ꎬ与之对应的统计学习过程被命名为策略统计学习ꎬ为复杂机器学习的可解释和可信赖的统计方法研究

提供理论支撑ꎮ 本文介绍策略极限理论的应用包括但不限于: (１) 大规模数据的策略抽样ꎻ(２) 数据流的在线学习ꎻ(３)
强化学习的中心极限定理ꎻ(４) 数据的差分隐私保护ꎻ(５) 联邦学习的策略融合ꎻ(６) 迁移学习和元学习的信息重构ꎻ(７)
知识推理与数据驱动的融合ꎮ
关键词:人工智能ꎻ策略极限理论ꎻ数理基础ꎻ大数据分析ꎻ强化学习ꎻ在线学习ꎻ迁移学习ꎻ联邦学习ꎻ数据隐私保护ꎻ知识推理

与数据驱动
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０　 引言

随着新一代科学技术的发展ꎬ人工智能(ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅꎬ ＡＩ)技术已经在科学、社会、经济、管理等

领域展现出解决各类复杂问题的优势并得到广泛认可ꎬ成为创新驱动发展的核心驱动力之一[１￣３]ꎮ 大部分

人工智能技术得到很好的落地应用ꎬ但是在其他科学问题的挖掘上存在诸多瓶颈ꎬ例如基本原理、数学理论

等ꎬ影响着可解释、可通用的下一代人工智能方法的开发ꎮ 近年来ꎬ国家自然科学基金委员会在重大研究计

划项目申报指南以及科技部在数学和应用研究重点专项申报指南中多次以“人工智能技术的数学理论”进
行命题ꎬ欢迎科研工作者答卷ꎮ 徐宗本院士提出人工智能的 １０ 个重大数理基础问题[４]ꎬ把相关科学问题的

理论体系或框架明确细化ꎬ为下一步人工智能技术的基础理论研究指明方向ꎮ
本文首次采用“策略”这一概念探寻和揭示人工智能本质和规律ꎬ尝试启发、促动人工智能技术变革的

激发源和理论依据ꎮ 若干机器学习技术的智能表现源于经验学习ꎬ即通过总结历史信息进行下一步决策ꎬ例
如循环神经网络通过信息在神经网络主题的多次循环ꎬ用前一个事件去推理后一个事件ꎬ做到持续记忆ꎻ 强

化学习通过引入策略变量记忆历史回报与状态ꎻ迁移学习利用以往任务中学出的“知识”ꎬ比如数据特征、模
型参数等ꎬ来辅助在新领域中的学习过程ꎬ得到更优秀的模型ꎻ 元学习利用跨任务知识或元知识可以更好地

学习每个新任务ꎬ提升泛化能力ꎮ
将人工智能技术应用到其他学科领域中碰到的问题ꎬ其根本在于算法缺乏解释性、稳健性等ꎬ归根结底是

概率统计问题ꎬ难点是带有策略的机器学习存在分布不确定性ꎬ概率分布随着策略改变而变化ꎬ无法用传统的

线性概率知识体系去解决ꎮ 基于此ꎬ发掘一些新的非线性概率统计理论ꎬ 构建基于策略的统计分析过程ꎬ提供

所研究问题的形式化手段、模型化工具和科学化语言是揭示人工智能规律的重要方向ꎮ
非常巧合的是ꎬ不同于科尔莫戈罗夫(Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ)的概率论框架体系ꎬ在金融风险研究的驱动下ꎬ彭实

戈院士提出了“非线性期望”框架体系并证明了一系列的非线性极限定理[５]ꎬ形成了山东大学“非线性期望”
研究团队ꎮ 最近ꎬ陈增敬等以机器人博弈学习行为为研究对象ꎬ建立了非线性概率与智能机器人之间的联

系ꎬ得到了一系列的策略极限理论[６￣８]ꎬ包括大数定律、中心极限定理和大偏差定理等极限定理ꎮ 由于极限

理论与策略相关ꎬ因此团队得到一系列定理命名为“策略大数定律”“策略中心极限定理”和“策略大偏差定

理”ꎬ为带策略的机器学习方法提供了新的数学分析工具ꎬ
为了简要、清楚地解释“策略”极限理论ꎬ本文以双臂机器人博弈学习模型为例ꎬ具体理论结果见附录ꎮ

相关理论成果已经探索了多臂机器人博弈学习的“策略”极限理论ꎬ 详细见文献[６]ꎮ 在概率空间(ΩꎬＦꎬＰ)
上ꎬ假定双臂机器人每一个手臂服从以布朗运动{Ｂ１ꎬＢ２}为驱动的正态分布ꎬ用 Ｘ ｔ 和 Ｙｔ 代表左、右手臂获得

的回报ꎬ假定 Ｘ ｔ 和 Ｙｔ 满足如下 ２ 个随机微分方程:
ｄＸ ｔ ＝μＬｄｔ＋σＬｄＢ１( ｔ)ꎬ　 Ｘ０ ＝ ０ꎬ　 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ (１)
ｄＹｔ ＝μＲｄｔ＋σＲｄＢ２( ｔ)ꎬ　 Ｙ０ ＝ ０ꎬ　 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ (２)

其中ꎬ μＬ、 μＲ 和 σＬ、σＲ 是左、右手臂这 ２ 个随机变量的期望和方差ꎮ 如果不考虑双臂机器人左、右手臂博弈

学习过程ꎬ则 Ｘ ｔ 和 Ｙｔ 分别代表线性概率空间上的 ２ 个相互独立的随机变量ꎮ 若引入“策略”变量

Π:＝{πｔ:Ω×[０ꎬ１]→{０ꎬ１}}ꎬ
其中ꎬ πｔ ＝ １ 表示在 ｔ 时刻使用左手ꎬπｔ ＝ ０ 表示在 ｔ 时刻使用右手ꎬ便可以通过引入的“策略”π∈Π 来描述

双臂机器人在时间段[０ꎬｔ]上的策略博弈过程ꎮ 下面引入 Ｘ ｔ 和 Ｙｔ 在策略 π 下融合成的新的随机变量

Ｒπ
ｔ
[７]:
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ｄＲπ
ｔ ＝πｔｄＸ ｔ＋(１－πｔ)ｄＹｔꎬ　 Ｒ０ ＝ ０ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎮ

将 Ｒπ
ｔ 名命为策略随机变量ꎬ因为 Ｒπ

ｔ 的分布随着策略 π 变化而变化ꎬ构成一个分布族ꎬ已经不属于线性概率

知识体系ꎮ 下文将使用 Ｒ０ꎬπ
１ 表示基于策略随机变量生成的一个统计量ꎮ 基于策略随机变量ꎬ 严晓东依托陈增

敬教授团队的研究成果[９￣１０]建立了一套新的策略极限理论ꎬ并且提出了一系列最优策略的制定方案ꎬ以及对应

的“最优策略大数定律”与“最优策略中心极限定理”ꎬ为最优策略下人工智能技术提供了数学理论支撑ꎮ

１　 策略极限理论的若干应用

１.１　 大规模数据的策略抽样

传统的抽样过程ꎬ例如随机抽样、分层抽样、整群抽样、系统抽样等ꎬ都基于简单随机抽样ꎬ即在一定范围

内ꎬ每一个样本都会被等概率抽到ꎻ大数据对抽样过程提出了新的挑战ꎬ传统的 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ 过程在大规模数据

环境下已不再适用[１１]ꎬ因为对大量数据进行等概率有放回抽样ꎬ将大大增加计算复杂度ꎮ 基于小样本等概

率采用的 Ｌｉｔｔｌｅ Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ[１２]受到欢迎ꎬ在大大提高运算效率的前提下实现了与原大数据近乎一样的统计分

析结果ꎮ 近两年ꎬ另有大量集中于模型驱动的子抽样策略的研究[１３]ꎬ通过非等概率采样出的小批量样本同

样可以实现使用大规模数据的估计效果ꎬ并且大大降低了计算压力ꎮ
目前目标驱动的大数据抽样过程ꎬ即在考虑到要解决的统计问题时ꎬ如何充分利用问题中的信息呢? 例

如关心的统计问题是单边检验ꎬ 对应原假设 θ>ｃ(ｃ>０)ꎬ亦或是双样本单边检验ꎬ对应原假设 θ１－θ２>ｃ(ｃ>
０)ꎬ 如何在抽样过程中构造检验统计量时使用先验信息 θ>０ 或 θ１>θ２ 呢? 尚缺失基于目标转换的大数据抽

样方法ꎬ例如将传统的双边检验 θ＝ ｃ 这一统计目标转变成 θ－ｃ１ ＝ ｃ２(ｃ１ 和 ｃ２ 都是事先给定的常数)ꎮ 这种平

移转变虽然与原目标是一样的ꎬ但是参照物发生了改变ꎬ θ＝ ｃ 表示 θ 到原点距离是 ｃꎬθ－ｃ１ ＝ ｃ２ 表示 θ 到点

ｃ１ 的距离是 ｃ２ꎮ 基于目标转换的统计假设检验问题ꎬ构造统计量抽取的样本也会相应地进行转换ꎬ即对应

新目标驱动下的抽样过程ꎮ 同样缺少知识驱动的抽样方法ꎬ即在考虑历史信息时ꎬ如何评价后续抽样的优

劣ꎬ例如在记住基于前期抽样的估计结果前提下ꎬ当下抽出的样本是否更适合我们的统计分析过程? 是保留

还是丢弃? 虽然这个思路与序贯抽样[１４]很类似ꎬ但是如何去理解在大数据下的基于知识驱动抽样ꎬ仍然是

一个空白ꎮ 这一系列影响到抽样过程的问题无疑禁锢着大数据的统计分析ꎮ
大数据下抽取到的小批量样本无论是基于模型驱动、目标驱动、目标转换ꎬ还是知识驱动ꎬ都可以被概括

为“策略抽样”ꎮ 驱动源来自于所研究的问题或历史信息ꎬ通过引入策略 π 来表示是否采用这个样本ꎬ并且

通过驱动源制定最优策略 π∗ꎮ 最优策略随机变量 Ｒπ∗
ｔ 同样可以表示基于策略 π∗采取到的样本集合 {Ｒπ∗

ｔ :

ｔ∈[０ꎬＴ]}ꎬ并且策略极限理论已经研究了 Ｒπ∗
ｔ 或者基于样本{Ｒπ∗

ｔ :ｔ∈[０ꎬＴ]} 构造的统计量的极限行为[７]ꎮ
１.２　 数据流的在线学习

我们迎来了大数据时代ꎬ日益增长的海量数据呈现“流”特征ꎬ亦称“数据流”ꎮ 此类数据虽然是序列数

据ꎻ但是与传统时间序列数据不同的是ꎬ流数据产生的新数据是基于新个体的样本ꎬ因此不存在序列相关性ꎮ
数据流对存储承载力与计算机的计算性能等方面提出了更高的要求ꎬ因此传统的离线优化与学习算法面对

极大的挑战ꎮ 在线学习的出现解决了这一问题ꎮ 在线学习算法可定义为:在重复决策的过程中ꎬ算法基于之

前的经验以及当前的数据做出预测ꎬ以实现实时决策ꎬ并通过不断地对模型进行改进来提高预测的精度ꎮ 在

线学习算法已经被广泛应用于数据流的分析中ꎮ 在线学习是基于机器学习的方法ꎬ对海量数据流进行训练ꎬ
基于之前的经验(即保存下来的估计)来不断更新得到最佳的预测ꎬ而非传统地以批处理的方式运行ꎮ 在数

据流框架下ꎬ传统的批量学习方法具有时间和空间成本高、效率低、扩展性差的特点ꎬ在线学习模型可从多输

入源分布式地输入数据ꎬ算法的效率和可扩展性大大提高ꎮ
目前为止ꎬ大量文献已经提出了各种在线学习方法ꎬ包括聚合估计方程[１５]、累积更新估计方程[１６]

(ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅｌｙ ｕｐｄａｔｅｄ ｅｓｔｉｍａｔｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬ ＣＵＥＥ)、随机梯度下降( ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｄｅｓｃｅｎｔꎬ ＳＧＤ)及其变

形[１６￣１８]ꎬ以及可再生估计器[１９]ꎮ 然而ꎬ这些在线更新的方法都要将记忆的历史信息融入到优化过程中ꎬ因此

大量文献集中研究在线优化的函数形式ꎬ 需要小心翼翼地进行数学推导ꎬ因为这关乎到优化的速度与统计

性质ꎮ 当在线模型变得复杂时ꎬ这项工作将会变得困难ꎬ但是ꎬ在策略极限理论框架下ꎬ可以将历史信息与优
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化方法进行分离ꎬ即将历史信息放在策略 πｔ 中ꎮ Ｘ ｔ 和 Ｙｔ 是基于当前数据得到的估计量ꎬ分别代表 ２ 种不同

优化方法或者是 ２ 组样本集下得到的 ２ 个估计量ꎬ策略随机变量 Ｒπ
ｔ 根据策略 πｔ 在 Ｘ ｔ 和 Ｙｔ 中做出选择ꎬ 最

后基于策略 π 得到的序贯估计量(或策略估计量)集合{Ｒπ
ｔ :ｔ∈[０ꎬＴ]} 进行统计分析ꎮ 因为 Ｘ ｔ 和 Ｙｔ 只是

利用当前时刻流数据进行参数优化ꎬ所以该方法在保持在线学习效率的前提下ꎬ具有很强的可拓展性ꎬ不需

要纠结复杂模型如何在线优化的难题ꎮ
如果流数据来源是多方位的ꎬ比如同一批量数据是基于不同的采集时间产生的ꎬ或者来自于不同的采集

地点ꎬ亦或是当前批量数据的采集是使用了不同实验工具等等ꎬ从而使多来源数据结构呈现多样化和异质

性ꎮ 假设同一时刻有 ２ 个数据源 Ｘ ｔ 和 Ｙｔꎬ策略随机变量 Ｒπ
ｔ 的引入告诉我们每一时刻只采用一个数据源ꎬ即

πｔ ＝ １ 使用 Ｘ ｔꎬπｔ ＝ ０ 使用 Ｙｔꎬ在时间和空间上进一步优化了传统的在线学习过程[２０]ꎮ 如果出现更多数据

源ꎬπｔ 可以通过向量化来决定选取哪一个或哪一组数据源[６]ꎬ并且向量元素也可以取值于 ０ 和 １ 之间ꎬ表示

选取数据源的权重ꎮ
１.３　 强化学习的中心极限定理

目前强化学习过程是各学科领域热门研究方向ꎬ其中ꎬ工程问题偏于算法研究ꎬ旨在提高运算效率ꎮ 医

学领域使用强化学习模拟医生(智能机器人医生)ꎬ 为病人提供治疗方案ꎻ生物制药进行序贯设计实验ꎬ检验

更有效的药物ꎻ经济问题的政策评估与策略方案的制定也离不开强化学习过程ꎮ 与传统的统计学习算法相

比ꎬ强化学习过程增加了策略这一变量ꎬ导致产生的序贯数据存在分布不确定性ꎬ进而导致概率分布框架下

的强化学习算法研究的空白ꎮ 因为传统的线性概率知识体系是无法解释强化学习过程的ꎬ所以我们必须使

用非线性概率框架ꎮ 基于以上表述ꎬ我们发现强化学习过程缺少统计推断问题以及相应的概率理论ꎮ 普林

斯顿大学范剑青教授也强调了在统计框架下研究强化学习的困难之处以及缺乏相应的统计推断理论ꎬ即很

难评估一个策略的好坏ꎬ以及评估某一个强化学习算法的拟合优度等问题ꎮ
传统的强化学习算法(如 ϵ￣贪婪算法[２１]、梯度 ｂａｎｄｉｔ 算法[２２] 或上置信带算法[２３] ) 通过追求平均奖励

(即样本平均数)达到最大去估计行动(即策略)ꎮ 假设考虑 ２ 个行动ꎬ即 πｔ ＝ １ 获得奖励 Ｘ ｔꎬπｔ ＝ ０ 获得奖励

Ｙｔꎬ 策略随机变量 Ｒπ
ｔ 亦可表示 ｔ 时刻获得真实奖励ꎮ 强化学习中经典的双臂老虎机算法通过追求最大回报

估计最优的策略 π∗ꎬ即

π∗ ＝ ａｒｇ ｍａｘπ
１

Ｔ＋１∑
Ｔ

ｔ ＝０
Ｒπ

ｔ ꎮ

总之ꎬ经典文献中的算法旨在最大化平均回报ꎬ 是基于大数定律构建的方法ꎬ缺乏 Ｒπ
ｔ 概率分布的研究ꎬ因此

强化学习框架下鲜少见到统计推断的研究ꎮ
研究 Ｒπ

ｔ 概率分布的困难之处是序贯数据的分布随着策略 π 变化而变化ꎬ存在分布不确定性ꎬ 传统的线

性概率知识体系是无法解释这一过程的ꎮ 陈增敬教授团队研究了不同策略 π 下 Ｒ０ꎬπ
１ 的概率分布行为ꎬ命名

为策略中心极限定理ꎬ并在此框架下研究了最优策略的制定ꎬ以及基于最优策略 π∗的 Ｒ０ꎬπ∗
１ 的极限分布[７]ꎬ

最后提出了包含 ２ 种行为平均回报 μＬ 和 μＲ 的统计量[７]ꎬ以此作为 μＬ 和 μＲ 的检验统计量ꎮ
接下来团队会考虑多行为的以及带有状态的强化学习过程的中心极限定理ꎬ使策略极限理论在更一般

的强化学习框架下发挥制定最优策略的优势ꎬ以及开展若干强化学习的统计推断研究ꎬ弥补这一研究方向上

的空白ꎮ
１.４　 数据的差分隐私保护

２０２１ 年 ９ 月 １ 日正式实施的«中华人民共和国数据安全法»进一步提升了国家数据安全的保障能力和

数字经济的治理能力ꎬ是对长期以来“重数据搜集ꎬ轻安全保护”现象的治理ꎮ 此外ꎬ２０２１ 年 １１ 月 １ 日实施

的«中华人民共和国个人信息保护法»的内容具体到个人信息数据保护ꎬ意味着个人信息数据处理者在未经

本人允许的条件下不可以擅自应用个人信息数据ꎬ进一步加强了对个人数据的保护ꎮ 对于数据安全保护除

了需要严格的法律政策以外ꎬ也需要从技术上对数据进行隐私处理ꎮ 对数据进行隐私化处理是指在任何用

户访问数据库的过程中ꎬ无法获得任意个体的确切信息ꎬ可以看作是对数据的一种加密处理ꎮ 一般来说ꎬ在
数据共享机制中ꎬ数据持有者简单地删除数据集中较为敏感的信息ꎬ然后将数据分享给数据需求者ꎬ这种方

式通常需要考虑外来的恶意攻击者可能拥有的所有信息(识别哪些数据属于敏感信息)ꎬ并且难以比较隐私
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保护的水平(应该删去多少条数据)ꎬ因此无法得知隐私保护的可靠性ꎮ 目前另一种比较主流的隐私保护方

式是差分隐私[２４]ꎮ 差分隐私保护模型弥补了传统隐私保护方式的缺陷ꎬ既不需要考虑攻击者掌握的信息ꎬ
又能够提供隐私保护的量化方法ꎬ这也是差分隐私方法迅速被业界认可的重要原因ꎮ 差分隐私是基于这样

一种思想:添加差分隐私算法后的目标数据集转化为差异隐私数据集ꎬ且不可能检测到数据集中添加或删除

一条数据后对该结果的影响ꎮ 这意味着ꎬ如果数据库删除了某条数据ꎬ被删除的个体也不会被识别出来ꎬ使
得数据需求者既可以从数据集中获取所需信息(包括个人识别信息)ꎬ又能够将敏感信息(例如被删除的个

体)进行保护ꎮ
目前隐私保护的研究大多集中在计算机与工程领域ꎬ研究者只关注如何设计隐私保护的算法ꎬ 鲜有研

究关注隐私保护如何影响数据价值的ꎮ 如中国工程院院士方滨兴[２５]在«释放数据使用权将成为未来技术发

展取向»一文中强调了如何在保护数据隐私的前提下ꎬ最大限度地挖掘大数据价值是目前不少企业和机构

面临的难题ꎮ 基于隐私保护数据的统计推断的输出结果会不会被明显改变? 数据分析研究者仍然能够通过

分析差异隐私数据集获得所需要的统计结果么? 这是留给统计学家的一份试卷ꎮ
虽然学者们从不同的角度对差分隐私机制进行应用ꎬ并提出不同的改进方法ꎬ但这些方法大多是基于同

一数据单元进行的ꎬ从而扰动误差服从单一概率分布[２４]ꎮ 如果涉及到多个数据单元ꎬ例如以每一个用户的

信息作为数据单元ꎬ则需要局部差分隐私保护[２６￣２７]ꎬ即由于每一个用户数据的灵敏度以及用户可接受的隐

私保护强度都不一样ꎬ因此导致扰动误差的概率分布随着数据源变化而变化ꎬ存在分布不确定性ꎬ 传统的线

性概率知识体系采用单一概率分布[２４]是不可行的ꎮ 也就是说ꎬ如何实现对多数据源的差分隐私保护同时挖

掘数据价值呢? 这将是非线性概率统计学家去解答的问题ꎮ
假设我们考虑多个数据源{Ｄ１ꎬＤ２ꎬ􀆺ꎬＤＫ}ꎬ在每一个源头的数据集下ꎬ考虑 ２ 种分布的扰动获得差异化

隐私算法ꎬ即
θ^ｄｐ(Ｄｔ)＝ θ^ｔ＋Ｒπ

ｔ ꎬ　 ｔ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＫꎬ
其中 Ｒπ

ｔ 代表具有误差含义的策略随机变量ꎬ即 μＬ ＝μＲ ＝ ０ꎬ但是 σＬ≠σＲꎮ Ｒπ
ｔ 与异方差误差的区别是含有策

略 πꎬ它的作用就是根据历史信息决定第 ｔ 个原始估计量 θ^ｔ 加扰动 Ｘ ｔ 还是 Ｙｔꎬ这样不仅能够实现差分隐私

保护ꎬ而且还可以利用策略极限理论对感兴趣参数 θ 进行统计分析ꎬ因此ꎬ我们提出的策略误差扰动的差分

隐私保护过程不仅包括了传统的差分隐私保护[２４]方法ꎬ而且还实现了数据价值的挖掘ꎮ
１.５　 联邦学习的策略融合

近年来ꎬ我国逐步加强数据保护ꎬ陆续出台相关政策ꎬ如国家互联网信息办公室近期起草的«数据安全

管理办法(征求意见稿)»表明ꎬ数据在安全合规的前提下进行交流ꎬ是人工智能技术首要解决的问题ꎮ 例如

２ 个公司甚至公司间的部门都认为彼此的数据具有巨大的潜在价值ꎬ即便考虑到利益共享ꎬ这些机构也不会

提供各自数据进行共享ꎬ因为涉及到数据隐私保护ꎬ最终导致数据孤岛的形成ꎮ 为此ꎬ联邦学习[２８] 应运而

生ꎬ原因主要是在考虑隐私的情况下ꎬ解决了绝大多数企业存在的数据量少、数据质量差导致的不足以支撑

人工智能技术实现的问题ꎮ
由于联邦学习的数据来源不一样ꎬ而且不同来源数据也存在个体重叠的现象(如纵向联邦学习)ꎬ因此

导致联邦学习的多源数据分布不再满足传统机器学习假设的独立同分布( ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｉｄｅｎｔｉｃａｌｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄꎬ
ＩＩＤ)性质ꎬ这是联邦学习核心难点之一ꎮ 如何保证多源训练模型结果依然可以被有效地全局融合(ｇｌｏｂａｌ
ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ)呢?

基于此ꎬ本文提出策略融合的方案ꎮ 以 ２ 个客户端为例ꎬＸ ｔ 和 Ｙｔ 分别代表 ２ 个客户端的模型拟合结果ꎬ
引入策略 π 融合新的估计量 Ｒ０ꎬπ

１ ꎬ其中在联邦学习框架下 π 的制定会稍微复杂ꎬ因为需要全局考虑所研究

的统计问题及其目标ꎬ例如 ２ 个来源数据的相似程度、样本不平衡程度ꎬ特别是需要考虑到联邦学习的反馈

过程ꎬ即如何将中间结果有效地下发到各个客户端ꎬ这是联邦学习的个性化问题(ｐｅｒｓｏｎａｌｉｚａｔｉｏｎ)ꎮ 最后在

既定的统计目标下ꎬ制定最优策略 π∗ꎬ 使得策略融合估计量 Ｒ０ꎬπ∗
１ 达到最好的学习效果ꎮ

１.６　 迁移学习和元学习的信息重构

迁移学习[２９]是机器学习的一个重要研究分支ꎬ侧重于将已经学习过的知识迁移应用于新的问题中ꎬ
以增强解决新问题的能力ꎬ提高解决新问题的速度ꎮ 从目标上看ꎬ元学习[３０￣３１] 和迁移学习并无本质区别ꎬ
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都可以看作是利用源域信息在目标域中增加学习器ꎬ从而提升在多任务泛化能力ꎬ 但元学习更偏重于任

务和数据的双重采样ꎬ 而迁移学习强调从一个任务到其他任务的能力迁移ꎬ不太强调任务空间的概念ꎮ
下面仅以迁移学习为例介绍策略极限理论的应用ꎮ 迁移学习指的是给定一个基于目标域的学习任务

Ａꎬ可以从学习任务 Ｂ 的源域得到帮助ꎬ通过学习任务 Ａ 发现并迁移源域和学习任务 Ｂ 潜在的可迁移知识ꎬ
提高学习函数的性能ꎬ因此迁移学习的核心是找到源领域和目标领域之间的相似性ꎮ

迁移学习的主要目的是解决训练数据不足ꎬ与一般的深度学习方法相比ꎬ迁移学习放松了训练数据

和测试数据必须是独立同分布的假设ꎬ将知识从源域迁移到目标域ꎬ策略极限理论[７] 恰好回答了在这种

“差异”的情况下ꎬ如何引入策略对数据进行重构ꎬ并强调了策略极限理论在“数据重构”上的优势ꎬ因为:
(１)有差异数据(即不同分布)重组会变成不独立ꎬ使用基于正态分布的传统方法都是错误的ꎬ即源域的

数据分布 Ｘ ｔ 和目标域的数据分布 Ｙ ｔ 之间只要存在差异ꎬ基于策略融合而成的统计量 Ｒ０ꎬπ
１ 就不是正态分

布ꎬ而且在既定的目标制定的最优策略 π∗下ꎬ Ｒ０ꎬπ∗
１ 一定比正态分布好ꎬ例如文献 [７] 已经证明 Ｒ０ꎬπ∗

１ 的

方差更小ꎬ即通过策略迁移的“数据重构”使信息汇聚得更集中ꎬ而且文献[７] 建立的策略极限定理制定

了最优策略ꎬ即告诉我们如何迁移ꎻ(２)独立＋独立 ＝相关ꎬ也是策略极限理论建立的重要结论ꎬ意思是即

便源域的数据分布和目标域的数据分布是独立的ꎬ即信息不可压缩ꎬ我们也可以通过引入策略 π 使得它

们相关ꎬ使其信息可以进行压缩ꎬ这种现象是非线性概率所独有的ꎬ完全违背了传统的线性概率知识体系

的结论ꎮ
１.７　 知识推理与数据驱动的融合

徐宗本院士梳理了人工智能研究发展的 ３ 次浪潮[４]ꎬ从以符号推理 /知识库运用为特征且需要人工设

定的知识表示ꎬ到基于数据驱动的机器学习的知识自动表示ꎬ最后一个阶段是前 ２ 次浪潮学习能力的叠加ꎬ
实现自主学习和环境自适应并具备持续自主学习能力ꎮ 特别是ꎬ后深度学习时代[３２]必然追求数据驱动的机

器学习与知识驱动的符号计算相融合的新型人工智能理论和方法ꎬ研究知识表示与推理框架、知识数据双驱

动的决策推理ꎬ 使得深度学习在保持强大的数据学习能力基础上ꎬ具有更明确的可解释性和更强的泛化性ꎮ
徐宗本院士强调ꎬ数据驱动与知识驱动的融合模型应该能够同时处理 ２ 类不同的变量———数据变量

(连续或离散的实数形式) 和逻辑变量(符号形式)ꎬ 以及处理 ２ 类不同的运算———实数运算和逻辑运算ꎬ因
此如何在数据驱动的机器学习算法中联通数据蕴含的知识或语言表达的知识ꎬ是融合系统首要解决的问题ꎬ
这需要新型数学符号的设计与数学理论支撑ꎮ

接下来ꎬ本文尝试使用策略随机变量的构建与策略极限理论结果来分别解释知识的数据化(数字化)
(从抽象到具体 /示例) 和数据的知识化 (从具体 /示例到抽象)这一融合系统ꎮ 我们可以把“策略”看作

是在数据空间和语义空间之间建立一个中间空间ꎬ来联通数据与知识[３３] ꎮ 策略随机变量与传统随机变

量的区别是ꎬ策略随机变量里面包含了知识ꎬ例如 Ｘ ｔ 代表不同压强下水的沸点ꎬＹ ｔ 代表不同压强下酒精

的沸点ꎬ如果用三元组表示知识图谱ꎬ即“水的平均沸点大于酒精的平均沸点”可以简化地表示为“μＬ 大

于 μＲ”ꎬ 通过附录中策略分布的定义ꎬ我们发现ꎬ这个知识已经被包含在最优策略 π∗的设计中ꎬ 因此策

略的引入将知识进行了数据化ꎮ 另外ꎬＸ ｔ、Ｙ ｔ 和策略 π 的融合可以看成是数据与知识的融合ꎬ融合系统就

是生成的策略统计量 Ｒ０ꎬπ
１ ꎬ那么ꎬ关于 Ｒ０ꎬπ

１ 策略极限理论的探索就可以看作是数据到知识的转化过程ꎬ即
基于数据的知识化ꎮ

２　 结论

本文首次采用“策略”这一概念探寻和揭示若干机器学习技术智能表现优异的原因ꎬ 将“策略”看作

是促动人工智能技术更新和变革的核心动力ꎬ人工智能技术表现的优劣ꎬ关键看历史信息(知识)学习得

好不好ꎬ通过总结经验进行下一步决策ꎮ 山东大学“非线性期望”团队最近发展了带策略的机器学习的概

率理论ꎬ是非线性概率知识体系在人工智能领域交叉研究方面的非常有价值的探索ꎬ提出了“策略大数定

律”和“策略中心极限定理”ꎬ为后续智能机器学习技术的统计问题的研究ꎬ例如统计推断ꎬ提供了基础

数学理论ꎮ 更重要的是ꎬ策略极限理论的研究是面向以各类机器学习ꎬ包括深度学习、强化学习、迁移
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学习等为代表的人工智能方法鲁棒性差、可解释性劣、可拓展性差等基础科学问题ꎬ挖掘智能机器学习

的基本原理ꎬ发展可解释、可通用的下一代人工智能方法ꎬ并推动人工智能方法在若干科学领域的创新

应用ꎮ
本文虽然强调了策略极限理论在研究人工智能技术上的优势ꎻ但是在交叉研究方面仍需要仔细推敲ꎬ因

为人工智能技术的优化过程还是很复杂的ꎬ优化手段以及估计函数形式都会影响着最优策略的制定以及策

略极限分布的形式ꎮ
如同在线性概率框架下的正态分布是研究简单或复杂统计模型的理论基础ꎬ以正态分布为基础的卡方

分布、ｔ 分布、Ｆ 分布等也是研究复杂估计量渐近行为的概率基础ꎮ 本文旨在强调以非线性概率发展的策略

分布(附录 Ａ)将会是替代传统正态分布的研究人工智能技术的重要工具ꎬ属于基础理论工具ꎮ
在传统的数据分析中ꎬ我们刻画数据的随机性或估计量的渐近行为时采用了正态分布ꎬ正态分布是基础

的但又是理想的ꎮ 自 １７３３ 年 Ｄｅ Ｍｏｉｖｒｅ 的理论发现ꎬ正态分布已统治概率和统计学学科近 ４００ 年ꎬ正态分

布在概率论中起着核心作用ꎬ并促使数据驱动的 ＡＩ 方法的数学理论研究取得了丰富的理论成果ꎬ然而ꎬ带
策略的机器学习将会打破完美的正态分布ꎮ 基于此ꎬ我们通过开发新的概率理论体系来揭开若干复杂 ＡＩ
技术数学理论的神秘面纱ꎬ例如强化学习、迁移学习、元学习、深度学习等ꎮ 我们预计ꎬ此项研究将成为更多

应用研究的起点ꎬ 如量子纠缠、混沌分析或物理和生物组学中的布朗棘轮ꎬ包括基因组学、蛋白质组学和代

谢组学ꎬ都将与此类研究相关ꎮ

　 　 附录 Ａ　 策略极限理论

本文并不对策略极限理论作详细论述ꎬ相关原创性研究成果可以参考文献[６￣７]ꎮ 下面只展示策略极限

理论的最核心理论结果ꎬ即策略大数定律和策略中心极限定理ꎮ
下面先介绍策略大数定律ꎬ我们得到了策略强大数定律和策略弱大数定律ꎮ

定理 １ (策略大数定律)　 令 Ｓπ
Ｔ ＝∑

Ｔ

ｔ ＝１
Ｒπ

ｔ ꎬ

(１) (策略强大数定律) 采用 ｈ∈[μꎬ􀭵μ]ꎬ且 μ＝ｍｉｎ(μＬꎬ μＲ)ꎬ 􀭵μ＝ｍａｘ(μＬꎬ μＲ)ꎬ其中 ｈ 对应的形式是

ｈ＝γ􀭵μ＋(１－γ)μꎬ　 γ∈[０ꎬ１]ꎬ

实验者可以采用策略 πγ 使得

ｌｉｍ
Ｔ→∞

Ｓπγ
Ｔ

Ｔ
＝ｈꎬ Ｐ￣ａ.ｓꎮ

其中ꎬ策略强大数定律构造的策略 πγ ＝(πγ
１ꎬπγ

２ꎬ􀆺ꎬπγ
ｔ ꎬ􀆺)如下:

第 １ 步: 选择左手臂ꎬ即 πγ
１ ＝ １ꎮ

第 ２ 步: 选择右手臂ꎬ即 πγ
２ ＝ ２ꎮ

第 ｋ(≥３)步: 分为 ３ 种情况进行讨论ꎮ
情况 Ａ　 对于 ｉ>１ꎬ当 ｋ＝ ２ｉ－１ 时ꎬ 选择左手臂 Ｌꎬ 即 πγ

ｋ ＝ １ꎮ
情况 Ｂ　 对于 ｉ>１ꎬ当 ｋ＝ ２ｉ 时ꎬ 选择右手臂 Ｒꎬ 即 πγ

ｋ ＝ ２ꎮ
情况 Ｃ　 对于 ｉ>１ꎬ当 ２ｉ<ｋ<２ｉ＋１－１ 时ꎬ令 ｍＬ

ｋ(相应地ꎬ ｍＲ
ｋ )代表在前 ｋ 步使用左手臂 Ｌ(相应地ꎬ Ｒ) 的

次数ꎮ μＬ
ｋ 和 μＲ

ｋ 分别对表示截至第 ｋ 步时左、右手臂的平均数ꎬ即

μＬ
ｋ :＝

∑
ｔ≤ｋꎬπγ

ｊ ＝１

ＸＬ
ｔ

ｍＬ
ｋ

ꎬ　 μＲ
ｋ :＝

∑
ｔ≤ｋꎬπγ

ｊ ＝２

ＹＲ
ｔ

ｍＲ
ｋ

ꎮ

(２) (策略弱大数定律) 对于任意 ε>０ꎬ

ｌｉｍ
Ｔ→∞

ｉｎｆ
π∈Π

Ｐ μ－ε<
Ｓπ
Ｔ

Ｔ
< 􀭵μ＋ε

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １ꎬ

并且对于 ε>０ꎬ ｈ∈[μꎬ􀭵μ]ꎬ
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ｌｉｍ
Ｔ→∞

ｓｕｐ
π∈Π

Ｐ
Ｓπ
Ｔ

Ｔ
－ｈ <εæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １ꎮ

定理 １ 中的强大数定律可以估计左、右手臂的上期望ꎬ弱大数定律可以用于检测 Ｐａｒｒｏｎｄｏ 悖论不成立

的条件ꎮ 下面介绍策略中心极限定理ꎮ
定理 ２ (策略中心极限定理)　 令 􀭵μ＝ｍａｘ(μＬꎬμＲ)ꎬ μ＝ｍｉｎ(μＬꎬμＲ)ꎬ σＬ ＝σＲ ＝ １ꎬ对时间 Ｔ 进行归一化

处理ꎬ即 Ｔ＝ １ꎮ
(１) (基于最大概率的策略中心极限定理)　 对于任意 ０≤ａ<ｂ<∞ ꎬ 存在最优策略

π∗
ｔ ＝

μ－μＲ

μＬ－μＲ
ꎬ　 Ｒ０ꎬπ∗

１ >ａ
＋ｂ
２

－
􀭵μ＋μ

２
ꎬ

􀭵μ－μＲ

μＬ－μＲ
ꎬ　 Ｒ０ꎬπ∗

１ ≤ａ＋ｂ
２

－
􀭵μ＋μ

２
ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 ｔ∈[０ꎬ１]ꎬ (３)

使得

Ｐ(ａ≤Ｒ０ꎬπ∗
１ ≤ｂ)＝ ｓｕｐ

π∈Π
Ｐ(ａ≤Ｒ０ꎬπ

１ ≤ｂ)ꎮ

Ｒ０ꎬπ∗
１ 落在[ａꎬｂ]的概率是

Ｐ(ａ≤Ｒ０ꎬπ∗
１ ≤ｂ)＝ Φ － ａ＋ｂ

２
－
􀭵μ＋μ

２
＋
􀭵μ－μ

２
＋ｂ－ａ

２
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其中 Φ(􀅰) 是标准正态的分布函数ꎮ Ｒ０ꎬπ∗
１ 的概率密度函数是
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其中 Φ(􀅰) 是标准正态的分布函数ꎮ Ｒ０ꎬπ∗
１ 的概率密度函数是

ｇ(ｚ)＝ １
２π

ｅｘｐ －( ｜ ｚ－ｈ ｜ －ｋ) ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ －ｋ ｅｘｐ(２ｋ ｜ ｚ－ｈ ｜ )Φ(－ ｜ ｚ－ｈ ｜ －ｋ)ꎬ (８)

ｇ(ｚ)被称作是双正态分布ꎮ
下面仅基于最大概率的策略中心极限定理对应的尖峰分布作出一些解释ꎮ 以定理 ２ 表明ꎬ当且仅当 􀭵μ＝

μ时ꎬＲ０ꎬπ∗
１ 退化为传统的标准正态分布 Ｎ(􀭵μꎬ１)ꎮ 如图 １ 所示ꎬ２ 个分布距离越远ꎬ即 ｋ 越大ꎬ策略分布的概

率密度函数图象越尖峰ꎬ表明 ２ 个数据分布差异越大ꎬ在最优策略 π∗的作用下ꎬ数据重构使信息汇聚得更

集中ꎮ 同时ꎬ定理 ２ 也告诉我们ꎬ如果统计目标是一个区间ꎬ总可以找到一个最优策略 π∗以最大概率覆盖这

个区间ꎬ而且这个概率总比通过传统的正态分布计算的概率大ꎮ 如图 ２ 所示ꎬ无论解决的问题目标是什么ꎬ
即考虑 ３ 个区间 [０ꎬ１]、[０.５ꎬ１.５]、[１ꎬ２]ꎬ总可以找到一个目标驱动的最优策略 π∗(式(３))ꎬ使 Ｒ０ꎬπ∗

１ 覆盖

任何区间的概率总是最大的ꎬ这是数据重构使信息汇聚得更集中的原因ꎮ
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图 １　 尖峰分布 ｆ(ｚ)和双正态分布 ｇ(ｚ)随着参数 ｋ 和 ｈ 变化的概率密度函数图ꎬ其中绿色线是标准正态分布概率密度函数图
Ｆｉｇ.１　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｅａｋ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆ(ｚ) ａｎｄ ｔｈｅ ｂｉｎｏｒｍａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｇ(ｚ) ａｓ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｋꎬｈ

ｃｈａｎｇｅꎬ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｇｒｅｅｎ ｌｉｎｅ ｉｓ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄ ｎｏｒｍａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

图 ２　 ３ 个尖峰分布概率密度函数 Ｘｔ(蓝色)ꎬ Ｙｔ(绿色)和 Ｒ０ꎬπ∗
１ (红色)在区间[ａꎬｂ]的覆盖概率ꎬ其中 Ｘｔ 和 Ｙｔ 的期望分别设

置为 μＬ ＝ －１ꎬ μＲ ＝ １ 以及同方差 σＬ ＝σＲ ＝ １ꎬ并且考虑 ３ 个区间[０ꎬ１]ꎬ[０.５ꎬ１.５]ꎬ[１ꎬ２]
Ｆｉｇ.２　 Ｃｏｖｅｒａｇｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ３ ｐｅａｋ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ Ｘｔ(ｂｌｕｅ)ꎬ Ｙｔ(ｇｒｅｅｎ)ꎬ ａｎｄ Ｒ０ꎬΠ∗( ｒｅｄ) ｉｎ ｔｈｅ ｉｎ￣

ｔｅｒｖａｌ [ａꎬｂ]ꎬ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｘｔ ａｎｄ Ｘｔ ａｒｅ ｓｅｔ ｔｏ μＬ ＝ －１ꎬ μＲ ＝ １ ａｎｄ ｔｈｅ ｖａｒｉａｎｃｅｓ ａｒｅ ｓｅｔ ｔｏ σＬ ＝σＲ ＝ １ꎬ ｒｅｓｐｅｃ￣
ｔｉｖｅｌｙꎬ ａｎｄ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ｉｎｔｅｒｖａｌｓ[０ꎬ１]ꎬ [０.５ꎬ１.５]ꎬ [１ꎬ２]
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