
山东大学学报(理学版)２０２４年 ２月 第 ５９卷 第 ２期 Ｅ￣ｍａｉｌ:ｘｂｌｘｂ＠ ｓｄｕ.ｅｄｕ.ｃｎ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｈａｎｄｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ Ｖｏｌ.５９ꎬ Ｎｏ.２ꎬ ２０２４ ｈｔｔｐ: / / ｌｘｂｗｋ.ｎｊｏｕｒｎａｌ.ｓｄｕ.ｅｄｕ.ｃｎ
©山东大学科技期刊社版权所有 Ｔｅｌ:＋８６￣５３１￣８８３６６９１７

收稿日期:２０２２￣１１￣２８ꎻ 网络出版时间:２０２３￣１２￣０１ １５:４１:３１
网络出版地址:ｈｔｔｐｓ: / / ｌｉｎｋ.ｃｎｋｉ.ｎｅｔ / ｕｒｌｉｄ / ３７.１３８９.ｎ.２０２３１１２９.１５４７.００８
基金项目:国家自然科学基金资助项目(１２２０１１８７)ꎻ 河南省自然科学基金资助项目(２２２３００４２０１５６)
第一作者简介:苏冬(１９８２— )ꎬ女ꎬ讲师ꎬ博士ꎬ研究方向为 Ｈｏｐｆ 代数及表示. Ｅ￣ｍａｉｌ:ｓｕｄｏｎｇ＠ ｈａｕｓｔ.ｅｄｕ.ｃｎ

　 文章编号:１６７１￣９３５２(２０２４)０２￣００１４￣０８　 　 　 ＤＯＩ:１０.６０４０ / ｊ.ｉｓｓｎ.１６７１￣９３５２.０.２０２２.６３２

二阶全矩阵代数的二面体群模代数结构

苏冬
(河南科技大学数学与统计学院ꎬ 河南 洛阳 ４７１０２３)

摘要:利用矩阵弱相似及矩阵对弱相似的相关理论ꎬ在复数域 Ｃ 上ꎬ研究二阶全矩阵代数 Ｍ２(Ｃ )上 ｍ 阶循环群 Ｃｍ 的模代数

结构ꎬ并且在同构意义下刻画 Ｍ２(Ｃ )上所有的 ２ｍ 阶二面体群 Ｄ２ｍ ￣模代数结构ꎮ
关键词:全矩阵代数ꎻ二面体群ꎻ弱相似ꎻ模代数

中图分类号:Ｏ１５３.３　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:苏冬.二阶全矩阵代数的二面体群模代数结构[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２４ꎬ５９(２):１４￣２１ꎬ３１.

Ｔｈｅ ｍｏｄｕｌｅ ａｌｇｅｂｒａ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｏｆ ｄｉｈｅｄｒａｌ ｇｒｏｕｐｓ ｏｎ ｔｈｅ ｆｕｌｌ ｍａｔｒｉｘ ａｌｇｅｂｒａ ｏｆ ２×２

ＳＵ Ｄｏｎｇ
(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ Ｈｅｎａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙꎬ Ｌｕｏｙａｎｇ ４７１０２３ꎬ Ｈｅｎａｎꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｉｅｓ ｏｆ ｗｅａｋ ｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ ｏｆ ｍａｔｒｉｃｅｓ ａｎｄ ｗｅａｋ ｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ ｏｆ ｍａｔｒｉｘ ｐａｉｒｓꎬ ｔｈｅ ｍｏｄｕｌｅ ａｌｇｅｂｒａ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｏｆ
ｃｙｃｌｉｃ ｇｒｏｕｐｓ ｏｆ Ｃｍ ａｒｅ ｒｅｓｅａｒｃｈｅｄ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｆｕｌｌ ｍａｔｒｉｘ ａｌｇｅｂｒａ ｏｆ ２×２ ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｆｉｅｌｄ Ｃꎬ ａｎｄ ａｌｌ ｍｏｄｕｌｅ ａｌｇｅｂｒａ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｏｆ
ｄｉｈｅｄｒａｌ ｇｒｏｕｐｓ Ｄ２ｍ ａｒｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｆｕｌｌ ｍａｔｒｉｘ ａｌｇｅｂｒａ ｏｆ ２×２ ｕｐ ｔｏ ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｆｕｌｌ ｍａｔｒｉｘ ａｌｇｅｂｒａꎻ ｄｉｈｅｄｒａｌ ｇｒｏｕｐꎻ ｗｅａｋ ｓｉｍｉｌａｒｉｔｙꎻ ｍｏｄｕｌｅ ａｌｇｅｂｒａ

０　 引言

群和 Ｈｏｐｆ 代数的作用理论是代数学的重要的研究内容之一ꎮ Ｂｅａｔｔｉｅ[１]最早提出了有关 Ｈｏｐｆ 代数在代

数上作用的概念及理论ꎬ之后 Ｍｏｌｎａｒ[２]研究了 Ｈｏｐｆ 模代数的对偶定理ꎮ 至今这方面的研究已取得了丰硕

的成果:Ｃａｅｎｅｐｅｅｌ 等[３￣４]描述了量子 Ｙａｎｇ－Ｂａｘｔｅｒ 模代数结构以及 Ｙｅｔｔｅｒ－Ｄｒｉｎｆｅｌｄ 模代数的 Ｂｒａｕｅｒ 群结构ꎻ
Ｄｕｐｌｉｊ 和 Ｓｉｎｅｌｓｈｃｈｉｋｏｖ[５]完全刻画了量子群 Ｕｑ( ｓｌ２)在量子平面上的模代数结构ꎬ并且对其进行了同构分

类ꎻＣｈｅｎ 和 Ｚｈａｎｇ[６]给出了 ４维 Ｓｗｅｅｄｌｅｒ Ｈｏｐｆ 代数 Ｈ４ 上的 ４维 Ｙｅｔｔｅｒ－Ｄｒｉｎｆｅｌｄ 模代数的结构和分类以及

所有 ４维 Ｈ４￣Ａｚｕｍａｙａ 代数ꎬ特别地ꎬ还给出了 Ｍ２( ｋ)上的所有的 Ｙｅｔｔｅｒ－Ｄｒｉｎｆｅｌｄ Ｈ４￣模代数结构ꎻＺｈａｏ
等[７]、赵士银和周克元[８]研究了矩阵及矩阵对弱相似的相关理论ꎬ且利用这些理论考虑了全矩阵代数上二、
三阶循环群和三阶对称群的模代数结构的分类问题ꎻ高凤霞等[９￣１０]讨论了全矩阵代数上 ８ 维非交换、非余交

换半单 Ｈｏｐｆ 代数 Ｈ８ 的模代数结构ꎮ 在以上研究的基础之上ꎬ本文利用矩阵弱相似及矩阵对弱相似的相关

理论ꎬ在复数域 Ｃ 上ꎬ研究了二阶全矩阵代数 Ｍ２(Ｃ )上 ｍ 阶循环群 Ｃｍ 的模代数结构ꎬ并且在同构意义下刻

画了 Ｍ２(Ｃ )上所有的 ２ｍ 阶二面体群 Ｄ２ｍ￣模代数结构ꎮ

１　 Ｍ２(Ｃ )的 Ｃ [Ｃｍ] ￣模代数结构

设 Ｃ 是复数域ꎬＭｎ(Ｃ )表示复数域 Ｃ 上由 ｎ 阶矩阵构成的全矩阵代数ꎬＧＬｎ(Ｃ )表示 Ｃ 上 ｎ 阶可逆矩
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阵构成的乘法群ꎬＥｎ 表示 ｎ 阶单位矩阵ꎬＣ∗表示 Ｃ 中非零元素构成的乘法群ꎮ 对任意群 Ｇꎬ用 Ｃ [Ｇ]表示

Ｇ 的群代数ꎮ 除特殊说明外ꎬ本文中的线性空间、矩阵、代数、Ｈｏｐｆ 代数等均定义在 Ｃ 上ꎮ 记虚数单位为 ｉꎬ

即 ｉ＝ －１ ꎮ
　 　 设 ｍ≥２是正整数ꎬＣｍ 表示由 ｇ 生成的 ｍ 阶循环群ꎬ即

Ｃｍ ＝‹ｇ ｜ ｇｍ ＝ １›ꎮ
定义 １[１１] 　 设Ｘ１ꎬＸ２∈Ｍｎ(Ｃ )ꎬ若存在 Ｐ∈ＧＬｎ(Ｃ )ꎬ α∈Ｃ∗ꎬ使得

ＰＸ１Ｐ
－１ ＝αＸ２ꎬ

则称 Ｘ１ 与 Ｘ２ 是弱相似的ꎮ
弱相似作为矩阵相似的一种推广ꎬ也是矩阵之间的一种等价关系ꎮ
定义 ２[７] 　 设 Ｘ１ꎬＸ２ꎬＹ１ꎬＹ２∈Ｍｎ(Ｃ )ꎬ若存在 Ｐ∈ＧＬｎ(Ｃ )ꎬ α１ꎬα２∈Ｃ∗ꎬ使得

ＰＸｉＰ
－１ ＝αｉＹ ｉꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２

成立ꎬ则称矩阵对(Ｘ１ꎬＸ２)与(Ｙ１ꎬＹ２)弱相似ꎬ简记为(Ｘ１ꎬＸ２) ~ (Ｙ１ꎬＹ２)ꎮ
定义 ２给出的矩阵对之间的弱相似关系“ ~ ”是集合 Ｍｎ(Ｃ )×Ｍｎ(Ｃ )上的一种等价关系ꎮ
定理 １[１２￣１３] 　 设 Ｘ∈Ｍｎ(Ｃ )ꎬ存在非负整数 ｍꎬ使得 Ｘｍ ＝αＥｎꎬ α∈Ｃ∗ꎬ则 Ｘ 可对角化ꎮ
命题 １[１４] 　 设 Ａ 是一个代数ꎬＧ 是一个群ꎬＡｕｔ(Ａ)是代数 Ａ 的自同构群ꎬ则 Ａ 是一个左 Ｃ [Ｇ] ￣模代数

当且仅当存在一个群同态映射 ρ:Ｇ→Ａｕｔ(Ａ)ꎬ其中 Ａ 的左 Ｃ [Ｇ] ￣模作用与群同态 ρ 由关系式

ｇ􀅰ａ＝ ρ(ｇ)(ａ)ꎬ　 ｇ∈Ｇꎬ　 ａ∈Ａ
所确定ꎮ

注 １　 设 Ｇ 是一个群ꎬＡ 是一个代数ꎬ并设 ρ 是 Ｇ 到 Ａｕｔ(Ａ)的群同态ꎬ则由命题 １ 可知 Ａ 有一个左

Ｃ [Ｇ] ￣模代数结构ꎬ记为 Ａ(ρ)ꎮ 若 ρ′:Ｇ→Ａｕｔ(Ａ)是另一个群同态ꎬ则 Ａ(ρ)和 Ａ(ρ′)是同构的 Ｃ [Ｇ] ￣模
代数当且仅当存在一个代数自同构 ｆ:Ａ→Ａ 使得

ｆ 􀳱 ρ(ｇ)＝ ρ′(ｇ) 􀳱 ｆꎬ　 ｇ∈Ｇꎮ
注 ２　 设 Ｇ＝Ｃｍ 且 Ａ＝Ｍｎ(Ｃ )ꎬ因为 Ａ 是中心单代数ꎬＡ 的自同构都是内自同构ꎬ所以一个群同态

ρ: Ｃｍ→Ａｕｔ(Ａ)
由一个 Ｘ∈ＧＬｎ(Ｃ )确定ꎬ即

ρ(Ｙ)＝ ＸＹＸ －１ꎬ　 Ｙ∈Ｍｎ(Ｃ )ꎬ
其中 Ｘ 满足Ｘｍ∈Ｃ Ｅｎꎬ此时记 Ａ(ρ)为 Ａ(Ｘ)ꎮ

引理 １[１１] 　 若 Ｘ１ꎬＸ２∈ＧＬｎ(Ｃ )且满足 Ｘｍ
１ ꎬＸｍ

２∈Ｃ Ｅｎꎬ则 Ａ(Ｘ１)和 Ａ(Ｘ２)是同构的 Ｃ [Ｃｍ] ￣模代数当

且仅当 Ｘ１ 和 Ｘ２ 弱相似ꎮ

引理 ２　 矩阵集合{Ｘ∈ＧＬ２(Ｃ ) ｜Ｘｍ∈Ｃ Ｅ２}按弱相似关系有 ｍ 个等价类ꎬ其代表元为
１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ其中

ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎮ
证明　 设 Ｘ∈ＧＬ２(Ｃ )且满足Ｘｍ∈Ｃ Ｅ２ꎬ由定理 １可知 Ｘ 可对角化ꎬ即存在一个 Ｐ∈ＧＬ２(Ｃ )ꎬ使得

ＰＸＰ－１ ＝Ｑꎬ　 Ｑ＝
ａ１ ０
０ ａ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

因此

ＰＸｍＰ－１ ＝Ｑｍ ＝
ａｍ
１ ０

０ ａｍ
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ꎮ

由于 Ｘｍ ＝αＥ２ꎬ α∈Ｃ∗ꎬ所以

ａｍ
１ ０

０ ａｍ
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝
α ０
０ α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

故有 ａｍ
１ ＝ａｍ

２ ＝αꎮ 因为我们考虑的是关于弱相似关系的等价分类ꎬ所以不妨设 α＝ １ꎬ即 ａｍ
１ ＝ ａｍ

２ ＝ １ꎬ因而 ａ１ ＝
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ｅ
２ｋπ
ｍ ｉꎬ ａ２ ＝ ｅ

２ｋ′π
ｍ ｉꎬ ｋꎬｋ′＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎬ于是

Ｘ~
ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ ０

０ ｅ
２ｋ′π
ｍ ｉ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ~
１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

对于 ｋꎬｋ′＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎬ当 ｋ≠ｋ′时
１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 和

１ ０

０ ｅ
２ｋ′π
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

是不弱相似的ꎮ 证毕ꎮ
由引理 ２可得以下定理ꎮ
定理 ２　 在同构意义下ꎬＭ２(Ｃ )有 ｍ 个 Ｃ [Ｃｍ] ￣模代数ꎬ其结构如下:

ｇ􀅰ａ＝ＴａＴ －１ꎬ

其中 ａ∈Ｍ２(Ｃ )ꎬ Ｔ＝
１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎮ

２　 Ｍ２(Ｃ )的 Ｃ [Ｄ２ｍ] ￣模代数结构

我们将研究 Ｍ２(Ｃ )上 Ｃ [Ｄ２ｍ]的模代数ꎬ并在同构意义下ꎬ给出它们结构的完整分类ꎮ
ｍ 阶二面体群 Ｄ２ｍ可描述为

Ｄ２ｍ ＝‹ｇ１ꎬｇ２ ｜ ｇｍ
１ ＝ｇ２２ ＝ １ꎬ (ｇ１ｇ２) ２ ＝ １›ꎬ　 ｍ>２ꎮ

取 Ｍｎ(Ｃ )×Ｍｎ(Ｃ )的子集合 Λｎ 如下:
Λｎ ＝{(ＸꎬＹ) ｜ＸꎬＹ∈ＧＬｎ(Ｃ )ꎬ Ｘｍ∈Ｃ Ｅｎꎬ Ｙ２∈Ｃ Ｅｎꎬ (ＸＹ) ２∈Ｃ Ｅｎ}ꎮ

引理 ３[７￣８] 　 Ｍ２(Ｃ )上的 Ｃ [Ｄ２ｍ] ￣模代数结构由 Λ２ 决定ꎬ且弱相似的矩阵对确定同构的模代数ꎮ
引理 ４　 设 Ｘ∈ＧＬ２(Ｃ )ꎬ (ＸꎬＥ２)∈Λ２ꎬ有:
(１) 若 ｍ 为偶数ꎬ则(ＸꎬＥ２)一定弱相似于

ρ１ ＝(Ｅ２ꎬＥ２) 或 ρ２ ＝
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｅ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎻ

(２) 若 ｍ 为奇数ꎬ则(ＸꎬＥ２)一定弱相似于
ρ１ ＝(Ｅ２ꎬＥ２)ꎮ

证明　 令 Ｘ＝
ｘ１１ ｘ１２
ｘ２１ ｘ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Ｙ＝

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ满足

Ｘｍ ＝α１Ｅ２ꎬ

(ＸＹ) ２ ＝Ｘ２ ＝α２Ｅ２ꎬ
{ (１)

其中 α１ꎬα２∈Ｃ∗ꎮ
(１) 当 ｍ 为偶数时ꎬ由式(１)可得

Ｘ２ ＝α２Ｅ２ꎬ

于是 Ｘ 弱相似于
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ 或

１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

(２) 当 ｍ 为奇数时ꎬ由式(１)可知 Ｘ 弱相似于
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 证毕ꎮ

令

δｋ ＝

１＋ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

１－ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

ｂｃ ｂ

ｃ １＋ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

１－ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

ｂｃ

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎬ
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎬ
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其中 ｂꎬｃ∈Ｃ∗ꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎬ于是有以下引理ꎮ

引理 ５　 设 Ｘ∈ＧＬ２(Ｃ )ꎬ Ｘꎬ
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷∈Λ２ꎬ令 ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎬ有

(１) 若 ｍ 为偶数ꎬ则 Ｘꎬ
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ 一定弱相似于

ρ３ ＝
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ 或 δｋꎮ

(２) 若 ｍ 为奇数ꎬ则 Ｘꎬ
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ 一定弱相似于 δｋꎮ

证明　 令 Ｘ＝
ｘ１１ ｘ１２
ｘ２１ ｘ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Ｙ＝

１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ满足

Ｘｍ ＝α１Ｅ２ꎬ

(ＸＹ) ２ ＝α２Ｅ２ꎬ
{ (２)

其中 α１ꎬα２∈Ｃ∗ꎮ 由(ＸＹ) ２ ＝α２Ｅ２ 有

ＸＹ＝
ｘ１１ ｘ１２
ｘ２１ ｘ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｘ１１ －ｘ１２
ｘ２１ －ｘ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

所以

ｘ１１ ｘ１２
ｘ２１ ｘ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｍ

＝α１
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ｘ１１ －ｘ１２
ｘ２１ －ｘ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

＝α２
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

进而有

ｘ２１１－ｘ１２ｘ２１ ＝α２ꎬ

ｘ２２２－ｘ１２ｘ２１ ＝α２ꎬ
ｘ１２(ｘ２２－ｘ１１)＝ ０ꎬ
ｘ２１(ｘ２２－ｘ１１)＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

那么以上方程组有 ２组解:

ｘ２２ ＝ ｘ１１和
ｘ２２ ＝ －ｘ１１ꎬ
ｘ１２ ＝ ０ꎬ
ｘ２１ ＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

情形 １　 若 ｘ１１ ＝ ｘ２２ꎬ令 ｘ１１ ＝ ｘ２２ ＝ａ∈Ｃꎬ ｘ１２ ＝ｂ∈Ｃ∗ꎬ ｘ２１ ＝ ｃ∈Ｃ∗ꎬ取

Ｐ＝
ｂ ｂ

ｃ － ｃ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ 且 Ｐ－１ ＝ １
２

１
ｂ

１
ｃ

１
ｂ
－ １
ｃ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ

有

Ｐ－１ＸＰ ＝ １
２

１
ｂ

１
ｃ

１
ｂ
－ １
ｃ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ａ ｂ
ｃ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ ｂ

ｃ － ｃ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

＝
ａ＋ ｂｃ ０

０ ａ－ ｂｃ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝(ａ＋ ｂｃ )
１ ０

０ ａ－ ｂｃ
ａ＋ ｂｃ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎮ
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又 Ｘｍ ＝α１Ｅ２ꎬ则

Ｐ－１ＸｍＰ＝(ａ＋ ｂｃ )ｍ

１ ０

０ ａ－ ｂｃ
ａ＋ ｂｃ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｍ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝α１

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

于是
ａ－ ｂｃ
ａ＋ ｂｃ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｍ

＝ １ꎬ可得 ａ＝ １
＋ｅ

２ｋπ
ｍ ｉ

１－ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

ｂｃ ꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎬ因此

Ｘ＝

１＋ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

１－ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

ｂｃ ｂ

ｃ １＋ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

１－ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

ｂｃ

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎬ

所以

Ｘꎬ
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ~ δｋꎬ　 ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎮ

情形 ２　 若 ｘ１１ ＝ －ｘ２２且 ｘ１２ ＝ ｘ２１ ＝ ０ꎬ令 ｘ１１ ＝ａ∈Ｃ∗ꎬ有

Ｘ＝
ａ ０
０ －ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ａ

１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

又由 Ｘｍ ＝α１Ｅ２ꎬ则

Ｘｍ ＝ａｍ １ ０
０ (－１)ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ａｍＥ２ꎬ 　 　 　 ｍ 为偶数ꎬ

ａｍ １ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 ｍ 为奇数ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

因此 ｍ 为偶数时ꎬ根据弱相似关系

Ｘ~
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

综上可得ꎬ若 ｍ 为偶数ꎬ则 Ｘꎬ
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ 一定弱相似于

ρ３ ＝
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ 或 δｋꎮ

若 ｍ 为奇数ꎬ则 Ｘꎬ
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ 一定弱相似于 δｋꎮ

证毕ꎮ

引理 ６　 作为矩阵对 δｋ ~
１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎮ

证明　 取

Ｐ＝
ｂ ｂ

ｃ － ｃ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ 且 Ｐ－１ ＝ １
２

１
ｂ

１
ｃ

１
ｂ
－ １
ｃ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ

有

Ｐ－１δｋＰ ＝
１
２

１
ｂ

１
ｃ

１
ｂ
－ １
ｃ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

１＋ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

１－ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

ｂｃ ｂ

ｃ １＋ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

１－ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

ｂｃ

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎬ
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

ｂ ｂ

ｃ － ｃ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
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＝

２

１－ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

ｂｃ ０

０ ２ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

１－ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

ｂｃ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

ꎬ
０ １
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

＝
２

１－ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

ｂｃ
１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ
０ １
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ꎮ

证毕ꎮ

引理 ７　 设 Ｙ∈ＧＬ２(Ｃ )ꎬ
１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Ｙ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷∈Λ２ꎬ ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎬ有:

(１) 若 ｍ 为偶数ꎬ则
１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Ｙ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 一定弱相似于

δｋ(ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ－１) 或 ρ１或 ρ２或 ρ３或 ρ４ ＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ
０ １
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎻ

(２) 若 ｍ 为奇数ꎬ则
１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Ｙ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 一定弱相似于

δｋꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ－１ 或 ρ１或 ρ４ ＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ
０ １
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

证明　 令 Ｙ＝
ｙ１１ ｙ１２
ｙ２１ ｙ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Ｘ＝

１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎬ满足

Ｙ ２ ＝α１Ｅ２ꎬ

(ＸＹ) ２ ＝α２Ｅ２ꎮ
{ (３)

由 Ｙ２ ＝α１Ｅ２ 有

Ｙ ２ ＝
ｙ２１１＋ｙ１２ｙ２１ ｙ１１ｙ１２＋ｙ１２ｙ２２

ｙ１１ｙ２１＋ｙ２１ｙ２２ ｙ１２ｙ２１＋ｙ２２２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＝α１
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

则
ｙ２１１＋ｙ１２ｙ２１ ＝α１ꎬ

ｙ２２２＋ｙ１２ｙ２１ ＝α１ꎬ
ｙ１２(ｙ２２＋ｙ１１)＝ ０ꎬ
ｙ２１(ｙ２２＋ｙ１１)＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

那么以上方程组有 ２组解:

ｙ２２ ＝ －ｙ１１和
ｙ２２ ＝ ｙ１１ꎬ
ｙ１２ ＝ ０ꎬ
ｙ２１ ＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

情形 １　 若 ｙ２２ ＝ －ｙ１１ ꎬ令 ｙ１１ ＝ａ∈Ｃꎬ ｙ１２ ＝ｂ∈Ｃ∗ꎬ ｙ２１ ＝ ｃ∈Ｃ∗ꎬ由(ＸＹ) ２ ＝α２Ｅ２ 有

(ＸＹ) ２ ＝
ａ２＋ｅ

２ｋπ
ｍ ｉｂｃ ａｂ－ｅ

２ｋπ
ｍ ｉａｂ

ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ ａｃ－ｅ

２ｋπ
ｍ ｉａｃ( ) ｅ

２ｋπ
ｍ ｉ ｂｃ＋ｅ

２ｋπ
ｍ ｉａ２( )

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝α２

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

则

ａ２＋ｅ
２ｋπ
ｍ ｉｂｃ＝α２ꎬ

ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ ｂｃ＋ｅ

２ｋπ
ｍ ｉａ２( ) ＝α２ꎬ

ａｂ １－ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ( ) ＝ ０ꎬ

ｅ
２ｋπ
ｍ ｉａｃ １－ｅ

２ｋπ
ｍ ｉ( ) ＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï
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那么以上方程组有 ３组解:

ａ＝ ０ 或 ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ ＝ １ 或

ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ ＝ －１ꎬ

ｂ＝ ０ꎬ
ｃ＝ ０ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

(ⅰ) 当 ａ＝ ０时ꎬ有 Ｙ＝
０ ｂ
ｃ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 在弱相似关系下ꎬ令 Ｙ＝

０ １
λ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ那么

Ｙ ２ ＝λ
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (ＸＹ) ２ ＝λｅ

２ｋπ
ｍ ｉ １ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

可取 λ＝ １ꎬ则 Ｙ＝
０ １
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ故

１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Ｙ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 弱相似于 δｋ(ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ－１)或 ρ４ ＝

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ
０ １
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

(ⅱ) 当 ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ ＝ １ꎬ即 ｋ＝ ０时ꎬ有 Ｘ＝

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ那么 Ｙ ２ ＝αＥ２ꎬ在弱相似关系下ꎬ有

Ｙ＝
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

则
１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Ｙ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 弱相似于 ρ′４ ＝

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

(ⅲ) 当 ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ ＝ －１ꎬ ｂ＝ ０ꎬ ｃ＝ ０时ꎬ即 ｍ 为偶数且 ｋ＝ ｍ

２
ꎬ在弱相似关系下ꎬ有

Ｘ＝
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ Ｙ＝

１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

则
１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Ｙ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 弱相似于 ρ３ꎮ

情形 ２　 若 ｙ１１ ＝ ｙ２２且 ｙ１２ ＝ ｙ２１ ＝ ０ꎬ令 ｙ１１ ＝ ｙ２２ ＝ａ∈Ｃ∗ꎬ则

Ｙ＝ａ
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (ＸＹ) ２ ＝ａ２

１ ０

０ ｅ
４ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝α２Ｅ２ꎬ

于是 ｅ
４ｋπ
ｍ ｉ ＝ １ꎬｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎮ

当ｍ 为偶数时ꎬ有 ｋ＝０或 ｋ＝ ｍ
２
ꎬ因此Ｘ 弱相似于

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ 或

１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ故

１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Ｙ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 弱相似于ρ１ 或 ρ２ꎮ

当 ｍ 为奇数时ꎬ有 ｋ＝ ０ꎬ因此 Ｘ 弱相似于
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ故

１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Ｙ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 弱相似于 ρ１ꎮ

容易验证似于 ρ４ 和 ρ′４是弱相似的ꎮ

综上所述ꎬ若 ｍ 为偶数ꎬ则
１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ Ｙ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 一定弱相似于

δｋꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ－１ 或 ρ１或 ρ２或 ρ３或 ρ４ ＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ
０ １
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

若 ｍ 为奇数ꎬ则 Ｘꎬ
１ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ 一定弱相似于

δｋꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ－１ 或 ρ１或 ρ４ ＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ
０ １
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

证毕ꎮ
引理 ８[７￣８] 　 设 ＸꎬＹ∈ＧＬ２(Ｃ )ꎬ (ＸꎬＹ)∈Λ２ꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ－１ꎬ有:
(１) 若 ｍ 为偶数ꎬ按弱相似等价分类(ＸꎬＹ)的代表元为

δｋꎬ ρ１ꎬ ρ２ꎬ ρ３ꎬ ρ４ꎬ
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且它们两两不弱相似ꎮ
(２) 若 ｍ 为奇数ꎬ按弱相似等价分类(ＸꎬＹ)的代表元为

δｋꎬ ρ１ꎬ ρ４
且它们两两不弱相似ꎮ

由引 理 ４—８ 可 知:当 ｋ ＝ １ꎬ ２ꎬ 􀆺ꎬ ｍ － １ 时ꎬ
１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ
０ １
１ ０
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è
ç

ö

ø
÷
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è
çç

ö

ø
÷÷ 弱 相 似 于 δｋꎻ 当 ｋ ＝ ０ 时ꎬ

１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ
０ １
１ ０
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è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ ρ４ꎮ 于是可得以下定理ꎮ

定理 ３　 在同构意义下ꎬＭ２(Ｃ )上的所有 Ｃ [Ｄ２ｍ] ￣模代数结构如下ꎬ对任意 ａ∈Ｍ２(Ｃ )ꎬ 设 ｋ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ
ｍ－１ꎬ有:

(１) 如果 ｍ 为偶数ꎬ那么:
① ｇ１􀅰ａ＝ａꎬ ｇ２􀅰ａ＝ａꎻ

② ｇ１􀅰ａ＝ＴａＴ
－１ꎬ ｇ２􀅰ａ＝ａꎬ其中 Ｔ＝

１ ０
０ －１
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è
ç
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ø
÷ ꎻ

③ ｇ１􀅰ａ＝ＴａＴ
－１ꎬ ｇ２􀅰ａ＝ＴａＴ

－１ꎬ其中 Ｔ＝
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０ －１
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ø
÷ ꎻ

④ ｇ１􀅰ａ＝Ｔ１ａＴ
－１
１ ꎬ ｇ２􀅰ａ＝Ｔ２ａＴ

－１
２ ꎬ其中 Ｔ１ ＝

１ ０
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÷÷ ꎬ Ｔ２ ＝
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(２) 如果 ｍ 为奇数ꎬ那么:
① ｇ１􀅰ａ＝ａꎬ ｇ２􀅰ａ＝ａꎻ

② ｇ１􀅰ａ＝Ｔ１ａＴ
－１
１ ꎬ ｇ２􀅰ａ＝Ｔ２ａＴ

－１
２ ꎬ其中 Ｔ１ ＝

１ ０

０ ｅ
２ｋπ
ｍ ｉ
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è
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ö

ø
÷÷ ꎬ Ｔ２ ＝

０ １
１ ０
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