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关于 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模与 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模

周柳ꎬ乔磊∗ꎬ赵丹
(四川师范大学数学科学学院ꎬ 四川 成都 ６１００６６)

摘要:利用交换环上的 ｗ￣模理论对 ＩＦＰ￣平坦模与 ＩＦＰ￣内射模进行 ｗ￣模化研究ꎮ 引入交换环上 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模与 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模

的概念ꎬ并讨论它们的一些性质和等价刻画ꎮ
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１　 引言与预备知识

未作特别声明时ꎬ本文所提到的环均为有单位元的交换环ꎬ所有的模都是酉模ꎮ 特别地ꎬ用 Ｒ 表示这样

一个环ꎮ
平坦模和内射模是模理论和同调理论中非常重要的模类ꎬ平坦模和内射模的推广也是学者们比较关

注的研究内容ꎮ ２０１２ 年ꎬＬｕ 和 Ｌｉｕ[１]引入并研究了 ＩＦＰ￣平坦模和 ＩＦＰ￣内射模ꎬ证明了 Ｒ 是凝聚环ꎬ当且仅

当 ＩＦＰ￣平坦模是平坦模ꎬ当且仅当 ＩＦＰ￣内射模是 ＦＰ￣内射模ꎻ同时ꎬ给出了 ＰＦＰ 环的定义ꎬ并利用 ＩＦＰ￣平坦

模和 ＩＦＰ￣内射模刻画了 ＰＦＰ 环ꎮ 同年ꎬＬｕ 和 Ｌｉｕ[２]定义了模的 ＩＦＰ￣平坦维数和 ＩＦＰ￣内射维数ꎬ给出了模

的 ＩＦＰ￣平坦维数和 ＩＦＰ￣内射维数的等价刻画ꎮ ２０１４ 年ꎬＬｕ 和 Ｌｉｕ[３]讨论了 ＩＦＰ￣平坦模和 ＩＦＰ￣内射模的局

部化性质ꎮ
下面回顾一般交换环上 ｗ￣模理论(ｗ＝({ＧＶ￣挠模}ꎬ{ＧＶ￣无挠模})是遗传挠理论)的相关知识ꎮ
设 Ｊ 是 Ｒ 的有限生成理想ꎬ若自然同态 φ:Ｒ→Ｊ∗ ＝ＨｏｍＲ(ＪꎬＲ)是同构ꎬ则称 Ｊ 为 Ｒ 的 Ｇｌａｚ－Ｖａｓｃｏｎｃｅｌｏｓ

理想[４]ꎬ简称 ＧＶ￣理想ꎬ并记 Ｊ∈ＧＶ(Ｒ)ꎮ
设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ记

ｔｏｒＧＶ(Ｍ)＝ {ｘ∈Ｍ ｜存在 Ｊ∈ＧＶ(Ｒ)ꎬ使得 Ｊｘ＝ ０}ꎬ
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则有 ｔｏｒＧＶ(Ｍ)是 Ｍ 的子模ꎬ称 ｔｏｒＧＶ(Ｍ)是 Ｍ 的完全 ＧＶ￣挠子模ꎮ 特别地ꎬ若 ｔｏｒＧＶ(Ｍ)＝ Ｍꎬ则称 Ｍ 是 ＧＶ￣
挠模ꎮ 若 ｔｏｒＧＶ(Ｍ)＝ ０ꎬ则称Ｍ 是 ＧＶ￣无挠模[４]ꎮ 由此可知ꎬ若Ｍ 既是 ＧＶ￣挠模ꎬ又是 ＧＶ￣无挠模ꎬ则Ｍ＝ ０ꎮ

设 Ｍ 是 ＧＶ￣无挠模ꎬ若对任意 Ｊ∈ＧＶ(Ｒ)ꎬ有 Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＪꎬＭ)＝ ０ꎬ则称 Ｍ 是 ｗ￣模ꎮ 设 Ｍ 是 ｗ￣模ꎬＮ 是 Ｍ
的真 ｗ￣子模ꎬ如果 Ｎ 与 Ｍ 之间无其他 ｗ￣子模ꎬ则称 Ｎ 是 Ｍ 的极大 ｗ￣子模ꎮ 特别地ꎬ若环 Ｒ 的理想 Ｉ 作为

Ｒ￣模是 ｗ￣模ꎬ则称 Ｉ 是 ｗ￣理想ꎮ 设 ｍ 是 Ｒ 的真 ｗ￣理想ꎬ若除 Ｒ 和 ｍ 外没有包含 ｍ 的其他 ｗ￣理想ꎬ则称 ｍ 是

Ｒ 的极大 ｗ￣理想ꎮ
设 ｆ:Ｍ→Ｎ 是 Ｒ￣模同态ꎬ若对 Ｒ 的任何极大 ｗ￣理想 ｍꎬ ｆｍ:Ｍｍ→Ｎｍ 是单同态(满同态或同构)ꎬ则称 ｆ 是

ｗ￣单同态(ｗ￣满同态或 ｗ￣同构) [５]ꎮ
设 Ａ→Ｂ→Ｃ 是 Ｒ￣模与同态的序列ꎬ若对 Ｒ 的任何极大 ｗ￣理想 ｍꎬＡｍ→Ｂｍ→Ｃｍ 是正合列ꎬ则称序列

Ａ→Ｂ→Ｃ是 ｗ￣正合列[５]ꎮ
设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ若存在有限生成自由模 Ｆ 及 ｗ￣正合列 Ｆ→Ｍ→０ꎬ则称 Ｍ 是有限型模ꎮ 若存在有限生成

自由模 Ｆ、Ｆ１ 及 ｗ￣正合列 Ｆ１→Ｆ→Ｍ→０ꎬ则称 Ｍ 是有限表现型模[５]ꎮ
若 Ｒ 的任何理想都是 ｗ￣理想ꎬ则称 Ｒ 是 ＤＷ 环[５]ꎮ 环 Ｒ 是 ＤＷ 环ꎬ当且仅当 ＧＶ(Ｒ)＝ {Ｒ}ꎬ当且仅每

个 Ｒ￣模是 ｗ￣模ꎮ
对 ｗ￣正合列 ０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０及任何 Ｒ￣模Ｍꎬ若诱导序列 ０→Ｍ􀱋ＲＡ→Ｍ􀱋ＲＢ→Ｍ􀱋ＲＣ→０仍是 ｗ￣正合

列ꎬ则称序列 ０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０是 ｗ￣纯正合列ꎮ 特别地ꎬ若模 Ａ 作为模 Ｂ 的子模ꎬ且序列 ０→Ａ→Ｂ→Ｂ / Ａ→０
是 ｗ￣纯正合列ꎬ则称 Ａ 是 Ｂ 的 ｗ￣纯子模[６]ꎮ

设Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ令 Ｌ(Ｍ)＝ (Ｍ/ ｔｏｒＧＶ(Ｍ)) ｗꎬ若对任意无挠的 ｗ￣模 Ｎꎬ有 Ｅｘｔ１Ｒ(Ｌ(Ｍ)ꎬＮ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ则称

Ｍ 是 ｗ￣投射模[７]ꎮ
若 Ｒ 的每个有限型(有限生成)的理想是 ｗ￣投射的ꎬ则称 Ｒ 是 ｗ￣遗传环[８]ꎮ

设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ记 Ｍ† ＝ＨｏｍＲ(ＭꎬＥ０) 是 Ｍ 的广义特征模ꎬ其中 Ｅ０ ＝∏
ｉ
Ｅ(Ｒ / ｍ)ꎬｍ 是 Ｒ 的任意极大ｗ￣理

想ꎬＥ０ 是 ＧＶ￣无挠的内射模[９]ꎬ且 Ｍ 是 ＧＶ￣挠模当且仅当 Ｍ† ＝ ０ꎮ
设 ｘ 为 Ｒ 上的未定元ꎬ

Ｓｗ:＝{ ｆ∈Ｒ[ｘ] ｜ ｃ( ｆ) ｗ ＝Ｒ}
是 Ｒ[ｘ]的乘法集ꎬ记 Ｒ{ｘ} ＝Ｒ[ｘ] Ｓｗꎬ称为 Ｒ 的 ｗ￣Ｎａｇａｔａ 环ꎮ 设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ相应地ꎬ

Ｍ{ｘ} ＝Ｍ[ｘ] Ｓｗ
＝Ｒ{ｘ}􀱋ＲＭꎮ

设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ若对任何 ｗ￣单同态 ｆ:Ａ→Ｂꎬ诱导同态

１􀱋 ｆ:Ｍ􀱋ＲＡ→Ｍ􀱋ＲＢ
仍是 ｗ￣单同态ꎬ则称 Ｍ 是 ｗ￣平坦模[１０]ꎮ 对模 Ｍꎬ下列各条等价:(１) Ｍ 是 ｗ￣平坦模ꎻ(２) 对任何 Ｒ￣模 Ｎꎬ
ＴｏｒＲ１(ＭꎬＮ)是 ＧＶ￣挠模ꎻ(３) 对任何理想 ＩꎬＴｏｒＲ１(ＭꎬＲ / Ｉ)是 ＧＶ￣挠模ꎻ(４) 对任何有限生成理想 ＩꎬＴｏｒＲ１(Ｍꎬ
Ｒ / Ｉ)是 ＧＶ￣挠模ꎮ

设 ξ:０→Ａ→Ｂ→ｇ Ｃ→０是正合列ꎬ若存在 Ｊ＝(ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ)∈ＧＶ(Ｒ)ꎬ以及 ｈ１ꎬｈ２ꎬ􀆺ꎬｈｎ∈ＨｏｍＲ(ＣꎬＢ)ꎬ
使得 ｄｋ１Ｃ ＝ｇｈｋꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ则称 ξ 是 ｗ￣分裂的正合列ꎮ 设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ若存在投射模 Ｆꎬ及满同态 ｇ:Ｆ→Ｍꎬ

使得正合列 ０→Ｋｅｒ(ｇ)→Ｆ→ｇ Ｍ→０是 ｗ￣分裂的正合列ꎬ则称 Ｍ 是 ｗ￣分裂模[１１]ꎮ 对于模 ＭꎬＭ 是 ｗ￣分裂模

当且仅当对任意 Ｒ￣模 ＮꎬＥｘｔ１Ｒ(ＭꎬＮ)是 ＧＶ￣挠模ꎮ 由此可见ꎬｗ￣分裂模是 ｗ￣投射模ꎮ
１９９７年ꎬＷａｎｇ[１２]介绍了整环上平坦模 ｗ￣模化后所得的 ｗ￣平坦模类ꎬ这里的 ｗ￣平坦模要求是无挠模ꎮ

随着 Ｙｉｎ[４]把整环上的 ｗ￣模理论推广到了一般交换环上ꎬｗ￣平坦模的概念也被 Ｋｉｍ 和 Ｗａｎｇ[１３]推广到一般

交换环上ꎮ 利用 ｗ￣平坦模可刻画 ＶＮ 正则环ꎬ即 Ｒ 是 ＶＮ 正则环当且仅当每个 Ｒ￣模是 ｗ￣平坦模[８]ꎮ ２０１８
年ꎬＸｉｎｇ 和 Ｗａｎｇ[１４]引入了绝对 ｗ￣纯模ꎬ证明了 Ｒ 是 ＶＮ 正则环当且仅当每个 Ｒ￣模是绝对 ｗ￣纯模ꎮ ２０２２
年ꎬ吴小英在文献[１５]中介绍了相对于 ｗ￣算子的内射模ꎬ即 ｉｗ￣分裂模ꎬ利用 ｉｗ￣分裂模刻画了半单环ꎬＲ 是

半单环当且仅当每个 Ｒ￣模是 ｉｗ￣分裂模ꎮ
鉴于学者们对平坦模和内射模的 ｗ￣模化理论研究取得的好结果ꎬ本文的目的是对 ＩＦＰ￣平坦模和 ＩＦＰ￣内

射模进行 ｗ￣模化理论研究ꎮ 为此ꎬ我们首先给出了 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模和 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模的概念(见定义 １)ꎬ并讨
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论 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模和 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模的一些性质和等价刻画ꎮ 最后ꎬ引入并刻画每个有限表现理想是 ｗ￣分裂理

想的环ꎬ称为 ｗ￣ＰＦＰ 环ꎮ

２　 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模与 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模

首先回顾文献[１]中 ＩＦＰ￣平坦模与 ＩＦＰ￣内射模的概念ꎮ 称右 Ｒ￣模 Ｍ 是 ＩＦＰ￣平坦模ꎬ如果对 Ｒ 的任意有

限表现左理想 Ｉꎬ有 ＴｏｒＲ１ (ＭꎬＲ / Ｉ) ＝ ０ꎻ称左 Ｒ￣模 Ｍ 是 ＩＦＰ￣内射模ꎬ如果对 Ｒ 的任意有限表现左理想 Ｉꎬ有
Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ)＝ ０ꎮ 类似地定义:

定义 １　 设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ则:
(１) 如果对 Ｒ 的任意有限表现理想 Ｉꎬ有 ＴｏｒＲ１(ＭꎬＲ / Ｉ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ则 Ｍ 称为 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎻ
(２) 如果对 Ｒ 的任意有限表现理想 Ｉꎬ有 Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ则 Ｍ 称为 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
显然ꎬＩＦＰ￣平坦模和 ｗ￣平坦模都是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎬＩＦＰ￣内射模和 ｉｗ￣分裂模都是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
命题 １　 (１) ＧＶ￣挠模是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎻ
(２) ＧＶ￣挠模是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
证明　 (１) 由于 ＧＶ￣挠模是 ｗ￣平坦模ꎬ而 ｗ￣平坦模又是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎬ因此 ＧＶ￣挠模是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ
(２) 由于 Ｉ 是有限表现理想ꎬ因此 Ｒ / Ｉ 也是有限表现的ꎬ故根据文献[１６ꎬ引理 ２.１(２)]ꎬＧＶ￣挠模是

ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模不一定是 ＩＦＰ￣平坦模ꎬｗ￣ＩＦＰ￣内射模也不一定是 ＩＦＰ￣内射模ꎮ 下面通过 ２个例子来说明这

个事实ꎮ
例 １　 设(Ｒꎬｍ)是 ２维 Ｎｏｅｔｈｅｒ 正则局部环ꎬ则 ｍ 是 ＧＶ￣理想ꎬ故 Ｍ:＝Ｒ / ｍ 是 ＧＶ￣挠模ꎬ 从而是 ｗ￣ＩＦＰ￣

平坦模ꎻ但 Ｍ 不是 ＩＦＰ￣平坦模(平坦模)ꎬ否则有 Ｍ 是 ＧＶ￣无挠模ꎬ从而 Ｍ＝ ０ꎬ矛盾ꎮ
例 ２　 设(Ｒꎬｍ)是 ２维 Ｎｏｅｔｈｅｒ 正则局部环ꎬ则 ｍ 是 ＧＶ￣理想ꎬ故 Ｍ:＝Ｒ / ｍ 是 ＧＶ￣挠模ꎬ从而是 ｗ￣ＩＦＰ￣

内射模ꎻ但 Ｍ 不是可除模ꎬ否则ꎬ如果 Ｍ 是可除模ꎬ取 ０≠ａ∈Ｊ(Ｒ)＝ ｍꎬ则 Ｍ ＝ ａＭꎮ 而 Ｍ 是有限生成的ꎬ由
中山引理ꎬＭ:＝Ｒ / ｍ＝ ０ꎬ这与 ｍ 是真理想矛盾ꎬ故 Ｍ 不是内射模ꎮ 而在 Ｎｏｅｔｈｅｒ 环下内射模与 ＩＦＰ￣内射模是

等价的ꎬ故 Ｍ 不是 ＩＦＰ￣内射模ꎮ
显然ꎬ当 Ｒ 是 ＤＷ 环时ꎬｗ￣ＩＦＰ￣内射模是 ＩＦＰ￣内射模ꎬｗ￣ＩＦＰ￣平坦模是 ＩＦＰ￣平坦模ꎮ
命题 ２　 设{Ｍｉ ｜ ｉ∈Ｉ}是一簇 Ｒ￣模ꎬ则:
(１) 􀱇

ｉ
Ｍｉ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模当且仅当每个 Ｍｉ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎻ

(２) 􀱇
ｉ
Ｍｉ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模当且仅当每个 Ｍｉ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ

证明　 (１) 设 Ｉ 是 Ｒ 的有限表现理想ꎬ由文献[１０ꎬ定理 ３.４.５]可知

ＴｏｒＲ１(􀱇
ｉ
ＭｉꎬＲ / Ｉ)≅􀱇

ｉ
ＴｏｒＲ１(ＭｉꎬＲ / Ｉ)ꎮ

而 ＧＶ￣挠模在直和与直和加项下是封闭的ꎬ即得证ꎮ
(２) 设 Ｉ 是 Ｒ 的有限表现理想ꎬ由文献[１０ꎬ定理 ３.９.２(１)]可知

Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / Ｉꎬ􀱇
ｉ
Ｍｉ)≅􀱇

ｉ
Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭｉ)ꎮ

而 ＧＶ￣挠模在直和与直和加项下是封闭的ꎬ即得证ꎮ
命题 ３　 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模的 ｗ￣纯子模是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
证明　 设 Ａ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模 Ｂ 的 ｗ￣纯子模ꎬ令 Ｃ＝Ｂ / Ａꎬ则 ０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０是 ｗ￣纯正合列ꎮ 对 Ｒ 的任

意有限表现理想 Ｉꎬ有正合列

ＨｏｍＲ(Ｒ / ＩꎬＢ)→ＨｏｍＲ(Ｒ / ＩꎬＣ)→Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＡ)→Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＢ)ꎮ
由文献[１４ꎬ定理 ２.５]ꎬ序列

ＨｏｍＲ(Ｒ / ＩꎬＢ)→ＨｏｍＲ(Ｒ / ＩꎬＣ)→０
是 ｗ￣正合列ꎮ 对任何 ｍ∈Ｍａｘ(Ｒ)ꎬ序列

ＨｏｍＲ(Ｒ / ＩꎬＢ)ｍ→ＨｏｍＲ(Ｒ / ＩꎬＣ)ｍ→Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＡ)ｍ→Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＢ)ｍ
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与

ＨｏｍＲ(Ｒ / ＩꎬＢ)ｍ→ＨｏｍＲ(Ｒ / ＩꎬＣ)ｍ→０
是正合列ꎮ 又由于 Ｂ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎬ因此 Ｅｘｔ１Ｒ ( Ｒ / ＩꎬＢ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ即 Ｅｘｔ１Ｒ ( Ｒ / ＩꎬＢ)ｍ ＝ ０ꎬ于是ꎬ
Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＡ)ｍ ＝ ０ꎮ 由文献[１０ꎬ定理 ６.２.１５]ꎬＥｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＡ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ即 Ａ 为 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ

引理 １[１７] 　 设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ则 Ｍ 是 ｎ￣有限表现模当且仅当存在正合列 ０→Ｋ→Ｐ→Ｍ→０ꎬ其中 Ｋ 是

(ｎ－１) ￣有限表现模ꎬＰ 是有限生成投射模ꎮ
命题 ４　 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模关于正向极限封闭ꎮ
证明　 设{Ｍｉ ｜ ｉ∈Γ} 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模的正向系统ꎬＩ 是 Ｒ 的任意有限表现理想ꎮ由引理 １ꎬＲ / Ｉ 是 ２￣有限

表现 Ｒ￣模ꎬ故由文献[１ꎬ引理 ２.１]ꎬ有
Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / Ｉꎬｌｉｍ

→
Ｍｉ)≅ｌｉｍ

→
Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭｉ)ꎮ

又由文献[１６ꎬ命题 ３.１(证明过程)]ꎬ可知 ＧＶ￣挠模的正向极限是 ＧＶ￣挠模ꎬ 故 ｌｉｍ
→

Ｍｉ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
命题 ５　 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模关于正向极限封闭ꎮ
证明　 设{Ｍｉ ｜ ｉ∈Γ} 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模的正向系统ꎬＩ 是 Ｒ 的任意有限表现理想ꎮ 由文献[１０ꎬ定理３.４.１４]ꎬ

有

ＴｏｒＲ１(Ｒ / Ｉꎬｌｉｍ
→

Ｍｉ)≅ｌｉｍ
→

ＴｏｒＲ１(Ｒ / ＩꎬＭｉ)ꎮ
又由文献[１６ꎬ命题 ３.１(证明过程)]ꎬＧＶ￣挠模的正向极限是 ＧＶ￣挠模ꎬ故 ｌｉｍ

→
Ｍｉ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ

Ｍ 是 ＩＦＰ￣内射模当且仅当 Ｍ 的特征模是 ＩＦＰ￣平坦模ꎬＭ 是 ＩＦＰ￣平坦模当且仅当 Ｍ 的特征模是 ＩＦＰ￣内
射模[１]ꎮ 对 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模与 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模也有相似的性质ꎮ

定理 １　 设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ则以下各条等价:
(１) Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎻ
(２) Ｍ† 是 ＩＦＰ￣平坦模ꎻ
(３) Ｍ† 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ
证明　 对 Ｒ 的任意有限表现理想 Ｉꎬ根据文献[１８ꎬ引理 ２.７(２)]ꎬ有

ＴｏｒＲ１(Ｍ†ꎬＲ / Ｉ)≅Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ) †ꎮ
(１)⇒(２)ꎮ 由(１)ꎬＥｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ于是ꎬＴｏｒＲ１(Ｍ†ꎬＲ / Ｉ)＝ ０ꎬ故 Ｍ† 是 ＩＦＰ￣平坦模ꎮ
(２)⇒(３)ꎮ 显然ꎮ
(３)⇒(１)ꎮ 由(３)ꎬＴｏｒＲ１(Ｍ†ꎬＲ / Ｉ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ即 Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ) † 是 ＧＶ￣挠模ꎮ 由文献[４ꎬ定理 ２.８]知ꎬ

Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ) † 是 ｗ￣模ꎬ于是ꎬＥｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ) † ＝ ０ꎬ故 Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ)是 ＧＶ￣挠模ꎮ
定理 ２　 设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ则以下各条等价:
(１) Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎻ
(２) Ｍ† 是 ＩＦＰ￣内射模ꎻ
(３) Ｍ† 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
证明　 根据 Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ†)≅ＴｏｒＲ１(ＭꎬＲ / Ｉ) † 即得ꎮ
引理 ２　 设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ则以下各条等价:
(１) Ｍ 是 ｗ￣平坦模ꎻ
(２) Ｍ† 是内射模ꎻ
(３) Ｍ† 是 ｉｗ￣分裂模ꎻ
(４) Ｍ† 是绝对纯模ꎻ
(５) Ｍ† 是绝对 ｗ￣纯模ꎮ
证明　 对任意 Ｒ￣模 Ｘꎬ有 Ｅｘｔ１Ｒ(ＸꎬＭ†)≅ＴｏｒＲ１(ＭꎬＸ) †ꎮ
(１)⇒(２)ꎮ 设 Ｎ 是任意 Ｒ￣模ꎬ由(１)ꎬＴｏｒＲ１(ＭꎬＮ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ从而 Ｅｘｔ１Ｒ(ＮꎬＭ†)＝ ０ꎬ故 Ｍ† 是内射模ꎮ
(２)⇒(３)ꎮ 由文献[１５ꎬ定理 ４.１.２]ꎬ内射模是 ｉｗ￣分裂模ꎮ
(３)⇒(１)ꎮ 设 Ｎ 是任意 Ｒ￣模ꎬ由 (３)得ꎬＭ† 是 ｉｗ￣分裂模ꎬ从而 ＴｏｒＲ１ (ＭꎬＮ) † 是 ＧＶ￣挠模ꎬ于是

ＴｏｒＲ１(ＭꎬＮ) † ＝ ０ꎬ因此 ＴｏｒＲ１(ＭꎬＮ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ即 Ｍ 是 ｗ￣平坦模ꎮ
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(１)⇒(４)ꎮ 设 Ｎ 是有限表现模ꎬ由文献[１６ꎬ命题 ３.１]ꎬＴｏｒＲ１(ＭꎬＮ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ从而

Ｅｘｔ１Ｒ(ＮꎬＭ†)＝ ０ꎬ
故 Ｍ† 是绝对纯模ꎮ

(４)⇒(５)ꎮ 显然ꎮ
(５)⇒(１)ꎮ 设 Ｎ 是有限表现 Ｒ￣模ꎬ由于 Ｍ† 是绝对 ｗ￣纯模ꎬ则 Ｅｘｔ１Ｒ (ＮꎬＭ† )是 ＧＶ￣挠模ꎬ从而

ＴｏｒＲ１(ＭꎬＮ) †是 ＧＶ￣挠模ꎬ于是ꎬＴｏｒＲ１(ＭꎬＮ) † ＝ ０ꎮ 由文献[９ꎬ命题 １１]ꎬＴｏｒＲ１(ＭꎬＮ)是 ＧＶ￣挠模ꎮ
下面给出 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模与 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模的一些等价刻画ꎮ
定理 ３　 设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ则以下各条等价:
(１) Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎻ
(２) 对任意内射的 ｗ￣模(ＧＶ￣无挠的内射模)ＥꎬＨｏｍＲ(ＭꎬＥ)是 ＩＦＰ￣平坦模ꎻ
(３) 对任意内射的 ｗ￣模(ＧＶ￣无挠的内射模)ＥꎬＨｏｍＲ(ＭꎬＥ)是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎻ
(４) 对任意 ｗ￣平坦模 ＥꎬＭ􀱋ＲＥ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 设 Ｉ 是 Ｒ 的有限表现理想ꎬ由文献[１８ꎬ引理 ２.７(２)]ꎬ有

ＴｏｒＲ１(ＨｏｍＲ(ＭꎬＥ)ꎬＲ / Ｉ)≅ＨｏｍＲ(Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ)ꎬＥ)ꎮ
由已知条件ꎬ可知 Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ)是 ＧＶ￣挠模ꎮ 又由文献[１６ꎬ引理 ２.８]可知ꎬ

ＨｏｍＲ(Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ)ꎬＥ)＝ ０ꎬ
故 ＨｏｍＲ(ＭꎬＥ)是 ＩＦＰ￣平坦模ꎮ

(２)⇒(３)ꎮ 显然ꎮ
(３)⇒(４)ꎮ 由相伴同构定理ꎬ(Ｍ􀱋ＲＥ) †≅ＨｏｍＲ(ＭꎬＥ†)ꎮ 由于 Ｅ 是 ｗ￣平坦模ꎬ根据引理 ２ꎬＥ† 是 ＧＶ￣

无挠的内射模ꎮ 由(３)ꎬＨｏｍＲ(ＭꎬＥ†)是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ 由定理 １ꎬＭ􀱋ＲＥ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
(４)⇒(１)ꎮ 令 Ｅ＝Ｒ 即得ꎮ
命题 ６　 对环 Ｒꎬ以下各条成立:
(１) 对任意有限表现理想 Ｉ 及任意绝对 ｗ￣纯模 ＮꎬＥｘｔ２Ｒ(Ｒ / ＩꎬＮ)是 ＧＶ￣挠模ꎻ
(２) 若 ０→Ｎ→Ｍ→Ｌ→０是正合列ꎬ其中 Ｎ 是绝对 ｗ￣纯模ꎬＭ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎬ则 Ｌ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
证明　 (１) 短正合列 ０→Ｉ→Ｒ→Ｒ / Ｉ→０诱导序列

Ｅｘｔ１Ｒ( ＩꎬＮ)→Ｅｘｔ２Ｒ(Ｒ / ＩꎬＮ)→Ｅｘｔ２Ｒ(ＲꎬＮ)＝ ０
是正合列ꎮ 由文献[１６ꎬ引理 ２.１]ꎬＥｘｔ１Ｒ( ＩꎬＮ) 是 ＧＶ￣挠模ꎬ因此ꎬＥｘｔ２Ｒ(Ｒ / ＩꎬＮ)是 ＧＶ￣挠模ꎮ

(２) 设 Ｉ 是有限表现理想ꎬ序列 ０→Ｎ→Ｍ→Ｌ→０诱导了正合列

Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ)→Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＬ)→Ｅｘｔ２Ｒ(Ｒ / ＩꎬＮ)ꎮ
由(１)可知ꎬ Ｅｘｔ２Ｒ(Ｒ / ＩꎬＮ)是 ＧＶ￣挠模ꎮ 又因为 Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎬ所以 Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ于是ꎬ
Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＬ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ即 Ｌ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ

命题 ７　 设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ则 Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模当且仅当 Ｍ{ｘ}是 ＩＦＰ￣内射 Ｒ￣模ꎮ
证明　 设 Ｉ 是 Ｒ 的有限表现理想ꎮ
若 Ｍ 是 ＧＶ￣无挠模ꎬ根据文献[１６ꎬ命题 ２.７(４)]ꎬ

Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ)􀱋
Ｒ
Ｒ{ｘ}≅Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ{ｘ})ꎮ

再根据文献[１６ꎬ引理 ２.８(２)]ꎬＭ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模当且仅当 Ｍ{ｘ}是 ＩＦＰ￣内射 Ｒ￣模ꎮ
现在考虑一般情形ꎮ 令 ｔｏｒＧＶ(Ｍ)＝ Ｔꎬ则序列 ０→Ｔ→Ｍ→Ｍ/ Ｔ→０诱导了正合列

Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＴ)→Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ)→Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ/ Ｔ)→Ｅｘｔ２Ｒ(Ｒ / ＩꎬＴ)ꎮ
由文献[１９ꎬ引理 ２.３]及命题 ６ꎬＥｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＴ)和 Ｅｘｔ２Ｒ(Ｒ / ＩꎬＴ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ故 Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ) 是 ＧＶ￣挠模当且

仅当 Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＭ/ Ｔ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ即 Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模当且仅当 Ｍ/ Ｔ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ 由于 Ｍ/ Ｔ 是 ＧＶ￣
无挠模ꎬ因此 Ｍ/ Ｔ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模当且仅当(Ｍ/ Ｔ) { ｘ}是 ＩＦＰ￣内射 Ｒ￣模ꎬ即 Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模当且仅当

(Ｍ/ Ｔ){ｘ}是 ＩＦＰ￣内射 Ｒ￣模ꎮ 而自然同态 Ｍ→Ｍ/ Ｔ 是 ｗ￣同构ꎬ根据文献 [ １０ꎬ推论 ６. ６. ２２]ꎬＭ { ｘ} ≅
(Ｍ/ Ｔ){ｘ}ꎬ因此ꎬＭ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模当且仅当 Ｍ{ｘ}是 ＩＦＰ￣内射 Ｒ￣模ꎮ

推论 １　 若 ｆ:Ｍ→Ｎ 是 ｗ￣同构ꎬ则 Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模当且仅当 Ｎ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
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证明　 由于 ｆ:Ｍ→Ｎ 是 ｗ￣同构ꎬ因此 Ｍ{ｘ}≅Ｎ{ｘ}ꎮ 再由命题 ７即得ꎮ
定理 ４　 设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ则以下各条等价:
(１) Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎻ
(２) 对任意内射的 ｗ￣模(ＧＶ￣无挠的内射模)ＥꎬＨｏｍＲ(ＭꎬＥ)是 ＩＦＰ￣内射模ꎻ
(３) 对任意内射的 ｗ￣模(ＧＶ￣无挠的内射模)ＥꎬＨｏｍＲ(ＭꎬＥ)是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎻ
(４) 对任意 ｗ￣平坦模 ＥꎬＭ􀱋ＲＥ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎻ
(５) Ｍ{ｘ}是 ＩＦＰ￣平坦 Ｒ￣模ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 设 Ｉ 是 Ｒ 的有限表现理想ꎬ则

ＨｏｍＲ(ＴｏｒＲ１(Ｒ / ＩꎬＭ)ꎬＥ)≅Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＨｏｍＲ(ＭꎬＥ))ꎮ
由 Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎬ有 ＴｏｒＲ１(Ｒ / ＩꎬＭ)是 ＧＶ￣挠模ꎮ 又由文献[２０ꎬ定理 １.３]ꎬ

ＨｏｍＲ(ＴｏｒＲ１(Ｒ / ＩꎬＭ)ꎬＥ)＝ ０ꎬ
从而 Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＨｏｍＲ(ＭꎬＥ))＝ ０ꎬ即 ＨｏｍＲ(ＭꎬＥ)是 ＩＦＰ￣内射模ꎮ

(２)⇒(３)ꎮ 显然ꎮ
(３)⇒(４)ꎮ 由相伴同构定理可知ꎬ(Ｍ􀱋ＲＥ) †≅ＨｏｍＲ(ＭꎬＥ†)ꎮ 由于 Ｅ 是 ｗ￣平坦模ꎬ根据引理 ２ꎬＥ† 是

ＧＶ￣无挠的内射模ꎮ 由(３)可知ꎬＨｏｍＲ(ＭꎬＥ†)是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ 由定理 ２可知ꎬＭ􀱋ＲＥ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ
(４)⇒(１)ꎮ 令 Ｅ＝Ｒ 即得ꎮ
(１)⇔(５)ꎮ 由文献[１６ꎬ命题 ２.４]ꎬ有

ＴｏｒＲ１(Ｍ{ｘ}ꎬＲ / Ｉ)≅ＴｏｒＲ{ｘ}１ ((Ｒ / Ｉ){ｘ}ꎬＭ{ｘ})
＝ ＴｏｒＲ{ｘ}１ (Ｒ{ｘ}􀱋ＲＲ / ＩꎬＲ{ｘ}􀱋ＲＭ)
≅Ｒ{ｘ}􀱋ＲＴｏｒＲ１(Ｒ / ＩꎬＭ)ꎮ

再由文献[１０ꎬ定理 ６.６.２０]即得ꎮ
定理 ５　 设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ则以下各条等价:
(１) Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎻ
(２) 对任意有限表现理想 Ｉꎬ自然同态 Ｉ􀱋ＲＭ→Ｍ 是 ｗ￣单同态ꎻ
(３) 对任意有限表现理想 Ｉꎬ自然同态 Ｉ􀱋ＲＭ→ＩＭ 是 ｗ￣同构ꎮ
证明　 (１)⇔(２)ꎮ 由定义即得ꎮ
(２)⇒(３)ꎮ 考虑下列 ｗ￣正合列的交换图:

０ →Ｉ􀱋ＲＭ
ｈ
→Ｍ

ρ↓
　 　 σ

􀪅
􀪅

０ →ＩＭ
λ
→Ｍ ꎮ

由文献[１０ꎬ引理 ６.３.６]ꎬρ 是 ｗ￣单同态ꎮ 又由 ρ 是满同态ꎬ故 ρ 是 ｗ￣同构ꎮ
(３)⇒(２)ꎮ 由于 ρ 是 ｗ￣同构ꎬ因此 ρ 是 ｗ￣单同态ꎬ于是 σｈ＝λρ 是 ｗ￣单同态ꎬ故 ｈ 是 ｗ￣单同态ꎮ
引理 ３　 若 Ｍ† 是 ｗ￣平坦 Ｒ￣模ꎬ则 Ｍ 是绝对 ｗ￣纯模ꎮ
证明　 设 Ｎ 是有限表现 Ｒ￣模ꎬ根据文献[１８ꎬ引理 ２.７(１)]ꎬ有正合列

ＴｏｒＲ１(Ｍ†ꎬＮ)→Ｅｘｔ１Ｒ(ＮꎬＭ) †→０ꎮ
由 Ｍ† 是 ｗ￣平坦模ꎬ有 ＴｏｒＲ１(Ｍ†ꎬＮ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ故 Ｅｘｔ１Ｒ(ＮꎬＭ) † 是 ＧＶ￣挠模ꎮ 于是 Ｅｘｔ１Ｒ(ＮꎬＭ) † ＝ ０ꎬ因此ꎬ
Ｅｘｔ１Ｒ(ＮꎬＭ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ即 Ｍ 是绝对 ｗ￣纯模ꎮ

命题 ８　 对环 Ｒꎬ以下各条等价:
(１) 每个 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模是 ｗ￣平坦模ꎻ
(２) 每个 ＩＦＰ￣平坦模是 ｗ￣平坦模ꎻ
(３) 每个 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模是绝对 ｗ￣纯模ꎻ
(４) 每个 ＩＦＰ￣内射模是绝对 ｗ￣纯模ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 显然ꎮ
(２)⇒(３)ꎮ 设 Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎬ由定理 １可知ꎬＭ† 是 ＩＦＰ￣平坦模ꎬ从而 Ｍ† 是 ｗ￣平坦模ꎮ 又由引理
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３可知ꎬＭ 是绝对 ｗ￣纯模ꎮ
(３)⇒(４)ꎮ 显然ꎮ
(４)⇒(１)ꎮ 设 Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎬ由定理 ２得ꎬＭ† 是 ＩＦＰ￣内射模ꎮ 再由(４)得ꎬＭ† 是绝对 ｗ￣纯模ꎮ 根

据引理 ２ꎬＭ 是 ｗ￣平坦模ꎮ
命题 ９　 若 Ｒ 是凝聚环ꎬ则 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模是 ｗ￣平坦模ꎮ
证明　 设 Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎬＩ 是 Ｒ 的有限生成理想ꎮ 由于 Ｒ 是凝聚环ꎬ因此 Ｉ 是有限表现的ꎬ故

ＴｏｒＲ１(ＭꎬＲ / Ｉ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ即 Ｍ 是 ｗ￣平坦模ꎮ
注 １　 文献[１ꎬ定理 ２.８]证明ꎬ ＩＦＰ￣平坦模的直积是 ＩＦＰ￣平坦模ꎬ但 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模的直积不一定是

ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ 例如ꎬ由文献[２１ꎬ例 ２.１]可知ꎬ在 Ｎｏｅｔｈｅｒ 环上ꎬｗ￣平坦模的直积未必是 ｗ￣平坦模ꎻ然而ꎬ 当

Ｒ 是 Ｎｏｅｔｈｅｒ 环时ꎬｗ￣ＩＦＰ￣平坦模与 ｗ￣平坦模等价ꎬ故 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模的直积未必是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ
若 Ｒ 的每个有限型理想是有限表现型的ꎬ则称 Ｒ 是 ｗ￣凝聚环[１６]ꎮ
命题 １０　 若 Ｒ 满足命题 ８的等价条件ꎬ则 Ｒ 是 ｗ￣凝聚环ꎮ
证明　 由于任意多个平坦模的直积是 ＩＦＰ￣平坦模ꎬ则任意多个平坦模的直积是 ｗ￣平坦模ꎬ 根据文献

[２１ꎬ定理 ２.２]即得ꎮ
命题 １１　 设 Ｒ 是环ꎬ则以下各条等价:
(１) 若 Ａ→Ｂ→Ｃ→０是正合列ꎬ其中 Ａ、Ｂ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎬ则 Ｃ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎻ
(２) 若 ０→Ｐ→Ｑ→Ｔ 是正合列ꎬ其中 Ｑ、Ｔ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎬ则 Ｐ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎻ
(３) 若 Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎬα∈ＥｎｄＲ(Ｍ)ꎬ则 Ｃｏｋ(α)是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎻ
(４) 若 Ｎ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎬα∈ＥｎｄＲ(Ｎ)ꎬ则 Ｋｅｒ(α)是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 设 ０→Ｐ→Ｑ→Ｔ 是正合列ꎬ其中 Ｑ、Ｔ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎬ则 Ｔ†→Ｑ†→Ｐ†→０ 是正合

列ꎮ 由定理 ２可知ꎬＴ†、Ｑ† 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ 由(１)得ꎬＰ† 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎬ因此ꎬＰ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ
(２)⇒(１)ꎮ 设 Ａ→Ｂ→Ｃ→０是正合列ꎬ其中 Ａ、Ｂ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎬ则 ０→Ｃ†→Ｂ†→Ａ† 是正合列ꎮ 由定

理 １可知ꎬＢ†、Ａ† 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ 由(２)可知ꎬＣ† 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎬ因此ꎬＣ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
(１)⇒(３)ꎮ 由 Ｍ→Ｍ→Ｃｏｋ(α)→０是正合列及条件即得ꎮ
(２)⇒(４)ꎮ 由 ０→Ｋｅｒ(α)→Ｎ→Ｎ 是正合列及条件即得ꎮ
(３)⇒(１)ꎮ 设 Ａ→

ｆ
Ｂ→

ｇ
Ｃ→０是正合列ꎬ其中 Ａ、Ｂ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ 对 α∈ＥｎｄＲ(Ａ􀱇Ｂ)ꎬ定义 α:(ｘꎬｙ) ｜→

(０ꎬ ｆ(ｘ))ꎬ则(Ａ􀱇Ｂ) / Ｉｍ(α)≅Ａ􀱇(Ｂ / Ｉｍ( ｆ))ꎮ 由(３)及命题 ２ 可知ꎬＢ / Ｉｍ( ｆ)是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ 又因为

Ｃ≅Ｂ / Ｋｅｒ(ｇ)＝ Ｂ / Ｉｍ( ｆ)ꎬ 所以 Ｃ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
(４)⇒(２)ꎮ 设 ０→Ｐ→

φ
Ｑ→

ψ
Ｔ 是正合列ꎬ其中 Ｑ、Ｔ 均为 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ 对 α∈ＥｎｄＲ(Ｑ􀱇Ｔ)ꎬ定义 α:

(ａꎬｂ) ｜→(０ꎬψ(ａ))ꎬ则 Ｋｅｒ(α)＝ Ｋｅｒ(ψ)􀱇Ｑꎮ 由(４)及命题 ２可知ꎬ Ｋｅｒ(ψ)是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ 又因为 Ｐ≅
Ｉｍ(φ)＝ Ｋｅｒ(ψ)ꎬ所以 Ｐ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ

３　 ｗ￣ＰＦＰ 环

Ｌｕ 和 Ｌｉｕ[１]定义了 ＰＦＰ 环ꎬ即 Ｒ 的任意有限表现理想是投射理想ꎮ 本节主要是引入ｗ￣ＰＦＰ 环的概念ꎬ
并利用 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模和 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模刻画 ｗ￣ＰＦＰ 环ꎮ

定义 ２　 若 Ｒ 的任意有限表现理想是 ｗ￣分裂理想ꎬ则称 Ｒ 是 ｗ￣ＰＦＰ 环ꎮ
显然ꎬｗ￣半遗传环是 ｗ￣ＰＦＰ 环ꎮ 下面给出 ｗ￣ＰＦＰ 环的一个等价刻画ꎮ
定理 ６　 对环 Ｒꎬ以下各条等价:
(１) Ｒ 是 ｗ￣ＰＦＰ 环ꎻ
(２) 每个有限表现理想是 ｗ￣投射理想ꎻ
(３) 每个有限表现理想是 ｗ￣平坦理想ꎮ
证明　 由文献[２２ꎬ命题 ２.４]即得ꎮ
引理 ４　 设 Ｒ 是 ｗ￣ＰＦＰ 环ꎬＭ 是 Ｒ￣模ꎬＩ 是 Ｒ 有限表现理想ꎬ则对任何整数 ｎ≥１ꎬ有:
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(１) ＴｏｒＲｎ＋１(ＭꎬＲ / Ｉ)是 ＧＶ￣挠模ꎻ
(２) Ｅｘｔｎ＋１Ｒ (Ｒ / ＩꎬＭ)是 ＧＶ￣挠模ꎮ
证明　 (１) 由定理 ６得ꎬＩ 是 ｗ￣平坦理想ꎮ 又因为 ０→Ｉ→Ｒ→Ｒ / Ｉ→０是正合列以及 Ｒ 是投射模ꎬ 所以ꎬ

根据文献[１０ꎬ定理 ３.４.１]ꎬＴｏｒＲｎ(ＭꎬＩ)≅ＴｏｒＲｎ＋１(ＭꎬＲ / Ｉ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ即得证ꎮ
(２) 证明方法同(１)ꎮ
命题 １２　 设 Ｒ 是 ｗ￣ＰＦＰ 环ꎬ０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０是短正合列ꎬ有:
(１) 若 Ｃ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎬ则 Ａ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模当且仅当 Ｂ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎻ
(２) 若 Ａ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎬ 则 Ｂ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模当且仅当 Ｃ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
证明　 (１) 短正合列 ０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０诱导序列

ＴｏｒＲ２(ＣꎬＲ / Ｉ)→ＴｏｒＲ１(ＡꎬＲ / Ｉ)→ＴｏｒＲ１(ＢꎬＲ / Ｉ)→ＴｏｒＲ１(ＣꎬＲ / Ｉ)
是正合列ꎬ由引理 ４可知ꎬＴｏｒＲ２(ＣꎬＲ / Ｉ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ局部化即得ꎮ

(２) 证明方法同(１)ꎮ
命题 １３　 设 Ｒ 是 ｗ￣ＰＦＰ 环ꎬ则 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模的 ｗ￣纯子模是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ
证明　 设 Ａ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模 Ｂ 的 ｗ￣纯子模ꎬ令 Ｃ＝Ｂ / Ａꎬ则 ０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０是 ｗ￣纯正合列ꎮ 对 Ｒ 的任

意有限表现理想 Ｉꎬ根据文献[１３ꎬ命题 ３.２]可知

ＴｏｒＲ２(ＣꎬＲ / Ｉ)→ＴｏｒＲ１(ＡꎬＲ / Ｉ)→ＴｏｒＲ１(ＢꎬＲ / Ｉ)
是 ｗ￣正合列ꎮ 由引理 ４可得ꎬＴｏｒＲ２(ＣꎬＲ / Ｉ)是 ＧＶ￣挠模ꎮ 又由 Ｂ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎬ故 ＴｏｒＲ１(ＢꎬＲ / Ｉ)是 ＧＶ￣挠
模ꎬ因此ꎬＴｏｒＲ１(ＡꎬＲ / Ｉ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ 即 Ａ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ

Ｌｕ 和 Ｌｉｕ 在文献[１ꎬ定理 ３.６]中利用 ＩＦＰ￣内射模和 ＩＦＰ￣平坦模刻画了 ＰＦＰ 环ꎬ即 Ｒ 是 ＰＦＰ 环ꎬ当且仅

当 ＩＦＰ￣内射模的商模是 ＩＦＰ￣内射模ꎬ当且仅当 ＩＦＰ￣平坦模的子模是 ＩＦＰ￣平坦模ꎮ 为了给出 ｗ￣ＰＦＰ 环与之类

似的刻画ꎬ我们先给出下面的引理作为准备ꎮ
引理 ５　 设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ则以下各条等价:
(１) Ｍ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎻ
(２) 对 Ｒ 的任意有限表现理想 Ｉꎬ有序列

０→ＨｏｍＲ(Ｒ / ＩꎬＭ)→ＨｏｍＲ(ＲꎬＭ)→ＨｏｍＲ( ＩꎬＭ)→０
是 ｗ￣正合列ꎻ

(３) 对任何同态 α:Ｉ→Ｍꎬ其中 Ｉ 是有限表现理想ꎬ恒存在 Ｊ ＝ (ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ)∈ＧＶ(Ｒ)ꎬ以及模同态

ｑｋ:Ｒ→Ｍꎬ使得ｑｋ ｆ＝ｄｋαꎬ其中 ｆ:Ｉ→Ｒ 是包含映射ꎬｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ
证明　 (１)⇔(２)ꎮ 显然ꎮ
(２)⇒(３)ꎮ 由(２)可知ꎬ ｆ∗:ＨｏｍＲ(ＲꎬＭ)→ＨｏｍＲ( ＩꎬＭ)是 ｗ￣满同态ꎬ即 Ｃｏｋ( ｆ ∗)是 ＧＶ￣挠模ꎮ 于是ꎬ

存在 Ｊ＝(ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ)∈ＧＶ(Ｒ)ꎬ使得 Ｊα∈Ｉｍ( ｆ ∗)ꎬ 因此ꎬ存在 ｑｋ∈ＨｏｍＲ(ＲꎬＭ)ꎬ使得 ｑｋ ｆ ＝ ｄｋαꎬ ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ
􀆺ꎬｎꎮ

(３)⇒(２)ꎮ 设 􀭵α∈ＨｏｍＲ ( ＩꎬＭ) / Ｉｍ ( ｆ∗ )ꎬ α∈ＨｏｍＲ( ＩꎬＭ)ꎬ由 ( ３)知ꎬ存在 Ｊ ＝ ( ｄ１ꎬ ｄ２ꎬ􀆺ꎬ ｄｎ ) ∈
ＧＶ(Ｒ)ꎬ以及模同态ｑｋ:Ｒ→Ｍꎬ使得ｑｋ ｆ ＝ ｆ ∗(ｑｋ)＝ ｄｋαꎬ所以 ｄｋα∈Ｉｍ( ｆ ∗)ꎬ从而 Ｊα⊆Ｉｍ( ｆ ∗)ꎬ即 Ｊ􀭵α ＝ ０ꎬ故
ＨｏｍＲ( ＩꎬＭ) / Ｉｍ( ｆ∗)是 ＧＶ￣挠模ꎮ

引理 ６　 设 Ｍ 是 Ｒ￣模ꎬ则 Ｍ 是 ｗ￣分裂模当且仅当对任何满同态 ｇ:Ｂ→Ｃꎬ其中 Ｂ 是内射模ꎬ以及任何同

态 α:Ｍ→Ｃꎬ恒存在 Ｊ＝(ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ)∈ＧＶ(Ｒ)ꎬ以及模同态ｈｋ:Ｍ→Ｂꎬ使得 ｇｈｋ ＝ｄｋαꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ
证明　 只需证明充分性ꎮ 设 ０→Ａ′→Ａ→Ａ″→０是正合列ꎬ则存在内射模 Ｂꎬ及嵌入同态 σ:Ａ→Ｂꎮ 考虑

下面 ２行是正合列的图ꎬ其中左边方图可交换:
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其中 Ｃ＝Ｃｏｋ(σｉ)ꎬν 是自然满同态ꎮ 由文献[１０ꎬ定理 １.９.１７]ꎬ存在同态 ρ:Ａ″→Ｃ 使得上图是交换图ꎮ 由假

设条件ꎬ存在 Ｊ＝(ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ)∈ＧＶ(Ｒ)ꎬ以及模同态ｈｋ:Ｍ→Ｂꎬ使得 νｈｋ ＝ｄｋ ρ ｆꎮ 因为 Ｉｍ(σ)≅Ａꎬ所以由文

献[１１ꎬ命题 ２.４]ꎬ只需说明 Ｉｍ(ｈｋ)⊆Ｉｍ(σ)ꎬ ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ 设 ｙ∈Ｉｍ(ｈｋ)ꎬ则有 ｘ∈Ｍꎬ使 ｙ ＝ ｈｋ(ｘ)ꎮ 由于

ｆ(ｘ)∈Ａ″ꎬ且 τ 是满同态ꎬ因此有 ａ∈Ａꎬ使得 τ(ａ)＝ ｆ(ｘ)ꎬ从而 ρτ(ａ) ＝ ρ ｆ( ｘ) ＝ νσ(ａ)ꎮ 于是 ｄｋνσ(ａ) ＝
νｈｋ(ｘ)ꎬ即 νσ(ｄｋａ)＝ νｈｋ(ｘ)ꎬ进而 σ(ｄｋａ)－ｈｋ(ｘ)∈Ｋｅｒ(ν)＝ Ｉｍ(σｉ)ꎬ故存在 ａ′ｋ∈Ａ′ꎬ使得 σ(ｄｋａ)－ｈｋ(ｘ)＝
σｉ(ａ′ｋ)ꎬ即 ｙ＝ｈｋ(ｘ)＝ σ(ｄｋａ－ｉ(ａ′ｋ))∈Ｉｍ(σ)ꎮ

定理 ７　 对环 Ｒꎬ以下各条等价:
(１) Ｒ 是 ｗ￣ＰＦＰ 环ꎻ
(２) ｗ￣ＩＦＰ￣内射模的商模是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎻ
(３) ＩＦＰ￣内射模的商模是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎻ
(４) ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模的子模是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎻ
(５) ＩＦＰ￣平坦模的子模是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 设 Ｂ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎬＡ 是 Ｂ 的任意子模ꎬ对 Ｒ 的任意有限表现理想 Ｉꎬ正合列 ０→

Ａ→Ｂ→Ｂ / Ａ→０诱导的序列

Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＢ)→Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＢ / Ａ)→Ｅｘｔ２Ｒ(Ｒ / ＩꎬＡ)
是正合列ꎮ 另一方面ꎬ正合列 ０→Ｉ→Ｒ→Ｒ / Ｉ→０诱导的序列

Ｅｘｔ１Ｒ( ＩꎬＡ)→Ｅｘｔ２Ｒ(Ｒ / ＩꎬＡ)→０
是正合列ꎮ 由(１)可知ꎬＩ 是 ｗ￣分裂理想ꎬ于是 Ｅｘｔ１Ｒ( ＩꎬＡ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ从而 Ｅｘｔ２Ｒ(Ｒ / ＩꎬＡ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ故
Ｅｘｔ１Ｒ(Ｒ / ＩꎬＢ / Ａ)是 ＧＶ￣挠模ꎬ即 Ｂ / Ａ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ

(２)⇒(１)ꎮ 设 Ｂ 是内射模 Ｅ 的子模ꎬＩ 是 Ｒ 的任意有限表现理想ꎬ对任何同态 ｆ:Ｉ→Ｅ / Ｂꎬ 由(２)得ꎬ
Ｅ / Ｂ是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ 由引理 ５可得ꎬ存在 Ｊ＝(ｄ１ꎬｄ２ꎬ􀆺ꎬｄｎ)∈ＧＶ(Ｒ)ꎬ以及模同态 ｑｋ:Ｒ→Ｅ / Ｂꎬ使得 ｑｋλ ＝
ｄｋ ｆꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ其中 λ:Ｉ→Ｒ 是嵌入同态ꎮ 由于 Ｒ 是投射模ꎬ因此存在模同态 ｈｋ:Ｒ→Ｅꎬ使得 πｈｋ ＝ ｑｋꎬ其
中 π:Ｅ→Ｅ / Ｂ 是自然满同态ꎬ从而(πｈｋ)(λ)＝ π(ｈｋλ)＝ ｑｋλ＝ｄｋ ｆꎮ 由引理 ６得ꎬＩ 是 ｗ￣分裂的ꎮ

(２)⇒(３)ꎮ 显然ꎮ
(３)⇒(４)ꎮ 设 Ｂ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎬＡ 是 Ｂ 的任意子模ꎬ则正合列 ０→Ａ→Ｂ→Ｂ / Ａ→０ 诱导的序列 ０→

(Ｂ / Ａ) †→Ｂ†→Ａ†→０是正合列ꎮ 由定理 ２得ꎬＢ† 是 ＩＦＰ￣内射模ꎮ 由已知条件得ꎬＡ† 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ 又由

定理 ２得ꎬ Ａ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ
(４)⇒(５)ꎮ 显然ꎮ
(５)⇒(２)ꎮ 设 Ｂ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎬＡ 是 Ｂ 的任意子模ꎬ则正合列 ０→Ａ→Ｂ→Ｂ / Ａ→０ 诱导的序列 ０→

(Ｂ / Ａ) †→Ｂ†→Ａ†→０是正合列ꎮ 由定理 １ 得ꎬＢ† 是 ＩＦＰ￣平坦模ꎮ 由已知条件得ꎬ(Ｂ / Ａ) † 是 ｗ￣ＩＦＰ￣平坦模ꎮ
又由定理 １得ꎬ Ｂ / Ａ 是 ｗ￣ＩＦＰ￣内射模ꎮ
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