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不含 Ｋ ＋１ꎬ３图的强边染色

袁佳鑫ꎬ黄明芳∗

(武汉理工大学理学院ꎬ 湖北 武汉 ４３００７０)

摘要:一个图 Ｇ 的强边染色是将颜色分配给所有的边ꎬ使得每个颜色类的导出子图是一个匹配ꎮ 在图 Ｇ 的强边染色中所需的

最小颜色数称为图 Ｇ 的强边色数ꎬ边 ｅ＝ｕｖ 的度记为 ｄ(ｅ)＝ ｄ(ｕ)＋ｄ(ｖ)ꎬ图 Ｇ 的边度记为 ｄ(Ｇ)＝ ｍｉｎ{ｄ(ｅ) ｜ ｅ∈Ｅ(Ｇ)}ꎮ 证

明最大度为 Δ 且图的边度大于顶点数的不含 Ｋ ＋１ꎬ３图的强边色数至多是 Δ２－Δ＋１ꎮ
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ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｇｒｅａｔｅｒ ｔｈａｎ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃｅｓ ｉｓ ａｔ ｍｏｓｔ Δ２－Δ＋１.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｓｔｒｏｎｇ ｅｄｇｅ￣ｃｏｌｏｒｉｎｇꎻ ｓｔｒｏｎｇ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｉｎｄｅｘꎻ ｅｄｇｅ ｄｅｇｒｅｅ

１　 引言及预备知识

本文所提到的图均为简单图ꎬ用 δ(Ｇ)和 Δ(Ｇ)分别表示图 Ｇ 中顶点的最小度和最大度(简记为 δ 和

Δ)ꎮ 如果存在一个映射 ｆ:Ｅ(Ｇ)→{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}使得对任意 ２条相邻的边 ｅ１ 和 ｅ２ 有 ｆ(ｅ１)≠ｆ(ｅ２)ꎬ那么称图

Ｇ 有一个正常的 ｋ￣边染色ꎮ １９８３年ꎬ由于通信中频率分配的需要ꎬＦｏｕｑｕｅｔ 和 Ｊｏｌｉｖｅｔ[１]引入了强边染色的概

念:在图 Ｇ 的一个正常边染色中ꎬ与同一条边相邻的 ２条边也染不同的颜色ꎬ即每个颜色类的导出子图是一

个匹配ꎮ 在图 Ｇ 的强边染色中所需的最小颜色数称为图 Ｇ 的强边色数ꎬ用 χ′ｓ(Ｇ)表示ꎮ 强边染色可以用来

解决复杂网络中的数据流和信息传递问题ꎬ例如ꎬ在无线电通信网络的频道分配问题中ꎬ当 ２ 个收发器距离

很近时ꎬ它们传输的信号容易发生干扰ꎬ所以要避免距离较近的收发器传输相同的频率ꎮ 用颜色代表频率ꎬ
这个频道的分配问题就转化成了图的强边染色问题ꎬ因此强边染色因具有良好的应用背景而受到了诸多学

者的关注ꎮ
通过贪婪算法ꎬ易知 χ′ｓ(Ｇ)≤２Δ２－２Δ＋１ꎮ 为了减小上界中 Δ２ 的系数ꎬ在 １９９７ 年ꎬＭｏｌｌｏｙ 和 Ｒｅｅｄ[２]给

出了强边色数的上界是 １.９９８Δ２ꎮ 在 ２０１８年由 Ｂｒｕｈｎ 和 Ｊｏｏｓ[３]将上界改进到 １.９３Δ２ꎬ最近由 Ｈｕｒｌｅｙ 等[４]改
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进到 １.７７２Δ２ꎮ
　 　 对于一般图的强边染色ꎬ在 １９８８年ꎬＥｒｄöｓ[５]提出了以下猜想:

猜想 １.１[５] 　 对于每个最大度为 Δ 的图 Ｇꎬ

χ′ｓ(Ｇ)≤

５
４
Δ２ꎬ 　 　 　 　 如果 Δ 是偶数ꎬ

５
４
Δ２－ １
２
Δ＋ １
４
ꎬ　 如果 Δ 是奇数ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

当 Δ≤３时此猜想已被证实是成立的ꎻ当 Δ≥４ 时这个猜想仍是开放的ꎬ对于平面图的强边染色ꎬＨｕｄ􀅡ｋ
等[６]在 ２０１４年得出以下结论:

命题 １.１[６] 　 (１) 一个最大度为 Δ 的平面图 Ｇꎬ如果 ｇ(Ｇ)≥７ꎬ则 χ′ｓ(Ｇ)≤３Δꎻ
(２) 一个最大度为 Δ 的平面图 Ｇꎬ如果 ｇ(Ｇ)≥６ꎬ则 χ′ｓ(Ｇ)≤３Δ＋５ꎮ
２０１５年ꎬ孟献青[７]证明了对于没有 ｋ￣圈(４≤ｋ≤１０)且 ３￣圈不相交的平面图ꎬ有 χ′ｓ(Ｇ)≤３Δ＋１ꎮ 同年孟

献青[８]证明了没有 ３￣、５￣、６￣、７￣、８￣圈及相交 ４￣圈的平面图的强边色数至多是 ３Δ＋１ꎮ ２０２２ 年ꎬ卜月华和张

恒[９]证明了 ｇ≥５ꎬ Δ≥６并且 ５￣圈不相交的平面图的强边色数至多是 ４Δ－１ꎮ
如果图 Ｈ 可以从图 Ｇ 的一个导出子图中通过收缩边得到ꎬ则称 Ｈ 是 Ｇ 的子式图ꎮ 如果图 Ｇ 没有图 Ｈ

作为一个子式图ꎬ则称图 Ｇ 不含 Ｈ 子式图ꎮ Ｌｉｈ 等[１０]证明了若图 Ｇ 不含 Ｋ４ 子式图ꎬ则当 ２≤Δ≤３ 时ꎬ有

χ′ｓ(Ｇ)≤Δ＋３ꎻ当 Δ≥４时ꎬ有 χ′ｓ(Ｇ)≤⌊３Δ２ 」＋１ꎮ 后来ꎬＷａｎｇ 等[１１]证明如果图 Ｇ 不含 Ｋ４ 子式图ꎬ有 χ′ｓ(Ｇ)≤

３Δ－２且这个上界是紧的ꎮ 如果一个图 Ｇ 不含与 Ｈ∗同构的导出子图ꎬ则称图 Ｇ 不含 Ｈ∗ꎮ 若图 Ｇ 不含

Ｋ１ꎬ３ꎬ则称图 Ｇ 为无爪图ꎮ ２０２０ 年ꎬＤęｂｓｋｉ 等[１２]研究了最大度为 Δ 的无爪图以及不含 Ｋ１ꎬｔ的图ꎬ得到如下

结论:

命题 １.２[１２] 　 (１) 如果图 Ｇ 是一个最大度为 Δ 的无爪图ꎬ则强边染色数的上界是
９
８
Δ２＋Δꎮ

(２) 令 ｔ≥４ꎬ如果图 Ｇ 是一个最大度为 Δ 的不含 Ｋ１ꎬｔ的图ꎬ则强边染色数的上界是 ２－ １
ｔ－２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Δ２－ｔ

－４
ｔ－２

Δ－

１
ｔ－２
ꎮ

２０２１年ꎬＤｅꎬｂｓｋｉ 和Ｓ' ｌｅｓｚｙｎ' ｓｋａ￣Ｎｏｗａｋ[１３]对上述结果进行了改进ꎬ得到了下面的结论:

命题 １.３[１３] 　 若图 Ｇ 是一个最大度为 Δ 的无爪图ꎬ则 Ｇ 中强团的大小满足 ω(Ｌ２(Ｇ))≤Δ２＋ １
２
Δꎮ

定义 １.１　 图 Ｇ 中ꎬ与边 ｅ ＝ ｕｖ 关联的 ２ 个顶点 ｕ 与 ｖ 的度之和称为边 ｅ 的度ꎬ记为 ｄ(ｅ)ꎬ即 ｄ(ｅ)＝
ｄ(ｕ)＋ｄ(ｖ)ꎮ 记 ｄ(Ｇ)＝ ｍｉｎ{ｄ(ｅ) ｜ ｅ∈Ｅ(Ｇ)}为图 Ｇ 的边度ꎮ

定义 １.２　 Ｋ１ꎬ３任意添加一条边称之为旗帜ꎬ记为 Ｋ＋１ꎬ３ꎮ
本文在命题 １.２对无爪图研究的基础上ꎬ研究了不含 Ｋ＋１ꎬ３图ꎮ 若图 Ｇ 中不含 Ｋ＋１ꎬ３ꎬ那么图 Ｇ 中顶点之间

可能是独立的ꎬ也可能存在很多边ꎮ 当图 Ｇ 中顶点之间的边数较多时ꎬ其结构较为复杂ꎬ针对这类图ꎬ本文

得到了如下结果:
定理 １.１　 设图 Ｇ 的最大度为 Δ 且图的边度大于顶点数ꎬ若图 Ｇ 不含 Ｋ＋１ꎬ３ꎬ则 χ′ｓ(Ｇ)≤Δ２－Δ＋１ꎮ

猜想 １.１所给出的强边色数上界中 Δ２ 的系数为
５
４
ꎬ本文在定理 １.１ 的条件下将 Δ２ 的系数减小为 １ꎬ这

一结论对强边染色的研究具有一定的推动作用ꎮ
本文考虑的图 Ｇꎬ其边度大于顶点数且不含 Ｋ＋１ꎬ３ꎮ 对于顶点数为 ｎ 的图 Ｇ 中任意一条边 ｅꎬ若 ｄ(ｅ)>ｎꎬ

则边 ｅ 至少在一个三角形中(假设图 Ｇ 中有一条边 ｅ＝ｕｖ 不在任意一个三角形中ꎬ则 ｄ(ｕ)＋ｄ(ｖ)≤ｎ－２＋２＝ｎꎬ
与 ｄ(ｅ)>ｎ 矛盾)ꎬ因此将图 Ｇ 中的每条边按其所在三角形的个数由少到多进行排序ꎬ按照这个顺序ꎬ通过

贪婪算法将这些边逐一进行着色ꎬ即如果边 ｅ１ 所在的三角形数量少于边 ｅ２ 所在的三角形数量ꎬ则边 ｅ１ 先于

边 ｅ２ 着色ꎮ
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２　 图 Ｇ 的局部结构

对于图 Ｇ 中的任意一条边 ｅꎬ将与 ｅ 的邻边相邻的边及 ｅ 的邻边一起构成的集合称为 ｅ 的 ２￣邻域(不包

含边 ｅ)ꎮ 设 ｖ１ｖ２ 是 Ｇ 中的任意一条边ꎬ将计算在边 ｖ１ｖ２ 的 ２￣邻域内先于边 ｖ１ｖ２ 着色的边数ꎮ
如图 １ꎬ将图 Ｇ 中顶点 ｖ１、ｖ２ 的邻点(除 ｖ１、ｖ２ 外)划分为 Ｄ１、Ｄ２、Ｄ３ 这 ３个顶点集ꎬ其中 Ｄ１ 是与 ｖ１ 相邻

但不与 ｖ２ 相邻的顶点集ꎬＤ２ 是与 ｖ２ 相邻但不与 ｖ１ 相邻的顶点集ꎬＤ３ 是同时与 ｖ１ 和 ｖ２ 相邻的顶点集ꎬ因
此ꎬ在图 Ｇ 中ꎬ边 ｖ１ｖ２ 的 ２￣邻域由顶点集 Ｄ１、Ｄ２、Ｄ３ 中所有顶点与其邻点之间的边构成ꎮ

图 １　 图 Ｇ 中顶点 ｖ１、ｖ２ 的邻点(除 ｖ１、ｖ２ 外)划分为 Ｄ１、Ｄ２、Ｄ３ 这 ３个顶点集
Ｆｉｇ.１　 Ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃｅｓ ｖ１ꎬ ｖ２(ｅｘｃｅｐｔ ｖ１ꎬ ｖ２) ｉｎ ｔｈｅ ｇｒａｐｈ Ｇ ａｒｅ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ ｔｈｒｅｅ ｓｅｔｓ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃｅｓ Ｄ１ꎬ Ｄ２ ａｎｄ Ｄ３

　 　 令 ｜Ｄ１ ｜ ＝ｄ１ꎬ ｜Ｄ２ ｜ ＝ｄ２ꎬ ｜Ｄ３ ｜ ＝ｄ３ꎬ已知图 Ｇ 的边度大于顶点数ꎬ那么任意一条边都至少在一个三角形

中ꎬ所以 Ｄ３ 中至少有一个顶点ꎬ因此有

０≤ｄ１ꎬ　 ｄ２≤Δ－１ꎬ (２.１)
１≤ｄ３≤Δ－１ꎬ (２.２)
ｄ１＋ｄ３≤Δ－１ꎬ (２.３)
ｄ２＋ｄ３≤Δ－１ꎮ (２.４)

图 Ｇ 中的顶点集 Ｄ１、Ｄ２、Ｄ３ 间的结构满足以下引理:
引理 ２.１　 (１) Ｄ１、Ｄ２ 是独立集ꎻ
(２) 对于任意 ｘ１∈Ｄ１ꎬ ｘ３∈Ｄ３ꎬ都有 ｘ１ 与 ｘ３ 相邻ꎻ
(３) 对于任意 ｘ２∈Ｄ２ꎬ ｘ３∈Ｄ３ꎬ都有 ｘ２ 与 ｘ３ 相邻ꎻ
(４) 对于任意 ｘ１∈Ｄ１ꎬ ｘ２∈Ｄ２ꎬ都有 ｘ１ 与 ｘ２ 相邻ꎮ
证明　 (１) 反证法ꎮ 假设∃ｕ１ꎬｕ２∈Ｄ１ꎬ使得 ｕ１、ｕ２ 相邻ꎬ则顶点 ｕ１、ｕ２ 与 ｖ１、ｖ２ 一起形成一个 Ｋ＋１ꎬ３ꎬ矛

盾ꎮ Ｄ２ 的证明与之同理ꎮ
(２) 假设∃ｘ１∈Ｄ１ꎬ ｘ３∈Ｄ３ꎬ使得 ｘ１ 与 ｘ３ 不相邻ꎮ 已知 ｘ１ 与 ｖ２ 不相邻ꎬ因此顶点 ｘ１、ｘ３ 与 ｖ１、ｖ２ 会形

成一个 Ｋ＋１ꎬ３ꎬ矛盾ꎮ
(３) 假设∃ｘ２∈Ｄ２ꎬ ｘ３∈Ｄ３ꎬ使得 ｘ２ 与 ｘ３ 不相邻ꎮ 因为 ｘ２ 与 ｖ１ 不相邻ꎬ所以顶点 ｘ２、ｘ３ 与 ｖ１、ｖ２ 会形

成一个 Ｋ＋１ꎬ３ꎬ矛盾ꎮ
(４) 假设∃ｘ１∈Ｄ１ꎬ ｘ２∈Ｄ２ꎬ使得 ｘ１ 与 ｘ２ 不相邻ꎮ 由(２)、(３)知ꎬ在 Ｄ１、Ｄ２、Ｄ３ 中任取一个点与 ｖ１ 或

ｖ２ 会形成一个 Ｋ＋１ꎬ３ꎬ矛盾ꎮ 证毕ꎮ
下面给出 Ｉｄｉ＋１>ｄ３的定义:

Ｉｄｉ＋１>ｄ３ ＝
０ꎬ　 如果 ｄｉ＋１≤ｄ３ꎬ
１ꎬ　 如果 ｄｉ＋１>ｄ３ꎬ

{
其中 ｉ＝ １ꎬ２ꎮ

现在来计算图 Ｇ 中在边 ｖ１ｖ２ 的 ２￣邻域内先于边 ｖ１ｖ２ 着色的边数ꎬ即 ｖ１ｖ２ 的 ２￣邻域内的边数减去在边

ｖ１ｖ２ 之后着色的边数ꎬ至多为



　 ５６　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ５９卷　

Δ(ｄ１＋ｄ２＋ｄ３)－ｄ１ｄ２－ｄ１ｄ３－ｄ２ｄ３－Ｉｄ１＋１>ｄ３ｄ２ｄ３－Ｉｄ２＋１>ｄ３ｄ１ｄ３－Ｉｄ１＋１>ｄ３ｄ３－Ｉｄ２＋１>ｄ３ｄ３ꎮ (２.５)
注意到ꎬ边 ｖ１ｖ２ 的 ２￣邻域由顶点集 Ｄ１、Ｄ２、Ｄ３ 中所有顶点与其邻点之间的边构成ꎮ 在图 Ｇ 中ꎬ顶点集

Ｄ１、Ｄ２、Ｄ３ 中所有顶点的度都至多为 Δꎬ那么边 ｖ１ｖ２ 的 ２￣邻域内边数的最大值为 Δ(ｄ１＋ｄ２＋ｄ３)ꎬ因此第 １ 项

表示在边 ｖ１ｖ２ 的 ２￣邻域内边数的最大值ꎮ
由引理 ２.１知ꎬ２个端点分别在顶点集 Ｄｉ 与 Ｄｊ 中的边数是 ｄｉｄｊꎬ其中 ｉꎬｊ∈{１ꎬ２ꎬ３}且 ｉ≠ｊꎮ 由于 ２个端

点分别在顶点集 Ｄｉ 与 Ｄｊ 中的边在第 １项中被计算了 ２次ꎬ因此要减去第 ２、３、４项ꎮ
然后减去在边 ｖ１ｖ２ 之后着色的边数ꎮ 已知 ｖ１ｖ２ 在 ｄ３ 个三角形中ꎬ若 ｖ１ｖ２ 的 ２￣邻域内的边所在三角形

的数量大于 ｄ３ꎬ则该边在 ｖ１ｖ２ 之后着色ꎮ
由引理 ２.１可知ꎬ２个端点分别在 Ｄ１ 与 Ｄ３ 中的任意一条边所在的三角形数量至少为 ｄ２＋１ꎬ２ 个端点分

别在 Ｄ２ 与 Ｄ３ 中的任意一条边所在的三角形数量至少为 ｄ１＋１ꎬ２个端点分别在 Ｄ１ 与 Ｄ２ 中的任意一条边所

在的三角形数量至少为 ｄ３ꎮ 顶点 ｖ１ 与 Ｄ３ 中任意一个顶点之间的边所在的三角形数量至少为 ｄ１＋１ꎬ顶点 ｖ２
与 Ｄ３ 中任意一个顶点之间的边所在的三角形数量至少为 ｄ２＋１ꎮ

第 ５项中如果 ｄ１＋１>ｄ３ꎬ则 ２个端点分别在 Ｄ２ 与 Ｄ３ 中的边在 ｖ１ｖ２ 之后着色ꎬ共 ｄ２ｄ３ 条ꎻ第 ６项中如果

ｄ２＋１>ｄ３ꎬ则 ２个端点分别在 Ｄ１ 与 Ｄ３ 中的边在 ｖ１ｖ２ 之后着色ꎬ共 ｄ１ｄ３ 条ꎻ第 ７项中如果 ｄ１＋１>ｄ３ꎬ则顶点 ｖ１
与 Ｄ３ 中任意一个顶点之间的边均在 ｖ１ｖ２ 之后着色ꎬ共 ｄ３ 条ꎻ第 ８ 项中如果 ｄ２＋１>ｄ３ꎬ则顶点 ｖ２ 与 Ｄ３ 中任

意一个顶点之间的边均在 ｖ１ｖ２ 之后着色ꎬ共 ｄ３ 条ꎮ

３　 定理 １.１的证明

本节求解式(２.５)的最大值ꎬ因为图 Ｇ 的边度大于顶点数 ｎꎬ所以有最大度 Δ> ｎ
２
ꎮ 当 ｎ≤３ 时ꎬ定理 １.１

显然成立ꎮ 接下来讨论 ｎ≥４的情况ꎬ此时 Δ≥３ꎬ由引理 ２.１可知ꎬｄ１＋ｄ２≤Δ－２ꎮ 注意到所有约束对于 ｄ１ 和

ｄ２ 都是对称的ꎬ那么式(２.５)取得最大值时 ｄ１ ＝ｄ２≤
Δ－２
２
ꎬ因此式(２.５)不超过

ｆ(ｄ１ꎬｄ３)＝ Δ(２ｄ１＋ｄ３)－ｄ２１－２ｄ１ｄ３－Ｉｄ１＋１>ｄ３２ｄ１ｄ３－Ｉｄ１＋１>ｄ３２ｄ３ꎮ (３.１)
情形 １　 ｄ１＋１>ｄ３ꎮ
式(３.１)变为

ｆ１(ｄ１ꎬｄ３)＝ Δ(２ｄ１＋ｄ３)－ｄ２１－４ｄ１ｄ３－２ｄ３ꎮ (３.２)

对 ｄ３ 求导得
∂ｆ１
∂ｄ３
＝Δ－４ｄ１－２ꎮ

情形 １.１　 ０≤ｄ１≤
Δ－２
４
ꎮ

在这种情况下ꎬ式(３.２)关于 ｄ３ 递增ꎬ根据式(２.３)以及 ｄ１＋１>ｄ３ 得 Δ－ｄ１－１>ｄ１＋１恒成立ꎬ因此 ｄ３<ｄ１＋１ꎬ则
式(３.２)不超过

ｆ２(ｄ１)＝ ３Δｄ１＋Δ－５ｄ２１－６ｄ１－２ꎮ (３.３)

对 ｄ１ 求导得
ｄｆ２
ｄｄ１
＝ ３Δ－１０ｄ１－６≥３Δ－

５
２
Δ＋５－６ ＝ １

２
Δ－１>０ 恒成立ꎬ因此式(３.３)关于 ｄ１ 递增ꎬ则当 ｄ１ ＝

Δ－２
４

时ꎬ式(３.３)取得最大值
７
１６

Δ２－ ３
４
Δ－ １
４
ꎮ

情形 １.２　 Δ－２
４
<ｄ１≤

Δ－２
２
ꎮ

在这种情况下ꎬ式(３.２)关于 ｄ３ 递减ꎮ 因为 １≤ｄ３<ｄ１＋１ꎬ所以当 ｄ３ ＝ １时ꎬ式(３.２)取最大值

ｆ３(ｄ１)＝ ２Δｄ１＋Δ－ｄ２１－４ｄ１－２ꎮ (３.４)

对 ｄ１ 求导得
ｄｆ３
ｄｄ１
＝ ２Δ－２ｄ１－４≥２Δ－２×

Δ－２
２
－４ ＝ Δ－２>０ 恒成立ꎬ因此 ｆ３ 关于 ｄ１ 递增ꎬ则当 ｄ１ ＝

Δ－２
２

时ꎬ
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式(３.４)取最大值
３
４
Δ２－２Δ＋１ꎮ

情形 ２　 ｄ１＋１≤ｄ３ꎮ
式(３.１)变为

ｆ４(ｄ１ꎬｄ３)＝ Δ(２ｄ１＋ｄ３)－ｄ２１－２ｄ１ｄ３ꎮ (３.５)

对 ｄ１ 求导得
∂ｆ４
∂ｄ１
＝ ２Δ－２ｄ１－２ｄ３ ＝ ２(Δ－ｄ１－ｄ３)≥２>０ꎬ所以式(３.５)关于 ｄ１ 递增ꎮ 根据 ｄ１＋ｄ３≤Δ－１ꎬ ｄ１≤

ｄ３－１以及 ｄ１≤
Δ－２
２
ꎬ分以下 ２种情况讨论:

情形 ２.１　 １≤ｄ３≤
Δ
２
ꎮ

此时 ｄ３－１≤
Δ－２
２
≤Δ－ｄ３－１ꎬ则 ０≤ｄ１≤ｄ３－１ꎬ因此式(３.５)不超过

ｆ５(ｄ３)＝ ３Δｄ３－２Δ－３ｄ２３＋４ｄ３－１ꎮ (３.６)

对 ｄ３ 求导得
ｄｆ５
ｄｄ３
＝ ３Δ－６ｄ３＋４≥３Δ－６×

Δ
２
＋４ ＝ ４>０ꎬ因此式(３.６)关于 ｄ３ 递增ꎬ则当 ｄ３ ＝

Δ
２
时ꎬ式(３.６)取

得最大值
３
４
Δ２－１ꎮ

情形 ２.２　 Δ
２
<ｄ３≤Δ－１ꎮ

此时 Δ－ｄ３－１≤
Δ－２
２
≤ｄ３－１ꎬ则 ０≤ｄ１≤Δ－ｄ３－１ꎬ因此当 ｄ１ ＝Δ－ｄ３－１时ꎬ式(３.５)取得最大值

ｆ６(ｄ３)＝ Δ２－Δｄ３＋ｄ２３－１ꎮ (３.７)

对 ｄ３ 求导得
ｄｆ６
ｄｄ３
＝ ２ｄ３－Δ>２×

Δ
２
－Δ＝ ０ꎬ因此式(３.７)关于 ｄ３ 递增ꎬ则当 ｄ３ ＝Δ－１ 时ꎬ式(３.７)取得最大值

Δ２－Δꎮ
综上所述ꎬ在边 ｖ１ｖ２ 的 ２￣邻域内先于边 ｖ１ｖ２ 着色的边数最大值为 Δ２－Δꎬ因此最大度为 Δ 时ꎬ图 Ｇ 的强

边色数上界为 Δ２－Δ＋１ꎮ
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