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线性混合效应模型的复合分位数回归估计
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摘要:考虑线性混合效应模型的稳健估计问题ꎬ通过结合矩阵的 ＱＲ 分解技术和复合分位数回归方法ꎬ提出一种基于正交投影

的复合分位数回归估计方法ꎮ 先通过 ＱＲ 分解技术消除随机效应ꎬ再构造固定效应的复合分位数回归目标函数ꎬ从而获得固

定效应的估计ꎮ 在一些正则条件下ꎬ证明所提出估计的渐近正态性ꎮ 所提出的估计方法无需对模型误差和随机效应的分布

作任何限制性的假定ꎬ并且固定效应的估计不受随机效应的影响ꎮ 与正交矩估计方法的模拟研究比较表明ꎬ本文提出的方法

具有稳健性ꎬ并将其应用于实际数据分析ꎮ
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０　 引言

线性混合效应模型广泛地应用于相关数据的分析ꎬ比如纵向数据和重复测量数据ꎮ 随着相关数据研

究的不断发展ꎬ线性混合效应模型在生物医学、计量经济学、社会科学等各个领域都有着广泛的应用ꎮ 大

量学者关注并研究了线性混合效应模型:Ｃｕｉ 等[１]基于矩估计方法研究了线性混合效应模型中固定效应

的估计问题ꎻＷｕ 等[２]基于 ＱＲ 分解针对线性混合效应模型的随机效应以及模型误差的高阶矩提出了一
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种正交矩估计方法ꎻ陈心洁等[３] 利用 ＦＩＣ 选择准则方法讨论了线性混合效应模型的变量选择问题ꎻ林
鹏[４]基于修正 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解的硬阈值估计和一种罚估计考虑了线性混合效应模型中随机效应的选择问

题ꎻ赵培信等[５]基于矩阵的 ＱＲ 分解技术ꎬ对含有不完全观测数据的线性混合效应模型提出了一种基于

正交投影的估计方法ꎮ
目前ꎬ大多数关于线性混合效应模型的研究都集中在最小二乘估计的框架下进行讨论的ꎬ然而最小二乘

估计容易受到离群点的影响ꎬ难以满足关于模型误差的假设条件ꎮ 在实际收集到的数据中ꎬ通常有异常值、
尖峰、厚尾等异质性ꎬ此时采用最小二乘估计的方法将不再具有优良性ꎬ且稳定性很差ꎮ 为了获得稳健性的

估计ꎬＺｏｕ 等[６]提出了复合分位数回归ꎬ该方法是一个有效的稳健性估计方法ꎮ 复合分位数回归提出后被广

泛应用:王康宁等[７]利用 ｃｏｐｕｌａ 函数和复合分位数回归讨论了纵向数据模型的稳健估计和变量选择ꎻ刘艳

霞等[８]基于复合分位数回归考虑了部分线性变系数模型中未知参数和非参数分量的估计问题ꎻ张永霞等[９]

将贝叶斯和复合分位数回归方法相结合ꎬ研究了部分线性单指标模型的估计问题ꎻ张立文等[１０] 基于复合分

位数研究了门限自回归模型的变点问题ꎻＪｉａｎｇ 等[１１]研究了超高维单指标复合分位数回归模型ꎻＧｕｏ 等[１２]将

复合分位数回归推广到了超高维半参数模型平均的研究ꎮ
本文研究的问题是针对混合效应模型结合复合分位数回归获得一个稳健的估计ꎬ本文提出方法的创新

点在于:(１)借鉴 Ｗｕ 等[２]的思想ꎬ采用 ＱＲ 分解技术消除了随机效应ꎬ使得固定效应的估计不受随机效应的

影响ꎮ (２)与 Ｗｕ 等[２]提出的估计方法相比ꎬ本文构造的复合分位数回归目标函数使得固定效应的估计更

加稳健ꎮ

１　 方法与主要结果

１.１　 复合分位数回归估计

考虑如下线性混合效应模型

Ｙｉｊ ＝ＸＴ
ｉｊβ＋ＺＴ

ｉｊｂｉ＋εｉｊꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌｉꎬ (１)
其中:Ｙｉｊ是响应变量ꎻＸｉｊ和 Ｚ ｉｊ分别为 ｐ×１、ｑ×１ 型协变量ꎻｌｉ 为第 ｉ 个个体的观测次数ꎻβ 为 ｐ×１ 型固定效应ꎻ
ｂｉ ＝(ｂｉ１ꎬｂｉ２ꎬ􀆺ꎬｂｉｑ) Ｔ 为第 ｉ 个个体的 ｑ×１ 型随机效应ꎻεｉｊ为模型误差ꎬ假定{εｉｊꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌｉ}
和{ｂｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}是独立同分布的随机变量序列ꎮ

记 Ｙ ｉ ＝(Ｙｉ１ꎬＹｉ２ꎬ􀆺ꎬＹｉｌｉ)
Ｔ 是 ｌｉ×１ 型向量ꎬＸｉ ＝ (Ｘｉ１ꎬＸｉ２ꎬ􀆺ꎬＸｉｌｉ)

Ｔ 是 ｌｉ×ｐ 型矩阵ꎬ Ｚ ｉ ＝ (Ｚ ｉ１ꎬＺ ｉ２ꎬ􀆺ꎬＺ ｉｌｉ)
Ｔ

是 ｌｉ×ｑ 型矩阵及 εｉ ＝(εｉ１ꎬεｉ２ꎬ􀆺ꎬεｉｌｉ)
Ｔ 是 ｌｉ×１ 型向量ꎬ那么模型(１)可写为

Ｙ ｉ ＝Ｘｉ β＋Ｚ ｉｂｉ＋εｉꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ ꎮ (２)
进一步地ꎬ假设 Ｚ ｉ 是列满秩的矩阵ꎬ下面对矩阵 Ｚ ｉ 进行 ＱＲ 分解ꎬ即

Ｚ ｉ ＝Ｑｉ

Ｒｉ

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

其中:Ｑｉ 是 ｌｉ×ｌｉ 型正交矩阵ꎻＲｉ 是 ｑ×ｑ 型上三角矩阵ꎻ０ 是( ｌｉ－ｑ) ×ｑ 型零矩阵ꎮ 现将 Ｑｉ 划分为 Ｑｉ ＝ (Ｑｉ１ꎬ
Ｑｉ２)ꎬ其中 Ｑｉ１是 ｌｉ×ｑ 型矩阵ꎬＱｉ２是 ｌｉ×( ｌｉ－ｑ)型矩阵ꎮ 由矩阵的正交性可知 Ｚ ｉ ＝Ｑｉ１Ｒｉ 和 ＱＴ

ｉ２Ｑｉ１ ＝ ０ꎬ因此有

ＱＴ
ｉ２Ｚ ｉ ＝ＱＴ

ｉ２Ｑｉ１Ｒｉ ＝ ０ꎮ 基于此ꎬ在模型(２)两边同时左乘 ＱＴ
ｉ２可得模型

ＱＴ
ｉ２Ｙ ｉ ＝ＱＴ

ｉ２Ｘｉ β＋ＱＴ
ｉ２εｉꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ (３)

令 􀭹Ｙ ｉ ＝ＱＴ
ｉ２Ｙ ｉ 是( ｌｉ－ｑ) ×１ 型向量ꎬ􀭾Ｘｉ ＝ＱＴ

ｉ２Ｘｉ 是( ｌｉ－ｑ) ×ｐ 型矩阵ꎬ􀭹εｉ ＝ＱＴ
ｉ２εｉ 是( ｌｉ－ｑ) ×１ 型向量ꎬ则模型

(３)可变为
􀭹Ｙ ｉ ＝􀭾Ｘｉ β＋􀭹εｉꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ (４)

式(４)通过 ＱＲ 分解消除了随机效应ꎬ即模型(４)变为仅含有固定效应的线性回归模型ꎮ 注意到ꎬ通过变换

后ꎬ样本量由 ｎｌｉ 变成了 ｎ( ｌｉ－ｑ)ꎮ 为了简单起见ꎬ记 Ｎ＝ｎ( ｌｉ－ｑ)ꎮ 基于模型(４)ꎬ可以构造 β 如下复合分位

数回归估计 β^ＣＱＲꎬ即

( ａ^１ꎬａ^２ꎬ􀆺ꎬａ^Ｋꎬ β^ＣＱＲ)＝ ａｒｇ ｍｉｎ
ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａＫꎬ β

∑
Ｋ

ｋ ＝１
{∑

ｎ

ｉ ＝１
∑
ｌｉ－ｑ

ｊ ＝１
ρτｋ(􀭹Ｙｉｊ－􀭾ＸＴ

ｉｊ β－ａｋ) } ꎬ
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其中:ρτｋ(ｒ)是分位数损失函数且 ρτｋ(ｒ)＝ τｋｒ－ｒＩ(ｒ<０)ꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＫꎬ ０<τ１<τ２<􀆺<τＫ<１ꎻ ａｋ 是 􀭹εｉｊ的 τｋ 分位

点ꎻ􀭹Ｙｉｊ是 􀭹Ｙ ｉ 的第 ｊ 行ꎻ􀭾Ｘｉｊ是 􀭾Ｘｉ 的第 ｊ 行ꎻＫ 是分位点的个数ꎮ 上述目标函数是对分位数回归模型的改进ꎬ综

合了多处分位数回归的信息ꎬ所以估计更稳健ꎮ 通常ꎬ使用等间隔的分位点ꎬ即 τｋ ＝
ｋ

Ｋ＋１
ꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＫꎬ等间

隔分位点操作方便ꎮ 除此之外ꎬ它包括了一些常见分位点的信息ꎬ如 Ｋ＝ ５ꎬ９ 时ꎬ包含了常用的分位点如中位

数、１０％分位点、９０％分位点等ꎮ Ｚｏｕ 等[６]指出ꎬ当 Ｋ≥５ 时ꎬ估计值接近真实值ꎮ 综上ꎬ本文在模拟研究中取

Ｋ＝ ５ꎬ９ 这 ２ 种情况进行验证ꎮ 对于该非线性目标函数的最值问题ꎬ可以直接调用 Ｒ 软件中的 ｃｑｒＲｅｇ 包来

解决ꎮ
１.２　 渐近性质

为了得到 β^ＣＱＲ的渐近性质ꎬ需要以下条件:
(Ｃ１) 存在一个 ｐ×ｐ 型正定矩阵 Σꎬ使得

Σ ＝ ｌｉｍ
ｎ→¥

１
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝１
(ＸＴ

ｉ Ｑｉ２ＱＴ
ｉ２Ｘｉ)ꎻ

(Ｃ２) 对于任意的 ｐ 维向量 ｕ 和常数 μꎬ 􀭹ε的累积分布函数 Ｆ(􀅰)和密度函数 ｆ(􀅰)满足

ｌｉｍ
ｎ→¥

１
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝１
∫μ０＋􀭾Ｘ

Ｔｉ ｕ

０
ｎ Ｆ(ａ＋ ｔ

ｎ
)－Ｆ(ａ)é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄｔ＝ １

２
ｆ(ａ)(μ０ꎬｕＴ)

１ ０
０ Σ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (μ０ꎬｕＴ) Ｔꎮ

定理 １　 若正则条件(Ｃ１)、(Ｃ２)成立ꎬ则有

ｎ ( β^ＣＱＲ－β)
ｄ
→Ｎ(０ꎬΣＣＱＲ)ꎬ

ΣＣＱＲ ＝Σ
－１
∑
Ｋ

ｋꎬｋ′
ｍｉｎ(τｋꎬτｋ′)(１－ｍａｘ(τｋꎬτｋ′))

(∑
Ｋ

ｋ ＝１
ｆ(ａｋ))

２
ꎬ

其中
ｄ
→表示依分布收敛ꎮ

证明　 记 β、ａｋ 是参数真值ꎬ令 ｎ ( β^ＣＱＲ－β)＝ μｎꎬ ｎ ( ａ^ｋ－ａｋ)＝ ｖｎꎬｋꎬ则(ｖｎꎬ１ꎬｖｎꎬ２ꎬ􀆺ꎬｖｎꎬＫꎬμＴ
ｎ )可以通过最

小化如下目标函数可得

ＬＮ ＝∑
Ｋ

ｋ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
∑
ｌｉ－ｑ

ｊ ＝１
ρτｋ 􀭹εｉｊ－ａｋ－

ｖｎꎬｋ＋􀭾ＸＴ
ｉｊ μｎ

ｎ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － ρτｋ(􀭹εｉｊ－ａｋ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎮ

其中令 􀭹εｉｊ－ａｋ ＝ ｒꎬ
ｖｎꎬｋ＋􀭾ＸＴ

ｉｊ μｎ

ｎ
＝ ｓꎮ

根据文献[１３]中式(２－１３)知

｜ ｒ－ｓ ｜ － ｜ ｒ ｜ ＝ －ｓ( Ｉ(ｒ>０)－Ｉ(ｒ<０))＋２ ∫ｓ

０
[ Ｉ(ｒ≤ｔ)－Ｉ(ｒ≤０)]ｄｔꎬ

则有

ρτ(ｒ－ｓ)－ρτ(ｒ)＝ ｓ( Ｉ(ｒ<０)－τ)＋ ∫ｓ
０
[ Ｉ(ｒ≤ｔ)－Ｉ(ｒ≤０)]ｄｔꎬ

因此ꎬ可以将 ＬＮ 写成

ＬＮ ＝ ∑
Ｋ

ｋ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
∑
ｌｉ－ｑ

ｊ ＝１

ｖｎꎬｋ＋􀭾ＸＴ
ｉｊ μｎ

ｎ
Ｉ(􀭹εｉｊ<ａｋ)－τｋ[ ]

＋ ∑
Ｋ

ｋ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
∑
ｌｉ－ｑ

ｊ ＝１
∫

ｖｎꎬｋ＋􀭾Ｘ
Ｔ
ｉｊ μ ｎ

ｎ

０
Ｉ(􀭹εｉｊ <ａｋ＋ ｔ) － Ｉ(􀭹εｉｊ <ａｋ)[ ] ｄｔ

＝∑
Ｋ

ｋ ＝１
Ａ(ｋ)

Ｎ ＋∑
Ｋ

ｋ ＝１
Ｂ(ｋ)

Ｎ ꎮ

首先考虑 Ｂ(ｋ)
Ｎ ꎬ
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Ｅ(Ｂ(ｋ)
Ｎ )＝ ∑

ｎ

ｉ ＝１
∑
ｌｉ－ｑ

ｊ ＝１
∫

ｖｎꎬｋ＋􀭾Ｘ
Ｔ
ｉｊ μ ｎ

ｎ

０
Ｆ(ａｋ＋ｔ)－Ｆ(ａｋ)[ ] ｄｔ

＝ １
ｎ ∑

ｎ

ｉ ＝１
∑
ｌｉ－ｑ

ｊ ＝１
∫ ｖｎꎬｋ＋􀭾Ｘ

Ｔ
ｉｊ μ ｎ

０
ｎ Ｆ(ａｋ＋

ｔ
ｎ
)－Ｆ(ａｋ)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄｔ

→
１
２
ｆ(ａｋ)(ｖｎꎬｋꎬ μＴ

ｎ )
１ ０
０ Σ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ｖｎꎬｋꎬ μＴ

ｎ ) Ｔꎬ

　 　 　 　 Ｖａｒ(Ｂ(ｋ)
Ｎ )＝ ∑

ｎ

ｉ ＝１
∑
ｌｉ－ｑ

ｊ ＝１
Ｅ( ∫

ｖｎꎬｋ＋􀭾Ｘ
Ｔ
ｉｊ μ ｎ

ｎ

０
( Ｉ(􀭹εｉｊ≤ａｋ＋ｔ)－Ｉ(􀭹εｉｊ≤ａｋ)－ Ｆ(ａｋ＋ｔ)－Ｆ(ａｋ)[ ] )ｄｔ) ２

≤ ∑
ｎ

ｉ ＝１
∑
ｌｉ－ｑ

ｊ ＝１
Ｅ(∫

ｖｎꎬｋ＋􀭾Ｘ
Ｔ
ｉｊ μ ｎ

ｎ

０
( Ｉ(􀭹εｉｊ≤ａｋ＋ｔ)－Ｉ(􀭹εｉｊ≤ａｋ)－ Ｆ(ａｋ＋ｔ)－Ｆ(ａｋ)[ ] )ｄｔ)×２

ｖｎꎬｋ＋􀭾ＸＴ
ｉｊ μｎ

ｎ

≤４Ｅ(Ｂ(ｋ)
Ｎ )

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎꎬ １≤ｊ≤ｌｉ－ｑ

｜ ｖｎꎬｋ＋􀭾ＸＴ
ｉｊ μｎ ｜

ｎ
→０ꎬ

则

Ｂ(ｋ)
Ｎ

ｐ
→

１
２
ｆ(ａｋ)(ｖｎꎬｋꎬ μＴ

ｎ )
１ ０
０ Σ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ｖｎꎬｋꎬ μＴ

ｎ ) Ｔꎬ

因此

ＬＮ
ｄ
→∑

Ｋ

ｋ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
∑
ｌｉ－ｑ

ｊ ＝１

ｖｎꎬｋ＋􀭾ＸＴ
ｉｊ μｎ

ｎ
Ｉ(􀭹εｉｊ<ａｋ)－τｋ[ ] ＋ １

２ ∑
Ｋ

ｋ ＝１
ｆ(ａｋ)(ｖｎ.ｋ) ２＋ １

２ ∑
Ｋ

ｋ ＝１
ｆ(ａｋ)μＴ

ｎΣ μｎꎮ

由于 ＬＮ 是一个凸函数ꎬ因此有

ｎ ( β^ＣＱＲ－β)＝ Σ －１

∑
Ｋ

ｋ ＝１
ｆ(ａｋ)

∑
Ｋ

ｋ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
∑
ｌｉ－ｑ

ｊ ＝１

􀭾Ｘｉｊ

ｎ
Ｉ(􀭹εｉｊ<ａｋ)－τｋ[ ] ＋ｏｐ(１)ꎮ

同时

Ｅ (∑
Ｋ

ｋ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
∑
ｌｉ－ｑ

ｊ ＝１

􀭾Ｘｉｊ

ｎ
[ Ｉ(􀭹εｉｊ <ａｋ)－ τｋ] ) ＝ ０ꎬ

　 Ｖａｒ (∑
Ｋ

ｋ ＝１
∑

ｎ

ｉ ＝１
∑
ｌｉ－ｑ

ｊ ＝１

􀭾Ｘｉｊ

ｎ
[ Ｉ(􀭹εｉｊ<ａｋ)－τｋ ] )

＝ Σ Ｖａｒ (∑
Ｋ

ｋ ＝１
[ Ｉ(􀭹εｉｊ<ａｋ)－τｋ] )

＝Σ [ ∑
Ｋ

ｋꎬｋ′ ＝１
ｍｉｎ(τｋꎬτｋ′)(１－ｍａｘ(τｋꎬτｋ′)) ]ꎮ

那么ꎬ由中心极限定理可得

ｎ β^ＣＱＲ－β( )
ｄ
→Ｎ (０ꎬ ( ∑

Ｋ

ｋ ＝１
ｆ(ａｋ) )

－２
Σ －１Σ ｚΣ

－１ )ꎬ
其中

Σ ｚ ＝ΣＶａｒ ( ∑
Ｋ

ｋ ＝１
Ｉ(􀭹εｉｊ <ａｋ) －τｋ[ ] ) ＝Σ [ ∑

Ｋ

ｋꎬｋ′ ＝１
ｍｉｎ(τｋꎬτｋ′)(１－ｍａｘ(τｋꎬτｋ′)) ]ꎮ

因此

ｎ ( β^ＣＱＲ－β)
ｄ
→Ｎ ０ꎬΣ －１

∑
Ｋ

ｋꎬｋ′ ＝１
ｍｉｎ(τｋꎬτｋ′)(１－ｍａｘ(τｋꎬτｋ′))

∑
Ｋ

ｋ ＝１
ｆ(ａｋ)( )

２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ

即定理得证ꎮ
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２　 模拟研究

本章讨论所提出方法的有限样本性质ꎬ模拟数据产生如下ꎮ
Ｙｉｊ ＝ＸＴ

ｉｊβ＋ＺＴ
ｉｊｂｉ＋εｉｊꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌｉꎬ

其中:固定效应 β ＝(１ꎬ２) Ｔꎻ协变量 Ｘｉｊ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌｉ)来自均值为 ０、协方差矩阵为
１ ０.８
０.８ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的

多元正态分布ꎻ协变量 Ｚｉｊꎬ１≡１ꎬ Ｚｉｊꎬ２ ~Ｎ(０ꎬ１)( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ ｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌｉ)ꎻ响应变量 Ｙｉｊ由以上模型产生ꎮ
为了探讨复合分位数回归估计的稳健性ꎬ模型误差 εｉｊ考虑正态分布、ｔ 分布、柯西分布和混合正态分布这 ４
种情况ꎬ即:εｉｊ ~Ｎ(０ꎬ０.５２)、εｉｊ ~０.２ｔ(２)、εｉｊ ~ ０.２Ｃａｕｃｈｙ(０ꎬ１)和 εｉｊ ~ ０.９Ｎ(０ꎬ１) ＋０.１Ｎ(０ꎬ１０２)ꎮ 类似文献

[２]ꎬ随机效应 ｂｉ ＝(ｂｉ１ꎬｂｉ２) Ｔ 考虑如下情况ꎮ
(ⅰ) ｂｉ ~０.５ｔ(８ꎬＤ)ꎮ
(ⅱ) ｂｉ１ ~０.５Γ(１ꎬ１)－０.５ꎬ ｂｉ２ ~０.５Ｎ(０ꎬ１)ꎮ
(ⅲ) ｂｉ ~０.５Ｎ(０ꎬＤ)ꎮ

Ｎ(０ꎬ１)表示标准正态分布ꎬＮ(０ꎬＤ)是均值为 ０、协方差矩阵为 Ｄ 的正态分布ꎬΓ(１ꎬ１)为尺度和形状参数均

为 １ 的 Ｇａｍｍａ 分布ꎬｔ(８)为 ８ 个自由度的 ｔ 分布ꎬｔ(８ꎬＤ)为自由度为 ８、协方差矩阵为 Ｄ 的 ｔ 分布ꎬＣａｕｃｈｙ

(０ꎬ１)是位置参数为 ０、尺度参数为 １ 的柯西分布ꎬＤ＝
１ ０.５
０.５ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 样本容量分别取 ｎ＝ １００ꎬ２００ꎬ３００ꎬ每个个

体重复观测次数 ｌｉ ＝ ５ꎬ对每种情况重复运行 ５００ 次ꎮ
为了比较ꎬ考虑了 ２ 种方法:Ｗｕ 等[２] 提出的基于估计方程的正交矩估计方法(ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙ￣ｂａｓｅｄ ｅｓｔｉ￣

ｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｍｅｎｔꎬ ＯＢＥ) 和本文提出的基于正交投影的复合分位数回归估计方法 ( ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｑｕａｎｔｉｌｅ
ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎꎬ ＣＱＲＯ)ꎬ分位点个数分别取 Ｋ ＝ ５ꎬ９ꎬ相应估计记为

ＣＱＲＯ￣５和 ＣＱＲＯ￣９ꎮ 为了评估估计的精度ꎬ计算了标准差(ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎꎬＳＤ)和绝对偏差(ａｂｓｏｌｕｔｅ ｄｅ￣
ｖｉａｔｉｏｎꎬＡＤ)ꎬ模拟结果见表 １—４ꎮ 表 １—４ 给出了当 εｉｊ和 ｂｉ 分别服从不同分布时ꎬ采用 ＯＢＥ、ＣＱＲＯ￣５ 和

ＣＱＲＯ￣９ 这 ３ 种方法对固定效应估计的结果ꎮ
表 １　 基于不同的估计方法得到的对固定效应估计的标准差和绝对偏差(εｉｊ ~Ｎ(０ꎬ０.５２))

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｉｘｅｄ ｅｆｆｅｃｔ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ (εｉｊ ~Ｎ(０ꎬ０.５２))

ｎ 随机效应服从的模型 方法
β１

ＳＤ ＡＤ
β２

ＳＤ ＡＤ
ＣＱＲＯ￣５ ０.０４５ ９ ０.０３６ ８ ０.０４７ ７ ０.０３８ ０

(ⅰ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０４５ １ ０.０３６ ２ ０.０４６ ９ ０.０３７ ２
ＯＢＥ ０.０４４ ８ ０.０３５ ９ ０.０４６ ５ ０.０３７ ２
ＣＱＲＯ￣５ ０.０４９ ７ ０.０４０ ２ ０.０４９１ ０.０３９ ８

１００ (ⅱ) ＣＱＲＯ￣ ９ ０.０４９１ ０.０３９ ９ ０.０４８ ２ ０.０３９ ０
ＯＢＥ ０.０４７４ ０.０３８ ３ ０.０４７ ０ ０.０３８２
ＣＱＲＯ￣５ ０.０４９ ５ ０.０４０ ０ ０.０５０ ９ ０.０４１ ４

(ⅲ) ＣＱＲＯ￣ ９ ０.０４９ ２ ０.０３９ ５ ０.０５０ １ ０.０４０ ６
ＯＢＥ ０.０４８ ８ ０.０３９ ２ ０.０５０ ４ ０.０４０ ７
ＣＱＲＯ￣５ ０.０３４ ６ ０.０２７ ５ ０.０３３ ８ ０.０２６ ６

(ⅰ) ＣＱＲＯ￣ ９ ０.０３４３ ０.０２７ ２ ０.０３３ ６ ０.０２６ ２
ＯＢＥ ０.０３４ ０ ０.０２６ ８ ０.０３２ ９ ０.０２５ ６
ＣＱＲＯ￣５ ０.０３３ ７ ０.０２６ ６ ０.０３３ ６ ０.０２７ ０

２００ (ⅱ) ＣＱＲＯ￣ ９ ０.０３３ ５ ０.０２６ ６ ０.０３３ ２ ０.０２６７
ＯＢＥ ０.０３３ ２ ０.０２６ ４ ０.０３２ ５ ０.０２６ ２
ＣＱＲＯ￣５ ０.０３４４ ０.０２６６ ０.０３６ ０ ０.０２９ ０

(ⅲ) ＣＱＲＯ￣ ９ ０.０３４４ ０.０２６ ８ ０.０３５ ４ ０.０２８ ５
ＯＢＥ ０.０３３ ０ ０.０２５ ７ ０.０３４ ３ ０.０２７ ７
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表 １(续)

ｎ 随机效应服从的模型 方法
β１

ＳＤ ＡＤ
β２

ＳＤ ＡＤ
ＣＱＲＯ￣５ ０.０２７ ５ ０.０２１ ９ ０.０２８ ０ ０.０２１ ９

(ⅰ) ＣＱＲＯ￣ ９ ０.０２６ ８ ０.０２１３ ０.０２７ ４ ０.０２１ ５
ＯＢＥ ０.０２６４ ０.０２０ ９ ０.０２６ ７ ０.０２０ ９
ＣＱＲＯ￣５ ０.０２９ ３ ０.０２３ ６ ０.０２７ ６ ０.０２１ ９

３００ (ⅱ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０２８ ７ ０.０２３ ０ ０.０２７ ２ ０.０２１５
ＯＢＥ ０.０２８ ５ ０.０２３ ０ ０.０２７ ０ ０.０２１ ２
ＣＱＲＯ￣５ ０.０２８ ０ ０.０２２ ８ ０.０２７ ６ ０.０２２ ２

(ⅲ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０２８ ０ ０.０２２ ７ ０.０２７６ ０.０２２ ０
ＯＢＥ ０.０２７ ４ ０.０２２ １ ０.０２７ ３ ０.０２１ ８

表 ２　 基于不同的估计方法得到的对固定效应估计的标准差和绝对偏差(εｉｊ ~０.２ｔ(２))
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｉｘｅｄ ｅｆｆｅｃｔ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ (εｉｊ ~０.２ｔ(２))

ｎ 随机效应服从的模型 方法
β１

ＳＤ ＡＤ
β２

ＳＤ ＡＤ
ＣＱＲＯ￣５ ０.０３４ ９ ０.０２８ ２ ０.０３４ １ ０.０２６ ９

(ⅰ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０３５ ０ ０.０２８ １ ０.０３３ ９ ０.０２６ ９
ＯＢＥ ０.０６５ ５ ０.０４６ １ ０.０６１ ４ ０.０４４ １
ＣＱＲＯ￣５ ０.０３７ ５ ０.０２９ ５ ０.０３６６ ０.０２９６

１００ (ⅱ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０３７ ２ ０.０２９６ ０.０３６ ８ ０.０２９７
ＯＢＥ ０.０６５ ８ ０.０４５３ ０.０６７ ０ ０.０４９ ０
ＣＱＲＯ￣５ ０.０３４ ２ ０.０２７ ５ ０.０３４ １ ０.０２７ ２

(ⅲ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０３３ ９ ０.０２７６ ０.０３４ ５ ０.０２７ ４
ＯＢＥ ０.０６７ ５ ０.０４５ ５ ０.０６４ ０ ０.０４６ ２
ＣＱＲＯ￣５ ０.０２５ ４ ０.０２０ ０ ０.０２５ ０ ０.０１９ ９

(ⅰ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０２５ ４ ０.０２０ ２ ０.０２５ ２ ０.０２０ １
ＯＢＥ ０.０４１６ ０.０３１ ０ ０.０４３ ８ ０.０３３ ０
ＣＱＲＯ￣５ ０.０２４ ８ ０.０２０ ０ ０.０２４ ６ ０.０１９ ８

２００ (ⅱ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０２５ １ ０.０２０ ２ ０.０２４ ９ ０.０１９ ９
ＯＢＥ ０.０６８ ５ ０.０３７ ３ ０.０７３ ３ ０.０３７ ９
ＣＱＲＯ￣５ ０.０２４ ９ ０.０１９ ７ ０.０２５ ０ ０.０１９ ９

(ⅲ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０２４ ９ ０.０１９ ９ ０.０２５ ０ ０.０１９ ９
ＯＢＥ ０.０４４４ ０.０３３ ５ ０.０４５ ８ ０.０３３ ９
ＣＱＲＯ￣５ ０.０２０ １ ０.０１５ ７ ０.０２１ ０ ０.０１６ ５

(ⅰ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０２０ ５ ０.０１６ ０ ０.０２１ １ ０.０１６ ４
ＯＢＥ ０.０４２ ９ ０.０２９ ０ ０.０４５ ８ ０.０２９ ７
ＣＱＲＯ￣５ ０.０２１ ５ ０.０１７ １ ０.０２０６ ０.０１６ ４

３００ (ⅱ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０２１４ ０.０１７ ０ ０.０２０ ５ ０.０１６ ４
ＯＢＥ ０.０３９ ５ ０.０２９４ ０.０３９４ ０.０２８ ６
ＣＱＲＯ￣５ ０.０２０ ４ ０.０１６ ４ ０.０２０ ３ ０.０１６ ２

(ⅲ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０２０ ３ ０.０１６ ３ ０.０２０ ３ ０.０１６ ２
ＯＢＥ ０.０３９ ８ ０.０２８ ９ ０.０３７ ０ ０.０２８ １

　 　 从表 １—４ 可以看出:１) 当模型误差服从正态分布时ꎬＯＢＥ 和 ＣＱＲＯ 的模拟结果很接近ꎮ 当模型误差

服从非正态分布时ꎬＣＱＲＯ 的模拟结果要明显优于 ＯＢＥ 的ꎬ说明 ＣＱＲＯ 估计方法比 ＯＢＥ 估计方法更稳健ꎮ
２) 当复合分位数回归估计方法中的分位点个数 Ｋ ＝ ５ꎬ ９ 时ꎬ无论模型误差服从什么分布ꎬＣＱＲＯ￣５ 和

ＣＱＲＯ￣９ 两者的结果都是类似的ꎬ这也验证了 Ｚｏｕ 等[６]指出的当 Ｋ≥５ 时的估计结果都比较好且不受 Ｋ 的

取值的影响的结论ꎬ因此在实际应用中只须要选择 Ｋ≥５ 的值即可ꎮ
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表 ３　 基于不同的估计方法得到的对固定效应估计的标准差和绝对偏差(εｉｊ ~０.２Ｃａｕｃｈｙ(０ꎬ１))
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｉｘｅｄ ｅｆｆｅｃｔ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ (εｉｊ ~０.２Ｃａｕｃｈｙ(０ꎬ１))

ｎ 随机效应服从的模型 方法
β１

ＳＤ ＡＤ
β２

ＳＤ ＡＤ
ＣＱＲＯ￣５ ０.０７１ ０ ０.０５５ ２ ０.０６７ ６ ０.０５４ ４

(ⅰ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０７１ ２ ０.０５５ ５ ０.０６８ ８ ０.０５５ ３
ＯＢＥ ９.０３１ ７ １.２０１ ９ ８.０２５ ０ １.０８４ ８
ＣＱＲＯ￣５ ０.０７０ ２ ０.０５５ ９ ０.０７２ ７ ０.０５８ ９

１００ (ⅱ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０６９ ８ ０.０５５ ６ ０.０７２ ２ ０.０５８ ５
ＯＢＥ ８.１３９ ６ １.４１４ ８ １０.６６２ ０ １.７８１ ０
ＣＱＲＯ￣５ ０.０７０ ９ ０.０５７ ２ ０.０６９ ９ ０.０５５ １

(ⅲ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０７１ ８ ０.０５８ １ ０.０７０ ３ ０.０５５ ４
ＯＢＥ ４.５９８ １ １.３０６ ７ ４.０９８ ２ １.２１６ ５
ＣＱＲＯ￣５ ０.０５１ ６ ０.０４１ ６ ０.０５０ ５ ０.０４０ ２

(ⅰ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０５２ ７ ０.０４２ ６ ０.０５１ ２ ０.０４１ １
ＯＢＥ ８９.８２９ ０ ５.８９４ ３ ４５.２４４ ０ ３.８９１ ６
ＣＱＲＯ￣５ ０.０５１ ３ ０.０４１ ０ ０.０５０ ９ ０.０４０ ６

２００ (ⅱ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０５２ ０ ０.０４１ ９ ０.０５１ ８ ０.０４１ ８
ＯＢＥ ４.７１６ ６ １.２８９ ６ ４.４６１ ４ １.２０５ ６
ＣＱＲＯ￣５ ０.０４８ ９ ０.０３８ ７ ０.０４９ ２ ０.０３８ ６

(ⅲ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０４９３ ０.０３８ ８ ０.４９８ ０ ０.０３９ １
ＯＢＥ ９.３４７ ７ １.５８８ ２ ３２.８５１ ７　 ２.９２３ ４
ＣＱＲＯ￣５ ０.０４１ ６ ０.０３３ ６ ０.０４１ １ ０.０３３ ７

(ⅰ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０４１ ６ ０.０３３３ ０.０４０ ６ ０.０３３ ２
ＯＢＥ １０.１３１ ７ １.５４８ ９ ４.４７１ ８ １.２５０ ０
ＣＱＲＯ￣５ ０.０３８ ２ ０.０２９ ８ ０.０３９ ２ ０.０３１ ３

３００ (ⅱ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０３９ ０ ０.０３０ ７ ０.０３９ ２ ０.０３１ ６
ＯＢＥ １１.６１７３ １.６９４ ９ ８.１２４ ６ １.５６１ ０
ＣＱＲＯ￣５ ０.０４０ ２ ０.０３１ １ ０.０４１３ ０.０３３ ２

(ⅲ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０４０ ７ ０.０３１ ５ ０.０４１ ８ ０.０３３ ６
ＯＢＥ １４.９６１ ７ ２.０８８ ７ １０.６２６ ３ １.８８８ ７

表 ４　 基于不同的估计方法得到的对固定效应估计的标准差和绝对偏差(εｉｊ ~０.９Ｎ(０ꎬ１)＋０.１Ｎ(０ꎬ１０２))
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｉｘｅｄ ｅｆｆｅｃｔ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ (εｉｊ ~０.９Ｎ(０ꎬ１)＋０.１Ｎ(０ꎬ１０２))

ｎ 随机效应服从的模型 方法
β１

ＳＤ ＡＤ
β２

ＳＤ ＡＤ
ＣＱＲＯ￣５ ０.１１８ ５ ０.０９４ ５ ０.１１３ ８ ０.０９１ ６

(ⅰ) ＣＱＲＯ￣９ ０.１１５ ５ ０.０９２ ４ ０.１１２ １ ０.０８９ ７
ＯＢＥ ０.２９９ １ ０.２３８ ０ ０.２９４ ６ ０.２３４ ２
ＣＱＲＯ￣５ ０.１２５ ５ ０.１００ ５ ０.１１７ １ ０.０９２ ４

１００

(ⅱ) ＣＱＲＯ￣９ ０.１２３ ８ ０.０９８ ５ ０.１１７ ３ ０.０９２ ０
ＯＢＥ ０.３２０ １ ０.２５８ １ ０.３１５ １ ０.２５１ ４
ＣＱＲＯ￣５ ０.１２３ １ ０.０９７ ４ ０.１２７ ８ ０.１００ ０

(ⅲ) ＣＱＲＯ￣９ ０.１２２３ ０.０９６ ７ ０.１２７ ５ ０.０９９ ６
ＯＢＥ ０.３３５ ８ ０.２６９ １ ０.３３６ ０ ０.２６５ ５
ＣＱＲＯ￣５ ０.０８３ ６ ０.０６７ ９ ０.０８２ １ ０.０６５ ５

(ⅰ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０８３３ ０.０６７ ８ ０.０８２ ７ ０.０６６ ３
ＯＢＥ ０.２２２ ０ ０.１７７ ２ ０.２１７ ２ ０.１７２ ４
ＣＱＲＯ￣５ ０.０８３ ９ ０.０６８ ５ ０.０８８ ７ ０.０７２ １

２００ (ⅱ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０８５ ４ ０.０６９ ０ ０.０８９ ６ ０.０７３ ０
ＯＢＥ ０.２３０ ７ ０.１８５ ９ ０.２３４ ６ ０.１８８ ６
ＣＱＲＯ￣５ ０.０８３３ ０.０６７ ２ ０.０８２ １ ０.０６６ ５

(ⅲ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０８２ ９ ０.０６７ ２ ０.０８１ ９ ０.０６６ ７
ＯＢＥ ０.２１７ ２ ０.１７１ ４ ０.２１９ ０ ０.１７３ ６
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表 ４(续)

ｎ 随机效应服从的模型 方法
β１

ＳＤ ＡＤ
β２

ＳＤ ＡＤ
ＣＱＲＯ￣ ５ ０.０７２ ３ ０.０５８ ５ ０.０７４ ２ ０.０５９ ８

(ⅰ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０７２３ ０.０５８ ４ ０.０７３ ７ ０.０５９ ７
ＯＢＥ ０.１８６ ２ ０.１５１ ８ ０.１９４ ８ ０.１５７ ０
ＣＱＲＯ￣５ ０.０６８ ８ ０.０５５ １ ０.０６６ ７ ０.０５３ ９

３００ (ⅱ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０６８ ９ ０.０５４ ６ ０.０６６ ８ ０.０５３ ３
ＯＢＥ ０.１９１３ ０.１５３ ５ ０.１８５ ４ ０.１５０ １
ＣＱＲＯ￣５ ０.０６７ ０ ０.０５３ ６ ０.０６７ １ ０.０５２ ７

(ⅲ) ＣＱＲＯ￣９ ０.０６６ ３ ０.０５３ ２ ０.０６７ ６ ０.０５３ １
ＯＢＥ ０.１８５ ４ ０.１４９ ３ ０.１８６ ２ ０.１４５ ５

　 　 ３) 随着样本容量的增加ꎬＣＱＲＯ 得到的估计值的 ＳＤ 和 ＡＤ 都在减小ꎮ
其次ꎬ为了验证本文提出的 ＣＱＲＯ 估计是否具有渐近正态性ꎬ绘制了 β１ 和 β２ 重复运行 ５００ 次所得的

ＣＱＲＯ￣５ 和 ＣＱＲＯ￣９ 估计的 Ｑ￣Ｑ 图ꎮ 图 １、２ 仅给出了样本量 ｎ＝ ２００ 时 ４ 种不同模型误差分布情形的Ｑ￣Ｑ
图ꎮ 对样本量 ｎ＝ １００ꎬ３００ 结果类似ꎮ 从图 １、２ 给出的 ５００ 次模拟出的 β 的 ＣＱＲＯ￣５ 和 ＣＱＲＯ￣９ 估计 Ｑ￣
Ｑ 图可以看出ꎬＱ￣Ｑ 图上的点近似地在一条直线附近ꎬ因此所提出的 ＣＱＲＯ￣５ 和 ＣＱＲＯ￣９ 估计具有渐近

正态性ꎮ
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图 １　 样本容量 ｎ＝ ２００ 时 ４ 种模型误差分布情形下 ＣＱＲＯ￣５ 估计的 Ｑ￣Ｑ 图
Ｆｉｇ.１　 Ｑ￣Ｑ ｐｌｏｔ ｏｆ ＣＱＲＯ￣５ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｆｏｕｒ ｍｏｄｅｌ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｗｈｅｎ ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ ｎ＝ ２００

图 ２　 样本量 ｎ＝ ２００ 时 ４ 种模型误差分布情形下 ＣＱＲＯ￣９ 估计的 Ｑ￣Ｑ 图
Ｆｉｇ.２　 Ｑ￣Ｑ ｐｌｏｔ ｏｆ ＣＱＲＯ￣９ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｆｏｕｒ ｍｏｄｅｌ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｗｈｅｎ ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ ｎ＝ ２００
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　 　 最后ꎬ为了比较 ＯＢＥ、ＣＱＲＯ￣５ 和 ＣＱＲＯ￣９ 估计的性能ꎬ基于样本容量 ｎ＝ ２００ꎬ绘制了 β１ 和 β２ 重复运

行 ５００ 次所得的 ＯＢＥ、ＣＱＲＯ￣５ 和 ＣＱＲＯ￣９ 估计的 Ｌ１ 估计误差和 Ｌ２ 估计误差的箱线图ꎬ其中 Ｌ１ 估计误

差和 Ｌ２ 估计误差的定义为 Ｌ１: ｜ β^１－β０１ ｜ ＋ ｜ β^２－β０２ ｜ ꎬＬ２: ｜ β^１－β０１ ｜ ２＋ ｜ β^２－β０２ ｜ ２ꎮ 对样本容量 ｎ ＝ １００ꎬ３００ 结

果类似ꎮ 从图 ３、４ 可以看出ꎬ在模型误差服从正态分布时ꎬＯＢＥ、ＣＱＲＯ￣５ 和 ＣＱＲＯ￣９ 估计的 Ｌ１ 估计误差

和 Ｌ２ 估计误差相差不大ꎻ在模型误差服从非正态分布时ꎬＣＱＲＯ 明显优于 ＯＢＥꎮ

图 ３　 样本容量 ｎ＝ ２００ 时 ４ 种模型误差分布情形下 ＣＱＲＯ￣５、ＣＱＲＯ￣９ 和 ＯＢＥ 估计的 Ｌ１ 估计误差箱线图
Ｆｉｇ.３　 Ｂｏｘｐｌｏｔ ｏｆ Ｌ１ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ＣＱＲＯ￣５ꎬ ＣＱＲＯ￣９ ａｎｄ ＯＢＥ ｅｓｔｉｍａｔｏｒｓ ｗｉｔｈ ｆｏｕｒ ｍｏｄｅｌ ｅｒｒｏｒ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ ｎ＝ ２００

图 ４　 样本容量 ｎ＝ ２００ 时 ４ 种模型误差分布情形下 ＣＱＲＯ￣５、ＣＱＲＯ￣９ 和 ＯＢＥ 估计的 Ｌ２ 估计误差箱线图
Ｆｉｇ.４　 Ｂｏｘｐｌｏｔ ｏｆ Ｌ２ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ＣＱＲＯ￣５ꎬ ＣＱＲＯ￣９ ａｎｄ ＯＢＥ ｅｓｔｉｍａｔｏｒｓ ｗｉｔｈ ｆｏｕｒ ｍｏｄｅｌ ｅｒｒｏｒ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ ｎ＝ ２００

３　 实例分析

本章分析了 Ｒ 软件包 ｐｌｍ 中的 Ｐｒｏｄｕｃｅ 数据集ꎮ 该数据集收集了 １９７０—１９８６ 年美国 ４８ 个州的经济

增长相关指标ꎬ其中“ｈｗｙ”表示高速公路和街道ꎬ“ｗａｔｅｒ”表示供水和排污水系统ꎬ“ ｐｃ”表示个人资本存
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量ꎬ“ｇｓｐ”表示州生产总值ꎬ“ｅｍｐ”表示劳动力投入及“ｕｍｅｍｐ”表示州失业率ꎮ Ｍｕｎｎｅｌｌ[１４] 利用该数据集

分析了公共资本对经济增长的影响ꎬ分别把高速公路和街道、供水和排污水系统视为公共资本进行了分

析ꎮ 本文也考虑公共资本对该经济增长的影响ꎬ建模如下线性混合效应模型:
ｙｇｓｐｉｊ

＝ ｘｗａｔｅｒｉｊ β１＋ｘｈｗｙｉｊ β２＋ｂ ｉ＋ε ｉｊꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ４８ꎬ　 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ１７ꎬ
其中 ｙｇｓｐꎬ ｘｗａｔｅｒꎬ ｘｈｗｙ进行了对数变换ꎮ

类似模拟研究ꎬ采用 ＯＢＥ、ＣＱＲＯ 方法分析了该数据集ꎬ计算结果见表 ５ꎮ 从表 ５ 可以看出ꎬＣＱＲＯ￣５
和 ＣＱＲＯ￣９ 的估计结果类似ꎬ与 ＯＢＥ 方法相比ꎬ高速公路对经济增长的正影响更强一些ꎮ 图 ５ 给出了州

生产总值的直方图和密度图ꎬ从图 ５ 可以看出ꎬ州生产总值的分布并非正态分布ꎮ 因此ꎬ与 ＯＢＥ 方法相

比ꎬ用 ＣＱＲＯ 方法分析该数据可能更合理ꎬ因为 ＣＱＲＯ 方法具有稳健性ꎮ
表 ５　 对 Ｐｒｏｄｕｃｅ 数据集 ＯＢＥ、ＣＱＲＯ￣５ 和 ＣＱＲＯ￣９ 方法回归系数的估计

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｅｓｔｉｍａｔｏｒｓ ｏｆ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｆｏｒ ＯＢＥꎬ ＣＱＲＯ￣５ ａｎｄ ＣＱＲＯ￣９ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ Ｐｒｏｄｕｃｅ ｄａｔａｓｅｔ
方法 ＯＢＥ ＣＱＲＯ￣５ ＣＱＲＯ￣９
β１ ０. ５２３ ７ ０. ５１６ ６ ０. ５１０ ８
β２ ０. ５３４ ０ ０. ５４１ ８ ０. ５４５ １

图 ５　 州生产总值的直方图和密度图
Ｆｉｇ.５　 Ｈｉｓｔｏｇｒａｍｓ ａｎｄ ｄｅｎｓｉｔｙ ｇｒａｐｈｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒｏｓｓ ｓｔａｔｅ ｐｒｏｄｕｃｔ

４　 结论

线性混合效应模型是分析纵向数据常见的模型之一ꎮ 本文针对线性混合效应模型提出了一种基于

ＱＲ 分解的复合分位数回归估计ꎮ 在一些正则条件下ꎬ给出了固定效应估计的渐近性质ꎬ模拟研究了本文

提出方法的有限样本性质ꎬ并将其应用于实际数据分析ꎮ 本文提出的方法具有 ２ 个优势:(１) 巧妙地通

过 ＱＲ 分解技术消除随机效应ꎬ使得固定效应和随机效应分离ꎬ彼此互不影响ꎻ(２) 利用复合分位数回归

估计方法给出固定效应的估计ꎬ与正交矩估计方法相比ꎬ本文提出的方法更稳健ꎮ 需要注意的是ꎬ本文提

出的复合分位数回归估计的渐近方差含有未知的 ｆ(􀅰)ꎬ如何去获得渐近方差的估计是值得进一步讨论

的ꎮ 除此之外ꎬ本文仅考虑了固定效应的估计ꎬ如何结合 ＱＲ 分解技术和复合分位数回归来研究高维混

合效应模型的变量选择也是将要考虑的问题ꎮ
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