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Ｗｎ□Ｐｍ 的 ｒ￣ｈｕｅｄ 染色

史雅馨１ꎬ刘凤霞１∗ꎬ蔡华２

(１.新疆大学数学与系统科学学院ꎬ 新疆 乌鲁木齐 ８３００４６ꎻ ２.昌吉学院数学与数据科学学院ꎬ 新疆 昌吉 ８３１１９９)

摘要:图 Ｇ 的(ｋꎬｒ) ￣染色是对图 Ｇ 用 ｋ 种颜色进行正常染色ꎬ使得图 Ｇ 任一点 ｖ 的邻点至少染 ｍｉｎ{ ｒꎬｄ(ｖ)}种不同的颜色ꎮ
使图 Ｇ 有一个(ｋꎬｒ) ￣染色的最小的整数 ｋ 称为图 Ｇ 的 ｒ￣ｈｕｅｄ 色数ꎬ用 χｒ(Ｇ)来表示ꎮ 图 Ｇ 和 Ｈ 的笛卡尔乘积图记为 Ｇ□Ｈꎬ

其顶点集为 Ｖ(Ｇ)×Ｖ(Ｈ)ꎬ (ｕ１ꎬｖ１)与(ｕ２ꎬｖ２)相邻当且仅当 ｕ１ ＝ｕ２ꎬ ｖ１ｖ２∈Ｅ(Ｈ)或 ｖ１ ＝ ｖ２ꎬ ｕ１ｕ２∈Ｅ(Ｇ)ꎮ 确定了 Ｗｎ□Ｐｍ 的

ｒ￣ｈｕｅｄ 色数ꎮ
关键词:(ｋꎬｒ) ￣染色ꎻｒ￣ｈｕｅｄ 色数ꎻ笛卡尔乘积图

中图分类号:Ｏ１５７.５　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:史雅馨ꎬ刘凤霞ꎬ蔡华.Ｗｎ□Ｐｍ 的 ｒ￣ｈｕｅｄ 染色[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２４ꎬ５９(２):５９￣６４.

Ｏｎ ｒ￣ｈｕｅｄ ｃｏｌｏｒｉｎｇ ｏｆ Ｗｎ□Ｐｍ

ＳＨＩ Ｙａｘｉｎ１ꎬ ＬＩＵ Ｆｅｎｇｘｉａ１∗ꎬ ＣＡＩ Ｈｕａ２

(１. Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ Ｘｉｎｊｉａｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｕｒｕｍｑｉ ８３００４６ꎬ Ｘｉｎｊｉａｎｇꎬ Ｃｈｉｎａꎻ ２. Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
ａｎｄ Ｄａｔａ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ Ｃｈａｎｇｊｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｃｈａｎｇｊｉ ８３１１９９ꎬ Ｘｉｎｊｉａｎｇꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ａ (ｋꎬｒ) ￣ｃｏｌｏｒｉｎｇ ｏｆ ａ ｇｒａｐｈ Ｇ ｉｓ ａ ｐｒｏｐｅｒ ｋ￣ｃｏｌｏｒｉｎｇ ｏｆ ｇｒａｐｈ Ｇ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ ｏｆ ａｎｙ ｖｅｒｔｅｘ ｒｅｃｅｉｖｅ ａｔ ｌｅａｓｔ ｍｉｎ
{ｒꎬｄ(ｖ)} ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｌｏｒｓ. Ｔｈｅ ｓｍａｌｌｅｓｔ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｋ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｇｒａｐｈ Ｇ ｈａｓ ａ (ｋꎬｒ) ￣ｃｏｌｏｒｉｎｇ ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｒ￣ｈｕｅｄ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ
ｎｕｍｂｅｒ ａｎｄ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ χｒ(Ｇ) . Ｔｈｅ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ｔｗｏ ｇｒａｐｈｓ Ｇ ａｎｄ Ｈꎬ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ Ｇ□Ｈꎬ ｈａｓ ｖｅｒｔｅｘ ｓｅｔ Ｖ(Ｇ) ×Ｖ(Ｈ)ꎬ

ｗｈｅｒｅ (ｕ１ꎬｖ１) ａｎｄ (ｕ２ꎬｖ２) ａｒｅ ａｄｊａｃｅｎｔ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ ｅｉｔｈｅｒ ｕ１ ＝ｕ２ ａｎｄ ｖ１ｖ２∈Ｅ(Ｇ)ꎬ ｏｒ ｖ１ ＝ ｖ２ ａｎｄ ｕ１ｕ２∈Ｅ(Ｇ) . Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬ
ｔｈｅ ｒ￣ｈｕｅｄ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ Ｗｎ□Ｐｍ ｉｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: (ｋꎬｒ) ￣ｃｏｌｏｒｉｎｇꎻ ｒ￣ｈｕｅｄ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｕｍｂｅｒꎻ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ｇｒａｐｈｓ

０　 引言

设 Ｇ＝(ＶꎬＥ)为一个图ꎬ用 Ｖ(Ｇ)和 Ｅ(Ｇ)来表示图 Ｇ 的顶点集和边集ꎮ ＮＧ(ｖ)表示图 Ｇ 中顶点 ｖ 的邻

点集ꎬΔ(Ｇ)表示图 Ｇ 的最大度ꎮ 图的(ｋꎬｒ) ￣染色最早被 Ｍｏｎｔｇｏｍｅｒｙ 定义[１]ꎬ并有:
ⅰ) χｒ(Ｋｎ)＝ ｎꎮ
ⅱ) 若图 Ｇ 是树ꎬ则 χｒ(Ｇ)＝ ｍｉｎ{ｒꎬΔ(Ｇ)}＋１ꎮ
ⅲ) 若 ｍ≥ｎ≥２ꎬ则 χｒ(Ｋｍꎬｎ)＝ ｍｉｎ{２ｒꎬｎ＋ｍꎬｒ＋ｎ}ꎮ
有关图 Ｇ 的 ｒ￣ｈｕｅｄ 色数的结论还有:
性质 １[２] 　 χ(Ｇ)＝ χ１(Ｇ)≤ χ２(Ｇ)≤􀆺≤ χｒ－１(Ｇ)≤ χｒ(Ｇ)≤􀆺≤ χΔ(Ｇ)＝ χΔ＋１(Ｇ)＝ 􀆺
性质 ２[２] 　 对于任意一个图 Ｇꎬ有 χｒ(Ｇ)≥ｍｉｎ{ｒꎬΔ(Ｇ)}＋１ꎮ



　 ６０　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ５９卷　

　 　 ２个图的笛卡尔乘积图的 ｒ￣ｈｕｅｄ 色数的研究已经有很多结果ꎬＡｋｂａｒｉ 等[３]分别刻画了 Ｐｍ□Ｐｎ、Ｃｍ□Ｐｎ、
Ｃｍ□Ｃｎ 的 ２￣ｈｕｅｄ 色数ꎬ结论如下:

ⅰ) χ２(Ｐｍ□Ｐｎ)＝ ４(ｍꎬｎ≥２)ꎮ
ⅱ)

χ２(Ｃｍ□Ｐｎ)
χ２(Ｃｍ)ꎬ　 ｎ＝ １ꎬ ｍ≥３ꎻ
３ꎬ ｍ＝ ０(ｍｏｄ ３)ꎬ ｍ≥３ꎻ
４ꎬ ｍ≠０(ｍｏｄ ３)ꎬ ｍ≥３ꎮ
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ïï

ⅲ) 当 ｍｎ＝ ０(ｍｏｄ ３)ꎬ χ２(Ｃｍ□Ｃｎ)＝ ３(ｍꎬｎ≥３)ꎻ当 ｍｎ≠０(ｍｏｄ ３)时ꎬ χ２(Ｃｍ□Ｃｎ)＝ ４(ｍꎬｎ≥３)ꎮ
ｋａｎｇ 等[４]刻画了 Ｐｍ□Ｐｎ 的 ３￣ｈｕｅｄ 色数和 ４￣ｈｕｅｄ 色数ꎬ结论如下:
ⅰ)

χ３(Ｐｍ□Ｐｎ)
４ꎬ　 ｍｉｎ{ｍꎬｎ} ＝ ２ꎻ
４ꎬ ｍ、ｎ 都是偶数ꎻ
５ꎬ ｍ、ｎ 不都是偶数且 ｍｎ≠２(ｍｏｄ ４)ꎮ
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ⅱ)

χ４(Ｐｍ□Ｐｎ)
４ꎬ　 ｍｉｎ{ｍꎬｎ} ＝ ２ꎻ
５ꎬ 其他ꎮ{

Ｋａｌｉｒａｊ 等[５]刻画了 Ｋｎ□Ｋｓ、Ｋｎ□Ｋ１ꎬｓ 以及 Ｗｌ□Ｋｎ 的 ２￣ｈｕｅｄ 染色数ꎮ Ｌｉａｎｇ 等[６]确定了 Ｋｎ□Ｋ１ꎬｓ 的
ｒ￣ｈｕｅｄ染色数ꎮ 关于其他笛卡尔乘积图的 ｒ￣ｈｕｅｄ 色数的研究见参考文献[７￣８]ꎮ 本文研究了图 Ｗｎ□Ｐｍ 的

ｒ￣ｈｕｅｄ 染色数ꎮ

１　 准备工作

首先给出基本的记号ꎬ记 ＡＴ 为矩阵 Ａ 的转置ꎬＷｎ 为 ｎ＋１个点的轮图ꎬ顶点集记为 Ｖ(Ｗｎ)＝ {ｖ０ꎬｖ１ꎬｖ２ꎬ
􀆺ꎬｖｎ}(ｎ≥３)ꎬ其中 ｄ(ｖ０)＝ ｎꎬ且 Ｅ(Ｗｎ)＝ {ｖ０ｖｉ ｜ １≤ｉ≤ｎ)}∪{ｖｉｖｉ＋１ ｜ １≤ｉ≤ｎ－１}∪{ｖｎｖ１}ꎮ Ｐｍ 是 ｍ 个点的

路ꎬ顶点集记为 Ｖ(Ｐｍ) ＝ { ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｍ} (ｍ≥２)ꎮ 在 Ｗｎ□Ｐｍ 中ꎬＷｎ 的第 ｉ 个复制用 Ｗ ｉ
ｎ表示ꎬ并且记

Ｖ(Ｗ ｉ
ｎ)＝ {(ｖ０ꎬｕｉ)ꎬ(ｖ１ꎬｕｉ)ꎬ􀆺ꎬ(ｖｎꎬｕｉ)}( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ)ꎮ 由笛卡尔积的定义ꎬ用以下方法记 Ｗｎ□Ｐｍ 的顶

点集和边集:

Ｖ(Ｗｎ□Ｐｍ)＝

(ｖ０ꎬｕ１) (ｖ０ꎬｕ２) 􀆺 (ｖ０ꎬｕｍ)
(ｖ１ꎬｕ１) (ｖ１ꎬｕ２) 􀆺 (ｖ１ꎬｕｍ)
(ｖ２ꎬｕ１) (ｖ２ꎬｕ２) 􀆺 (ｖ２ꎬｕｍ)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

(ｖｎ－１ꎬｕ１) (ｖｎ－１ꎬｕ２) 􀆺 (ｖｎ－１ꎬｕｍ)
(ｖｎꎬｕ１) (ｖｎꎬｕ２) 􀆺 (ｖｎꎬｕｍ)
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Ｅ(Ｗｎ□Ｐｍ)＝ {((ｖ０ꎬｕｊ)ꎬ(ｖｉꎬｕｊ)) ｜ １≤ｉ≤ｎꎬ １≤ｊ≤ｍ}∪{((ｖｉꎬｕｊ)ꎬ(ｖｉ＋１ꎬｕｊ)) ｜ １≤ｉ≤ｎ－１ꎬ １≤ｊ≤ｍ}∪
{((ｖｉꎬｕｊ)ꎬ(ｖｉꎬｕｊ＋１)) ｜ ０≤ｉ≤ｎꎬ １≤ｊ≤ｍ－１}∪{((ｖｎꎬｕｊ)ꎬ(ｖ１ꎬｕｊ)) ｜ １≤ｊ≤ｍ}ꎬ
且有

ｄ((ｖｉꎬｕｊ))＝

４ꎬ　 　 ｉ≠０ꎬ ｊ＝{１ꎬｍ}ꎻ
５ꎬ ｉ≠０ꎬ ｊ≠{１ꎬｍ}ꎻ
ｎ＋１ꎬ ｉ＝ ０ꎬ ｊ＝{１ꎬｍ}ꎻ
ｎ＋２ꎬ ｉ＝ ０ꎬ ｊ≠{１ꎬｍ}ꎮ
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Δ(Ｗｎ□Ｐｍ)＝
ｎ＋２ꎬ　 ｍ≥３ꎻ
ｎ＋１ꎬ　 ｍ＝ ２ꎮ{

对于一般的 ｒꎬ刻画了图 Ｗｎ□Ｐｍ 的 ｒ￣ｈｕｅｄ 染色数ꎮ
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２　 主要结果

按正整数 ｒ 的取值ꎬ分类讨论 Ｗｎ□Ｐｍ 的 ｒ￣ｈｕｅｄ 色数ꎮ 由于 ４≤ｒ≤９ 的证明过于繁琐ꎬ在此不一一列

出ꎬ只给出 １≤ｒ≤３以及 ｒ≥１０情况的证明ꎮ 本文总是假设 ｎ≥３ꎬ ｍ≥２ꎮ 当 ｒ＝ １ꎬ２时ꎬ有如下结论:

定理 １　 χ(Ｗｎ□Ｐｍ)＝ χ２(Ｗｎ□Ｐｍ)＝
３ꎬ　 ｎ＝ ０(ｍｏｄ ２)ꎻ
４ꎬ ｎ＝ １(ｍｏｄ ２)ꎮ{

证明　 图 Ｗｎ□Ｐｍ 的每个顶点都在一个三角形中ꎬ在一个正常染色下ꎬ每个顶点都有 ２ 种不同颜色的邻

点ꎬ故 χ(Ｗｎ□Ｐｍ) ＝ χ２(Ｗｎ□Ｐｍ)ꎮ 由性质 ２ 得 χ(Ｗｎ□Ｐｍ) ＝ χ２(Ｗｎ□Ｐｍ)≥ｍｉｎ{２ꎬΔ} ＋ １ꎬ且 Δ > ２ꎬ则
χ(Ｗｎ□Ｐｍ)＝ χ２(Ｗｎ□Ｐｍ)≥３ꎮ 下面根据 ｎ 的奇偶分别讨论ꎮ

情况 １　 ｎ＝ ０(ｍｏｄ ２)ꎮ 下面给出 Ｗｎ□Ｐｍ 的一个正常 ３￣染色ꎬ以此说明 χ(Ｗｎ□Ｐｍ)≤３ꎮ 定义映射

ｃ１１:Ｖ(Ｗｎ□Ｐｍ)→{０ꎬ１ꎬ２}ꎬ矩阵 Ａ１１如下所示:

Ａ１１ ＝

０ ２ ０ ２ 􀆺 ２ ０ 􀆺
１ ０ １ ０ 􀆺 ０ １ 􀆺
２ １ ２ １ 􀆺 １ ２ 􀆺
１ ０ １ ０ 􀆺 ０ １ 􀆺
２ １ ２ １ 􀆺 １ ２ 􀆺
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
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其中 ｃ１１(ｖｉꎬｕｊ)＝ ａｉ＋１ꎬｊ∈Ａ１１(０≤ｉ≤ｎꎬ １≤ｊ≤ｍ)ꎮ ｃ１１(ｖｉꎬｕｊ)≠ｃ１１(ｖ０ꎬｕｊ)( ｉ≠０)ꎬ ｃ１１(ｖｉꎬｕｊ)≠ｃ１１(ｖｉꎬｕｊ＋１)ꎬ
ｃ１１(ｖｉꎬｕｊ)≠ｃ１１(ｖｉ＋１ꎬｕｊ)ꎬ ｃ１１(ｖｎꎬｕｊ)≠ｃ１１(ｖ１ꎬｕｊ)ꎬ故 ｃ１１是图 Ｗｎ□Ｐｍ 的正常染色ꎬ即得 χ(Ｗｎ□Ｐｍ)≤３ꎮ 综

上可得 χ(Ｗｎ□Ｐｍ)＝ χ２(Ｗｎ□Ｐｍ)＝ ３ꎮ
情况 ２　 ｎ＝ １(ｍｏｄ ２)ꎮ 下面运用反证法证明 χ(Ｗｎ□Ｐｍ)≥４ꎮ 设 χ(Ｗｎ□Ｐｍ)≤３ꎬ则图 Ｗｎ□Ｐｍ 存在

一个正常 ３￣染色 ｃ′１２:Ｖ(Ｗｎ□Ｐｍ)→{０ꎬ１ꎬ２}ꎮ 在 Ｗ １
ｎ 中ꎬ点(ｖ０ꎬｕ１)、(ｖ１ꎬｕ１)与(ｖ２ꎬｕ１)构成一个三角形ꎬ不

妨设 ｃ′１２(ｖ１ꎬｕ１)＝ １ꎬ ｃ′１２(ｖ２ꎬｕ１)＝ ２ꎬ ｃ′１２(ｖ０ꎬｕ１)＝ ０ꎬ而(ｖ０ꎬｕ１)、(ｖ２ꎬｕ１)与(ｖ３ꎬｕ１)也构成一个三角形ꎬ从而

ｃ′１２(ｖ３ꎬｕ１)＝ １ꎬ依次进行下去ꎬ即当 ｉ 为奇数时ꎬ点(ｖｉꎬｕ１)染 １ 色ꎻ当 ｉ≠０ 且 ｉ 为偶数时ꎬ点(ｖｉꎬｕ１)染 ２ 色ꎮ
因为 ｎ 为奇数ꎬ所以 ｃ′１２( ｖｎꎬ ｕ１ ) ＝ １ꎬ而 ( ｖｎꎬ ｕ１ )与 ( ｖ１ꎬ ｕ１ )是相邻的 ２ 个点染色相同ꎬ故矛盾ꎬ因此

χ(Ｗｎ□Ｐｎ)≥４ꎮ 下面给出Ｗｎ□Ｐｍ 的一个正常 ４￣染色ꎬ以此说明 χ(Ｗｎ□Ｐｍ)≤４ꎮ 定义映射ｃ１２:Ｖ(Ｗｎ□Ｐｍ)→
{０ꎬ１ꎬ２ꎬ３}ꎬ矩阵 Ａ１２如下所示:

Ａ１２ ＝

０ ３ ０ ３ 􀆺 ３ ０ 􀆺
１ ０ １ ０ 􀆺 ０ １ 􀆺
２ １ ２ １ 􀆺 １ ２ 􀆺
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
１ ０ １ ０ 􀆺 ０ １ 􀆺
２ １ ２ １ 􀆺 １ ２ 􀆺
３ ２ ３ ２ 􀆺 ２ ３ 􀆺
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ꎬ

其中 ｃ１２(ｖｉꎬｕｊ)＝ ａｉ＋１ꎬｊ∈Ａ１２(０≤ｉ≤ｎꎬ １≤ｊ≤ｍ)ꎬ故 ｃ１２是图 Ｗｎ□Ｐｎ 的一个正常染色ꎬ即得 χ(Ｗｎ□Ｐｍ)≤４ꎮ
综上得 χ(Ｗｎ□Ｐｎ)＝ χ２(Ｗｎ□Ｐｎ)＝ ４ꎮ 定理得证ꎮ

当 ｒ＝ ３时ꎬ有如下结论ꎮ

定理 ２　 χ３(Ｗｎ□Ｐｍ)＝
４ꎬ　 ｎ≠５ꎻ
５ꎬ ｎ＝ ５ꎮ{

证明　 由性质 ２得 χ３(Ｗｎ□Ｐｍ)≥ｍｉｎ{３ꎬΔ}＋１ꎬ且 Δ>３ꎬ则 χ３(Ｗｎ□Ｐｍ)≥ｍｉｎ{３ꎬΔ}＋１ ＝ ４ꎬ下面根据 ｎ
的值分别讨论ꎮ

情况 １　 ｎ≠５ꎮ
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情况 １.１　 ｎ＝ ０(ｍｏｄ ３)ꎮ 下面给出 Ｗｎ□Ｐｍ 的一个具体(４ꎬ３) ￣染色ꎬ以此说明 χ３(Ｗｎ□Ｐｍ)≤４ꎮ 定义

映射 ｃ２１:Ｖ(Ｗｎ□Ｐｍ)→{０ꎬ１ꎬ２ꎬ３}ꎬ矩阵 Ａ２１如下所示:

Ａ２１ ＝

０ １ ２ ３ 􀆺 １ ２ ３ 􀆺
１ ２ ３ ０ 􀆺 ２ ３ ０ 􀆺
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ １ ２ ３ 􀆺 １ ２ ３ 􀆺
１ ２ ３ ０ 􀆺 ２ ３ ０ 􀆺
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
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情况 １.２　 ｎ＝ １(ｍｏｄ ３)ꎮ 下面给出 Ｗｎ□Ｐｍ 的一个具体(４ꎬ３) ￣染色ꎬ以此说明 χ３(Ｗｎ□Ｐｍ)≤４ꎮ 定义

映射 ｃ２２:Ｖ(Ｗｎ□Ｐｍ)→{０ꎬ１ꎬ２ꎬ３}ꎬ矩阵 Ａ２２如下所示:

Ａ２２ ＝

０ １ ２ １ ３ １ ２ ３ 􀆺 １ ２ ３ 􀆺
１ ０ ３ ０ ２ ０ ３ ２ 􀆺 ０ ３ ２ 􀆺
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ １ ２ １ ３ １ ２ ３ 􀆺 １ ２ ３ 􀆺
１ ０ ３ ０ ２ ０ ３ ２ 􀆺 ０ ３ ２ 􀆺
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
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情况 １.３　 ｎ＝ ２(ｍｏｄ ３)ꎮ 下面给出 Ｗｎ□Ｐｍ 的一个具体(４ꎬ３) ￣染色ꎬ以此说明 χ３(Ｗｎ□Ｐｍ)≤４ꎮ 定义

映射 ｃ２３:Ｖ(Ｗｎ□Ｐｍ)→{０ꎬ１ꎬ２ꎬ３}ꎬ矩阵 Ａ２３如下所示:

Ａ２３ ＝

０ １ ２ １ ３ １ ２ １ ３ １ ２ ３ 􀆺 １ ２ ３ 􀆺
１ ０ ３ ０ ２ ０ ３ ０ ２ ０ ３ ２ 􀆺 ０ ３ ２ 􀆺
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ １ ２ １ ３ １ ２ １ ３ １ ２ ３ 􀆺 １ ２ ３ 􀆺
１ ０ ３ ０ ２ ０ ３ ０ ２ ０ ３ ２ 􀆺 ０ ３ ２ 􀆺
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

Ｔ

ｍ×(ｎ＋１)

ꎬ

其中 ｃ２ｔ(ｖｉꎬｕｊ)＝ ａｉ＋１ꎬｊ∈Ａ２ｔ (０≤ ｉ≤ｎꎬ １≤ ｊ≤ｍꎬ １≤ ｔ≤３)ꎮ ｃ２ｔ(ｖｉꎬｕｊ)≠ｃ２ｔ( ｖ０ꎬｕｊ) ( ｉ≠０)ꎬ ｃ２ｔ( ｖｉꎬｕｊ)≠
ｃ２ｔ(ｖｉꎬｕｊ＋１)ꎬ ｃ２ｔ(ｖｉꎬｕｊ)≠ｃ２ｔ(ｖｉ＋１ꎬｕｊ)ꎬ ｃ２ｔ(ｖｎꎬｕｊ)≠ｃ２ｔ(ｖ１ꎬｕｊ)ꎬ故 ｃ２ｔ是图 Ｗｎ□Ｐｍ 的一个正常 ４￣染色ꎮ 以下

结论成立: ｜ ｃ２ｔ(ＮＷｎ□Ｐｍ
((ｖｉꎬｕｊ))) ｜ ＝ ３ꎬ ｄ((ｖｉꎬｕｊ))>３ꎬ则 ｜ ｃ２ｔ(ＮＷｎ□Ｐｍ((ｖｉꎬｕｊ))) ｜≥ｍｉｎ{ｄ((ｖｉꎬｕｊ))ꎬ３} ＝ ３ꎬ

故 ｃ２ｔ是 Ｗｎ□Ｐｍ 的一个(４ꎬ３) ￣染色ꎮ 综上得 χ３(Ｗｎ□Ｐｍ)＝ ４ꎮ
情况 ２　 ｎ＝ ５ꎮ 下面用反证法证明 χ３(Ｗ５□Ｐｍ)≥５ꎬ如果 χ３(Ｗ５□Ｐｍ)≤４ꎬ则图 Ｗ５□Ｐｍ 存在一个

(４ꎬ３) ￣染色ｃ′２４:Ｖ(Ｗ５□Ｐｍ)→{０ꎬ１ꎬ２ꎬ３}ꎮ 在 Ｗ １
ｎ 中ꎬ点(ｖｉꎬｕ１)、(ｖｉ＋１ꎬｕ１)与(ｖ０ꎬｕ１)构成一个三角形且顶点

染色互不相同ꎮ 不妨设 ｃ′２４(ｖ０ꎬｕ１)＝ ０ꎬ ｃ′２４(ｖ１ꎬｕ１)＝ １ꎬ ｃ′２４(ｖ２ꎬｕ１)＝ ２ꎬ因为 Ｗ １
ｎ上的点最多染 ４ 种不同的颜

色ꎬ至少染 ３种不同的颜色ꎬ所以下面根据 Ｗ １
ｎ 上的点染的颜色数进行分类ꎮ

ⅰ) 如果Ｗ １
ｎ 上的点染 ３种不同的颜色ꎬ不妨设 ｃ′２４(ｖｉꎬｕ１)∈{０ꎬ１ꎬ２}ꎬ因为 ｃ′２４(ｖ０ꎬｕ１)＝ ０ꎬ ｃ′２４(ｖｉꎬｕ１)∈

{１ꎬ２}( ｉ≠０)ꎬ所以 ｃ′２４(ｖ０ꎬｕ２)＝ ３ꎬ故只能是当 ｉ 为奇数时ꎬ点(ｖｉꎬｕ１)染一色ꎮ 当 ｉ 为偶数时ꎬ点(ｖｉꎬｕ１)染 ２
色ꎮ 因为 ｎ＝ ５ꎬ ｃ′２４(ｖ５ꎬｕ１)＝ １ꎬ而(ｖ５ꎬｕ１)与(ｖ１ꎬｕ１)是相邻的 ２个点染色相同ꎬ所以矛盾ꎮ

ⅱ) 如果 Ｗ １
ｎ 上的点染 ４种不同的颜色ꎬ不妨设 ｃ′２４(ｖｉꎬｕ１)∈{１ꎬ２ꎬ３}( ｉ≠０)ꎬ那么就会出现 ５ 个点染 ３

种颜色ꎬ则会出现 ａｂｃｂｃ(ａꎬｂꎬｃ∈{１ꎬ２ꎬ３})的颜色片段ꎬ不妨设 ｃ′２４(ｖ１ꎬｕ１)＝ ａꎬ ｃ′２４(ｖ２ꎬｕ１)＝ ｂꎬ ｃ′２４(ｖ３ꎬｕ１)＝

ｃꎬ ｃ′２４(ｖ４ꎬｕ１)＝ ｂꎬ ｃ′２４(ｖ５ꎬｕ１)＝ ｃꎬ则 ｃ′２４(ｖ３ꎬｕ２)＝ ａꎬ ｃ′２４(ｖ４ꎬｕ２)＝ ａꎬ如此ꎬ在 Ｗ ２
ｎ 上出现了 ａａ 颜色片段ꎬ矛盾ꎬ

从而有 χ３(Ｗ５□Ｐｍ)≥５ꎮ

下面给出 Ｗ５□Ｐｍ 的一个具体(５ꎬ３) ￣染色ꎬ以此说明 χ３(Ｗ５□Ｐｍ)≤５ꎮ 定义映射 ｃ２４:Ｖ(Ｗ５□Ｐｍ)→{０ꎬ
１ꎬ２ꎬ３ꎬ４}ꎬ矩阵 Ａ２４如下所示:
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Ａ２４ ＝

０ １ ２ ３ １ ４
１ ０ ４ ２ ０ ３
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
０ １ ２ ３ １ ４
１ ０ ４ ２ ０ ３
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
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其中 ｃ２４(ｖｉꎬｕｊ)＝ ａｉ＋１ꎬｊ∈Ａ２４(０≤ｉ≤５ꎬ １≤ｊ≤ｍ)ꎮ ｃ２４(ｖｉꎬｕｊ)≠ｃ２４(ｖ０ꎬｕｊ)( ｉ≠０)ꎬ ｃ２４(ｖｉꎬｕｊ)≠ｃ２４(ｖｉꎬｕｊ＋１)ꎬ
ｃ２４(ｖｉꎬｕｊ)≠ｃ２４(ｖｉ＋１ꎬｕｊ)ꎬ ｃ２４(ｖｎꎬｕｊ)≠ｃ２４(ｖ１ꎬｕｊ)ꎬ则 ｃ２４是图 Ｗ５□Ｐｍ 的一个正常 ５￣染色ꎮ 以下结论成立:
｜ ｃ２４(ＮＷ５□Ｐｍ

((ｖｉꎬｕｊ))) ｜≥３( ｉ≠０)ꎬ ｜ ｃ２４(ＮＷ５□Ｐｍ
((ｖ０ꎬｕｊ))) ｜ ＝ ４ꎬ ｄ((ｖｉꎬｕｊ))>３( ｉ≠０)ꎬ ｜ ｃ２４(ＮＷ５□Ｐｍ

((ｖｉꎬ
ｕｊ))) ｜≥ｍｉｎ{ｄ((ｖｉꎬｕｊ))ꎬ３}ꎬ因此 ｃ２４是 Ｗ５□Ｐｍ 的一个(５ꎬ３) ￣染色ꎬ从而得 χ３(Ｗ５□Ｐｍ)≤５ꎮ 综上可得 χ３
(Ｗ５□Ｐｍ)＝ ５ꎮ 定理得证ꎮ

本文将以上结果推广到更一般的正整数 ｒ≥１０上ꎬ主要结果如下:

定理 ３　 χｒ(Ｗｎ□Ｐｍ)＝
ｒ＋１ꎬ　 ｒ<Δꎻ
Δ＋１ꎬ ｒ≥Δꎮ{

证明　 下在根据 Δ 和 ｎ 的值进行讨论ꎮ
情况 １　 Δ>ｒꎮ 由性质 ２得 χｒ(Ｗｎ□Ｐｍ)≥ｍｉｎ{ｒꎬΔ}＋１＝ ｒ＋１ꎮ 设 ｎ＝ ｋ(ｍｏｄ(ｒ－１))ꎬ下面根据 ｋ 的值进

行讨论ꎮ
情况 １.１　 当 ｋ≤５时ꎬ给出 Ｗｎ□Ｐｍ 的一个具体(ｒ＋１ꎬｒ) ￣染色ꎬ以此说明 χｒ(Ｗｎ□Ｐｍ)≤ｒ＋１ꎮ 定义映射

ｃ３１:Ｖ(Ｗｎ□Ｐｍ)→{０ꎬ１ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｒ}ꎬ矩阵 Ａ３１如下所示:

Ａ３１ ＝

０ １ ２ ３ ４ ５ １ ２ 􀆺 ｋ ６ 􀆺 ｒ－１ １ ２ 􀆺 ｒ－１ 􀆺
ｒ ３ ４ ５ １ ２ ３ ４ 􀆺 ７ ８ 􀆺 ２ ３ ４ 􀆺 ２ 􀆺
０ ５ １ ２ ３ ４ ５ ６ 􀆺 ９ １０ 􀆺 ４ ５ ６ 􀆺 ４ 􀆺
ｒ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ 􀆺 １１ １２ 􀆺 ６ ７ ８ 􀆺 ６ 􀆺
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱
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其中ꎬｉ≠１时ꎬ第 ｊ＋１行第 ｉ 列的元素等于第 ｊ 行第 ｉ＋２列的元素ꎬ如把第一行的元素整体向前移动 ２个单位

得到第二行元素ꎬ第 １行第 １ꎬ２列的元素按照原来的顺序移动到第 ２行第 ｎ、ｎ＋１列的元素ꎬ依次进行下去ꎮ
情况 １.２　 当 ｋ≥６时ꎬ给出 Ｗｎ□Ｐｍ 的一个具体(ｒ＋１ꎬｒ) ￣染色ꎬ以此说明 χｒ(Ｗｎ□Ｐｍ)≤ｒ＋１ꎮ 定义映射

ｃ３２:Ｖ(Ｗｎ□Ｐｍ)→{０ꎬ１ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｒ}ꎬ矩阵 Ａ３２如下所示:

Ａ３２ ＝

０ １ ２ ３ 􀆺 ｋ－２ ｋ－１ ｋ １ ２ ３ 􀆺 ｒ－１ １ ２ 􀆺 ｒ－１ 􀆺
ｒ ３ ４ ５ 􀆺 ｋ １ ２ ３ ４ ５ 􀆺 ２ ３ ４ 􀆺 ２ 􀆺
０ ５ ６ ７ 􀆺 ２ ３ ４ ５ ６ ７ 􀆺 ４ ５ ６ 􀆺 ４ 􀆺
ｒ ７ ８ ９ 􀆺 ４ ５ ６ ７ ８ ９ 􀆺 ６ ７ ８ 􀆺 ６ 􀆺
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱
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其中ꎬｉ≠１时ꎬ第 ｊ＋１行第 ｉ 列的元素等于第 ｊ 行第 ｉ＋２列的元素ꎬ如把第一行的元素整体向前移动 ２个单位

得到第 ２行元素ꎬ第 １行第 １、２ 列的元素按照原来的顺序移动到第 ２ 行第 ｎꎬｎ＋１ 列元素ꎬ依次进行下去ꎮ
ｃ３ｔ(ｖｉꎬｕｊ)＝ ａｉ＋１ꎬｊ∈Ａ３ｔ ( ０≤ ｉ≤ ｎꎬ １≤ ｊ≤ｍꎬ １≤ ｔ≤２)ꎮ ｃ３ｔ ( ｖｉꎬ ｕｊ ) ≠ ｃ３ｔ ( ｖ０ꎬ ｕｊ ) ( ｉ≠０)ꎬ ｃ３ｔ ( ｖｉꎬ ｕｊ ) ≠
ｃ３ｔ(ｖｉꎬｕｊ＋１)ꎬ ｃ３ｔ(ｖｉꎬｕｊ)≠ｃ３ｔ(ｖｉ＋１ꎬｕｊ)ꎬ ｃ３ｔ(ｖｎꎬｕｊ)≠ｃ３ｔ(ｖ１ꎬｕｊ)ꎬ则 ｃ３ｔ是 Ｗｎ□Ｐｍ 的一个正常(ｒ＋１) ￣染色ꎮ 又

因为 ｜ ｃ３ｔ(ＮＷｎ□Ｐｍ
(( ｖｉꎬｕｊ))) ｜ ＝ ４( ｊ∈{１ꎬｍ}ꎬ ｉ≠０)ꎬ ｜ ｃ３ｔ(ＮＷｎ□Ｐｍ

(( ｖｉꎬｕｊ))) ｜ ＝ ５( ｊ∉{１ꎬｍ}ꎬ ｉ≠０)ꎬ
｜ ｃ３ｔ(ＮＷｎ□Ｐｍ

((ｖ０ꎬｕｊ))) ｜ ＝ｒꎬ ４≤ｄ((ｖｉꎬｕｊ))≤５(ｉ≠０)ꎬ ｄ((ｖｉꎬｕｊ))＝ Δ>ｒꎬ所以得 ｜ ｃ３ｔ(ＮＷｎ□Ｐｍ((ｖｉꎬｕｊ))) ｜≥
ｍｉｎ{ｄ(( ｖｉꎬ ｕｊ ))ꎬ ｒ}ꎬ因此ꎬ ｃ３ｔ 是 Ｗｎ□Ｐｍ 的一个 ( ｒ ＋ １ꎬ ｒ) ￣染色ꎬ故 χｒ (Ｗｎ□Ｐｍ ) ≤ ｒ ＋ １ꎮ 综上可得

χｒ(Ｗｎ□Ｐｍ)＝ ｒ＋１ꎮ
情况 ２　 Δ≤ｒꎮ 由性质 １得 χｒ(Ｗｎ□Ｐｍ)＝ χΔ(Ｗｎ□Ｐｍ)ꎮ 由性质 ２ꎬ χｒ(Ｗｎ□Ｐｍ)≥ｍｉｎ{ ｒꎬΔ} ＋１ ＝Δ＋１ꎮ

本文给出 Ｗｎ□Ｐｍ 的一个具体(Δ＋１ꎬｒ) ￣染色ꎬ以此说明 χｒ(Ｗｎ□Ｐｍ)≤Δ＋１ꎮ 定义映射 ｃ３３:Ｖ(Ｗｎ□Ｐｍ)→
{０ꎬ１ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬΔ}ꎬ矩阵 Ａ３３如下所示:
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Ａ３３ ＝

０ １ ２ 􀆺 Δ－４ Δ－３ Δ－２
Δ－１ ３ ４ 􀆺 Δ－２ １ ２
Δ ５ ６ 􀆺 ２ ３ ４
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
０ １ ２ 􀆺 Δ－４ Δ－３ Δ－２

Δ－１ ３ ４ 􀆺 Δ－２ １ ２
Δ ５ ６ 􀆺 ２ ３ ４
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

Ｔ

ｍ×(ｎ＋１)

ꎬ

其中 ｃ３３(ｖｉꎬｕｊ)＝ ａｉ＋１ꎬｊ∈Ａ３３(０≤ｉ≤ｎꎬ１≤ｊ≤ｍ)ꎮ 因为 ｃ３３(ｖｉꎬｕｊ)≠ｃ３３(ｖ０ꎬｕｊ) ( ｉ≠０)ꎬ ｃ３３(ｖｉꎬｕｊ)≠ｃ３３(ｖｉꎬ
ｕｊ＋１)ꎬ ｃ３３(ｖｉꎬｕｊ)≠ｃ３３( ｖｉ＋１ꎬｕｊ )ꎬ ｃ３３( ｖｎꎬｕｊ )≠ｃ３３( ｖ１ꎬｕｊ )ꎬ所以 ｃ３３是 Ｗｎ□Ｐｍ 的一个正常(Δ＋ １) ￣染色ꎮ
｜ ｃ３３(ＮＷｎ□Ｐｍ

((ｖｉꎬｕｊ ))) ｜ ＝ ４ ( ｊ∈{１ꎬｍ}ꎬ ｉ≠０)ꎬ ｜ ｃ３３ (ＮＷｎ□Ｐｍ
(( ｖｉꎬ ｕｊ ))) ｜ ＝ ５ ( ｊ∉{１ꎬｍ}ꎬ ｉ≠０)ꎬ

｜ ｃ３３(ＮＷｎ□Ｐｍ
((ｖ０ꎬｕｊ))) ｜ ＝Δ( ｊ∉{１ꎬｍ})ꎬ ｜ ｃ３３(ＮＷｎ□Ｐｍ

(( ｖ０ꎬｕｊ))) ｜ ＝ ｄ(( ｖ０ꎬｕｊ)) ＝ Δ－１( ｊ∈{１ꎬｍ})ꎬ则
｜ ｃ３３(ＮＷｎ□Ｐｍ

((ｖｉꎬｕｊ ))) ｜ ≥ｍｉｎ { ｄ (( ｖｉꎬ ｕｊ ))ꎬ ｒ}ꎬ故 ｃ３３是 Ｗｎ□Ｐｍ 的一个 (Δ ＋ １ꎬΔ) ￣染色ꎮ 综上可得

χｒ(Ｗｎ□Ｐｍ)＝ Δ＋１ꎮ 综上ꎬ定理得证ꎮ
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