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局部交换子及其酉系统中的 ｒ￣重游荡算子

郑宇洁ꎬ刘爱芳∗

(太原理工大学数学学院ꎬ山西 晋中 ０３０６００)

摘要:根据完全游荡向量的相关理论ꎬ引入酉系统中的 ｒ￣重完全游荡算子以及局部交换子的概念ꎮ 并给出局部交换子的若干

性质ꎮ 同时ꎬ借助局部交换子得到酉系统的全体 ｒ￣重完全游荡算子的一个刻画及其他代数性质ꎮ 最后ꎬ举例说明了主要结果ꎮ
关键词:ｒ￣重完全游荡算子ꎻ酉系统ꎻ局部交换子ꎻｇ￣标准正交基
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１　 引言和预备知识

框架的概念最早由 Ｓｃｈａｅｆｆｅｒ[１]在 １９５２年研究非调和傅立叶级数时引入ꎮ 近几十年来ꎬ框架理论有了很

大的发展ꎬ广泛应用于图像处理、信号处理及系统建模等诸多方面ꎮ 随着一些新应用的出现ꎬ框架也有了很

多推广形式ꎬ如:ｇ￣框架、Ｋ￣框架、连续框架以及 ｐ￣框架等ꎬ其中的 ｇ￣框架由孙文昌[２]提出ꎮ 作为框架的一个

重要推广ꎬ它涵盖了框架的很多推广ꎬ具体定义如下:设 Ｈ 和 Ｋ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬ{Ｈｊ} ｊ∈Ｊ是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｋ 的

闭子空间列ꎬ对一列算子{Ξｊ∈Ｂ(ＨꎬＨｊ)} ｊ∈Ｊꎬ如果存在两个正常数 Ａ 和 Ｂꎬ使得对于任意的 ｆ∈Ｈꎬ有

Ａ‖ｆ‖２≤∑
ｊ∈Ｊ
‖Ξｊ ｆ‖２≤Ｂ‖ｆ‖２ꎬ

式中 Ｊ 为有限或可数指标集ꎬ称{Ξｊ} ｊ∈Ｊ为 Ｈ 关于{Ｈｊ} ｊ∈Ｊ的 ｇ￣框架ꎬＡ、Ｂ 分别称为 ｇ￣框架下界、框架上界ꎮ
有关 ｇ￣框架的更多相关内容可参考其它相关文献[３￣４]ꎮ 此外ꎬ孙文昌[２]也给出了 ｇ￣标准正交基的概念ꎬ即
{Ξｊ∈Ｂ(ＨꎬＨｊ)} ｊ∈Ｊ为 ｇ￣标准正交基ꎬ如果满足以下两个条件:

‹Ξ∗
ｊ ｇｊꎬΞ∗

ｋ ｇｋ› ＝ δｊｋ‹ｇｊꎬｇｋ›ꎬ　 ∀ｇꎬｋ∈Ｊꎬ　 ∀ｇｊ∈Ｈｊꎬ　 ｇｋ∈Ｈｋꎬ (１)

∑
ｊ∈Ｊ
‖Ξｊ ｆ‖２ ＝‖ｆ‖２ꎬ　 ∀ｆ∈Ｈꎮ (２)
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　 　 由 Ｎａｊａｔｉ 等[５]给出的结论知ꎬ{Ξｊ∈Ｂ(ＨꎬＨｊ):ｊ∈Ｊ}是 ｇ￣标准正交基当且仅当{Ξｊ∈Ｂ(ＨꎬＨｊ):ｊ∈Ｊ}是
ｇ￣框架并且式(１)成立ꎮ ｇ￣标准正交基可以看作标准正交基的推广ꎬ而标准正交基与酉系统中的完全游荡向

量密切相关ꎮ 受此启发ꎬ本文将研究酉系统中的多重完全游荡算子的相关性质ꎮ 该算子可以看作是向量到

算子的一种推广ꎮ 此外ꎬ还将研究酉系统中局部交换子的相关性质并借助局部交换子给出酉系统中所有多

重完全游荡算子构成的集合的一个参数化刻画ꎮ
文章用 Ｈ 和 Ｋ 表示复可分 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬＢ(ＨꎬＫ)表示从 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 到 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｋ 的全体有界线

性算子构成的集合ꎬＲ 和 Ｃ 分别表示实数集和复数集ꎮ Ｄａｉ 等[６]给出酉系统 Ｕ 是作用于 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上

包含单位算子 Ｉ 的所有酉算子构成的集合ꎮ 酉系统的 ｒ￣重完全游荡算子( ｒ 表示算子分量个数)定义为:设
Ｔｉ∈Ｂ(ＨꎬＫ)ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬＵ 是 Ｈ 上的酉系统ꎬ若 ｒ 重算子 Ｔ (ｒ)＝ (Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｒ)是余等距算子且满足

Ｔ (ｒ)Ｕ∗ ＝{Ｔ１Ａ∗ꎬＴ２Ａ∗ꎬ􀆺ꎬＴｒＡ∗:Ａ∈Ｕ}是 Ｈ 关于 Ｋ 的 ｇ￣标准正交集ꎬ式中 Ｕ∗为算子 Ｕ 的伴随算子ꎬ称 Ｔ (ｒ)

是 Ｕ 的 ｒ￣重完全游荡算子ꎮ 用 Ｗ(ｒ)(Ｕ)表示表示 Ｕ 的所有 ｒ￣重完全游荡算子构成的集合ꎮ
下面通过一个例子说明酉系统中 ｒ￣重完全游荡算子的概念ꎮ 首先ꎬ回顾 ｒ￣重正交小波的定义ꎮ 所谓 ｒ￣

重正交小波是指一个 ｒ￣元单位向量 Φ＝(ϕ１ꎬϕ２ꎬ􀆺ꎬϕｒ)ꎬ其中ϕｉ∈Ｌ２(Ｒ)ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ使得{２
ｎ
２ ϕｉ(２ｎ ｔ－ｌ):

ｎꎬｌ∈Ｚ}构成 Ｌ２(Ｒ)的标准正交基ꎬ其中 Ｌ２(Ｒ)为实数集 Ｒ 上的平方可积函数空间ꎮ 正交小波及 ｒ￣重正交

小波的知识可参考相关的文章[７￣１１]ꎮ
例 １　 设 Ｔ 和 Ｄ 是 Ｈ＝Ｌ２(Ｒ)上的线性算子ꎬ定义

(Ｔｆ)( ｔ)＝ ｆ( ｔ－１)ꎬ(Ｄｆ)( ｔ)＝ ２ ｆ(２ｔ)ꎬ ∀ｆ∈Ｌ２(Ｒ)ꎬ
则 Ｔ 和 Ｄ 为 Ｌ２(Ｒ)上的酉算子ꎬＵＤꎬＴ ＝{ＤｎＴ ｌ:ｎꎬｌ∈Ｚ}是 Ｌ２(Ｒ)上的酉系统ꎮ 设 Φ＝ (ϕ１ꎬϕ２ꎬ􀆺ꎬϕｒ)ꎬ其中

ϕｉ∈Ｌ２(Ｒ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ ｒꎬ且‖Φ‖ ＝ １ꎮ 记 Ξϕｉ
( ｆ) ＝ ‹ ｆꎬϕｉ ›ꎬ ∀ｆ∈Ｌ２ (Ｒ)ꎬ那么 Ξ∗

ϕｉ
( ｃ) ＝ ｃ􀅰ϕｉꎬ从而

{Ξϕ１ꎬΞϕ２ꎬ􀆺ꎬΞϕｒ
}是 ＵＤꎬＴ上的 ｒ￣重完全游荡算子ꎬ即{Ξϕｉ

(ＵＤꎬＴ)∗:ｎꎬ ｌ∈Ｚꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}是 Ｌ２(Ｒ)关于 Ｃ
的 ｇ￣标准正交集当且仅当 Φ是 Ｌ２(Ｒ)的 ｒ￣重正交小波ꎮ 事实上ꎬ对任意的 ｃ１ꎬｃ２∈Ｃꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ有

‹ＤｎＴ ｌΞ∗
ϕｉ
ｃ１ꎬＤｎ′Ｔ ｌ′Ξ∗

ϕｉ
ｃ２› ＝‹ＤｎＴ ｌｃ１ϕｉꎬＤｎ′Ｔ ｌ′ｃ２ϕｉ› ＝ ｃ１ｃ２‹ＤｎＴ ｌϕｉꎬＤｎ′Ｔ ｌ′ϕｉ›
＝‹ＤｎＴ ｌϕｉꎬＤｎ′Ｔ ｌ′ϕｉ›􀅰‹ｃ１ꎬｃ２›ꎮ

对于任意的 ｆ∈Ｌ２(Ｒ)ꎬ有

∑
ｎꎬｌ∈Ｚ
‖Ξϕｉ

(ＵＤꎬＴ)∗ ｆ‖２ ＝∑
ｎꎬｌ∈Ｚ
‖‹(ＵＤꎬＴ)∗ ｆꎬϕｉ›‖２ ＝∑

ｎꎬｌ∈Ｚ
‖‹ ｆꎬＵＤꎬＴ ϕｉ›‖２ꎬ

因此{Ξϕｉ
(ＵＤꎬＴ)∗:ｎꎬｌ∈Ｚꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}是 Ｌ２(Ｒ)关于 Ｃ 的 ｇ￣标准正交基当且仅当 Φ是 Ｌ２(Ｒ)的 ｒ￣重正交

小波ꎮ

２　 局部交换子的性质

这节将介绍 ｒ￣重循环算子、ｒ￣重分离算子以及局部交换子的概念ꎬ并探讨局部交换子的若干性质ꎮ
定义 １　 设 Ｓ⊆Ｂ(Ｈ)是一个算子集合ꎬ记 Ｔ (ｒ)＝ (Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｒ)ꎬ其中 Ｔｉ∈Ｂ(ＨꎬＫ)ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ如果

ｓｐａｎ{ＵＴ (ｒ)ｇ:Ｕ∈Ｓꎬ ｇ∈Ｋ} ＝Ｈꎬ即ｓｐａｎ{ＵＴ∗ｉ ｇ:Ｕ∈Ｓꎬ ｇ∈Ｋꎬ Ｔｉ∈Ｂ(ＨꎬＫ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ} ＝Ｈꎬ则称 Ｔ (ｒ)是 Ｓ
的 ｒ￣重循环算子ꎮ

注 １　 ⅰ) Ｌａｒｓｏｎ 等[１０]曾给出ꎬ如果{Λｉ}∞ｉ＝１∈Ｂ(ＨꎬＫ)满足ｓｐａｎ{Λ∗ｉ ｇ:ｇ∈Ｋ}∞ｉ＝１ ＝Ｈꎬ那么称{Λｉ}∞ｉ＝１是
ｇ￣完备的ꎮ 因此ꎬ由定义 １易知 Ｔ (ｒ)＝ (Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｒ)ꎬ Ｔｉ∈Ｂ(ＨꎬＫ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ是 Ｓ 的 ｒ￣重循环算子当且

仅当{ＴｉＡ∗:Ａ∈Ｓꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}是 ｇ￣完备的ꎮ
ⅱ) 由 ｇ￣框架、ｒ￣重完全游荡算子和 ｇ￣标准正交基的定义可以看出ꎬ若 Ｔ (ｒ)是酉系统 Ｕ 的 ｒ￣重完全游荡

算子ꎬ则{ＴｉＡ∗:Ａ∈Ｕꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}是 ｇ￣框架ꎮ 同时ꎬＴ (ｒ)也是 Ｕ 的 ｒ￣重循环算子ꎮ
定义 ２　 设 Ｓ∈Ｂ(Ｈ)且Ｔｉ∈Ｂ(ＨꎬＫ)ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ如果{Ａ∈Ｓ:ＡＴ∗ｉ ＝ ０ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ} ＝ {０}ꎬ那么称

Ｔ (ｒ)＝ (Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｒ)是 Ｓ 关于 Ｋ 的 ｒ￣重分离算子ꎮ
定义 ３　 设 Ｕ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的酉系统ꎬＴ (ｒ)＝ (Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｒ)ꎬ其中Ｔｉ∈Ｂ(ＨꎬＫ)ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ在
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Ｔ (ｒ)处的局部交换子 ＣＴ (ｒ)(Ｕ)定义为

{Ｓ∈Ｂ(Ｈ):(ＳＡ－ＡＳ)Ｔ∗ｉ ＝ ０ꎬ ∀Ａ∈Ｕꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}ꎮ
Ｕ′表示 Ｕ 的交换子ꎬ即 Ｕ′＝{Ｓ∈Ｂ(Ｈ):ＳＡ＝ＡＳꎬ Ａ∈Ｕ}ꎮ

注 ２　 ⅰ) 如果{Ａｎ}∞ｎ＝１⊆ＣＴ (ｒ)(Ｕ)ꎬ并且 Ａｎ 强收敛于 Ａꎬ那么∀ｘ∈Ｋꎬ Ｑ∈Ｕꎬ有
(ＡＱ－ＱＡ)Ｔ∗ｉ ｘ＝ ｌｉｍｎ→∞

ＡｎＱＴ∗ｉ ｘ－ ｌｉｍｎ→∞
ＱＡｎＴ∗ｉ ｘ＝ ｌｉｍｎ→∞

(ＡｎＱ－ＱＡｎ)Ｔ∗ｉ ｘ＝ ０ꎮ

由此可得(ＡＱ－ＱＡ)Ｔ∗ｉ ＝ ０ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ即 Ａ∈ＣＴ (ｒ)(Ｕ)ꎮ 这表明 ＣＴ (ｒ)(Ｕ)在强算子拓扑下是闭的ꎮ
ⅱ) 如果{Ａｎ}∞ｎ＝１⊆ＣＴ (ｒ)(Ｕ)ꎬ并且 Ａｎ 弱收敛于 Ａꎬ那么∀ｘ∈Ｋꎬ ｙ∈Ｈꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ有‹ＡｎＴ∗ｉ ｘꎬｙ›收敛

于‹ＡＴ∗ｉ ｘꎬｙ›ꎮ 因此∀Ｑ∈Ｕꎬ有
‹(ＡＱ－ＱＡ)Ｔ∗ｉ ｘꎬｙ› ＝‹ＡＱＴ∗ｉ ｘꎬｙ›－‹ＱＡＴ∗ｉ ｘꎬｙ›

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞
‹ＡｎＱＴ∗ｉ ｘꎬｙ›－ｌｉｍｎ→∞

‹ＱＡｎＴ∗ｉ ｘꎬｙ›

＝ ｌｉｍ
ｎ→∞
‹(ＡｎＱ－ＱＡｎ)Ｔ∗ｉ ｘꎬｙ›

＝ ０ꎮ
由 ｘꎬｙ 的任意性得(ＡＱ－ＱＡ)Ｔ∗ｉ ＝ ０ꎬ即 Ａ∈ＣＴ (ｒ)(Ｕ)ꎬ所以 ＣＴ (ｒ)(Ｕ)在弱算子拓扑下也是闭的ꎮ

ⅲ) 设 Ａ１ꎬＡ２∈ＣＴ (ｒ)(Ｕ)ꎬ (Ａ１Ｑ－ＱＡ１)Ｔ∗ｉ ＝ ０ꎬ其中 Ｑ∈Ｕꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ有
[(Ａ１＋Ａ２)Ｑ－Ｑ(Ａ１＋Ａ２)]Ｔ∗ｉ ＝(Ａ１Ｑ＋Ａ２Ｑ－ＱＡ１－ＱＡ２)Ｔ∗ｉ ＝(Ａ１Ｑ－ＱＡ１)Ｔ∗ｉ ＋(Ａ２Ｑ－ＱＡ２)Ｔ∗ｉ ＝ ０ꎬ

由此可知(Ａ１＋Ａ２)∈ＣＴ (ｒ)(Ｕ)ꎬ于是 ＣＴ (ｒ)(Ｕ)是 Ｂ(Ｈ)的线性子空间ꎮ
下面给出局部交换子的一些性质ꎮ
命题 １　 设 Ｓ∈Ｂ(Ｈ)ꎬ Ｔｉ∈Ｂ(ＨꎬＫ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ Ｔ (ｒ)＝ (Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｒ)是 Ｓ 的 ｒ￣重循环算子ꎬ则
１) Ｔ (ｒ)是 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)关于 Ｋ 的 ｒ￣重分离算子ꎻ
２) 如果 Ｓ 是一个半群ꎬ那么有 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)＝ Ｓ′ꎻ
３) 如果 Ａ∈ＣＴ (ｒ)(Ｓ)且有稠值域ꎬ那么 Ｔ (ｒ)Ａ∗也是 Ｓ 关于 Ｋ 的 ｒ￣重循环算子ꎻ
４) 设 Ｔ (ｒ)是 Ｓ 关于 Ｋ 的 ｒ￣重分离算子ꎬ若 Ｓ１ꎬＳ２∈Ｓ 满足 Ｓ１Ｓ２ꎬＳ２Ｓ１∈Ｓꎬ Ｓ１Ｓ２≠Ｓ２Ｓ１ꎬ则 Ｓ１ 和 Ｓ２ 都不属

于 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)ꎻ
５) 设 Ｓ＝Ｓ１Ｓ２ 且 Ｓ１ 是一个半群ꎬ那么有 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)⊆Ｓ′ꎻ
６) 设 Ｓ＝Ｓ１Ｓ２ 且 Ｉ∈Ｓ１∩Ｓ２ꎬ那么有 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)⊆ＣＴ (ｒ)(Ｓ１)∩ＣＴ (ｒ)(Ｓ２)ꎬ其中 Ｉ 为 Ｈ 上的单位算子ꎻ
７) 如果 Ｖ∈ＣＴ (ｒ)(Ｓ)是可逆的ꎬ那么有 ＣＴ (ｒ)Ｖ∗(Ｓ)＝ ＣＴ (ｒ)(Ｓ)􀅰Ｖ

－１ꎻ
８) 对任意的 Ｑ∈Ｓ′且 Ａ∈ＣＴ (ｒ)(Ｓ)ꎬ有 ＱＡ∈ＣＴ (ｒ)(Ｓ)ꎮ
证明　 １) 设 Ａ∈ＣＴ (ｒ)(Ｓ)且 ＡＴ (ｒ) ∗ ＝ ０ꎬ那么对任意的 Ｕ∈Ｓꎬ有(ＡＵ－ＵＡ)Ｔ∗ｉ ＝ ０ 且 ＡＵＴ∗ｉ ＝ＵＡＴ∗ｉ ＝ ０ꎬ

ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎮ 由于 Ｔ (ｒ)是 Ｓ 关于 Ｋ 的 ｒ￣重循环算子ꎬ于是对任意的 ｇ∈Ｋꎬ ｓｐａｎ{ＵＴ (ｒ)
∗
ｇ:Ｕ∈Ｓꎬ ｇ∈Ｋ} ＝Ｈꎮ

又对任意的 ｇ∈Ｋꎬ Ｕ∈Ｓꎬ有 ＡＵＴ∗ｉ ｇ＝ ０ꎬ所以对任意的 ｆ∈Ｈꎬ Ａｆ＝ ０ꎬ进而 Ａ＝ ０ꎮ 这说明 Ｔ (ｒ)是 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)关于

Ｋ 的 ｒ￣重分离算子ꎮ
２) 包含关系 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)⊇Ｓ′显然成立ꎮ 下面仅需证明 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)⊆Ｓ′ꎮ 令 Ａ∈ＣＴ (ｒ) (Ｓ)ꎬ由于 Ｓ 是一个半

群ꎬ于是对任意的 Ｓ１ꎬＳ２∈Ｓ 有 Ｓ１Ｓ２∈Ｓꎬ从而可得 ＡＳ１Ｓ２Ｔ∗ｉ ＝ Ｓ１Ｓ２ＡＴ∗ｉ ＝ Ｓ１ＡＳ２Ｔ∗ｉ ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎮ 又因为

ｓｐａｎ{ＵＴ∗ｉ ｇ:Ｕ∈Ｓꎬ ｇ∈Ｋꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ} ＝Ｈꎬ故 ＡＳ１ ＝Ｓ１Ａꎬ即 Ａ⊆Ｓ′ꎬ因此 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)＝ Ｓ′ꎮ
３) 因为 Ａ∈ＣＴ (ｒ)(Ｓ)ꎬ所以对任意的 Ｕ∈Ｓꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ有 ＵＡＴ∗ｉ ＝ＡＵＴ∗ｉ ꎮ 根据已知条件 ｓｐａｎ{ＵＴ∗ｉ ｇ:

Ｕ∈Ｓꎬ ｇ∈Ｋꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ} ＝Ｈ 且 Ａ 有稠值域ꎬ可得

ｓｐａｎ{ＵＡＴ∗ｉ ｇ:Ｕ∈Ｓꎬ ｇ∈Ｋꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ} ＝ ｓｐａｎ{ＡＵＴ∗ｉ ｇ:Ｕ∈Ｓꎬ ｇ∈Ｋꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ} ＝Ｈꎬ
因此 Ｔ (ｒ)Ａ∗是 Ｓ 关于 Ｋ 的 ｒ￣重循环算子ꎮ

４) 假设Ｓ１∈ＣＴ (ｒ)(Ｓ)ꎬ由于 Ｓ１ꎬＳ２∈Ｓ 且 Ｓ１Ｓ２ꎬＳ２Ｓ１∈Ｓꎬ (Ｓ１Ｓ２－Ｓ２Ｓ１)Ｔ∗ｉ ＝０ꎬ ｉ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎮ 又由命题 １中 １)
知ꎬＴ (ｒ)是 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)关于 Ｋ 的 ｒ￣重分离算子ꎬ所以有 Ｓ１Ｓ２ ＝Ｓ２Ｓ１ꎬ与条件 Ｓ１Ｓ２≠Ｓ２Ｓ１ 矛盾ꎬ因此Ｓ１∉ＣＴ (ｒ)(Ｓ)ꎮ 同

样地ꎬＳ２∉ＣＴ (ｒ)(Ｓ)ꎮ
５) 由已知条件可得 Ｓ１Ｓ ＝ ＳＳ１Ｓ２⊆Ｓ１Ｓ２⊆Ｓꎮ 令 Ａ∈ＣＴ (ｒ)(Ｓ)且 Ｑ∈Ｓ１ꎬ那么对任意的 Ｕ∈Ｓꎬ有(ＡＵ－
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ＵＡ)Ｔ∗ｉ ＝ ０ꎬ其中 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎮ 又 ＱＵ∈Ｓꎬ所以(ＡＱＵ－ＱＡＵ)Ｔ∗ｉ ＝ ０ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ于是有

ＡＱＵＴ∗ｉ －ＱＡＵＴ∗ｉ ＝ＡＱＵＴｉ
∗－ＱＵＡＴｉ

∗ ＝ ０ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ
因此(ＡＱ－ＱＡ)ＵＴ∗ｉ ＝ ０ꎮ 由条件 Ｔ (ｒ)是 Ｓ 的 ｒ￣重循环算子知ｓｐａｎ{ＵＴ(ｒ) ∗ｇ:Ｕ∈Ｓꎬ ｇ∈Ｋ} ＝Ｈꎬ从而 ＡＱ＝ＱＡꎬ
即 Ａ∈Ｓ′１ꎬ故 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)⊆Ｓ′ꎮ

６) 因为 Ｓ ＝ Ｓ１Ｓ２ 且有 Ｉ∈Ｓ１∩Ｓ２ꎬ所以 Ｓ１ ＝ Ｓ１􀅰Ｉ⊆Ｓ１Ｓ２ ＝ Ｓ 且有 Ｓ２ ＝ Ｓ２􀅰Ｉ⊆Ｓ１Ｓ２ ＝ Ｓꎬ于是 ＣＴ (ｒ)( Ｓ)⊆
ＣＴ (ｒ)(Ｓ１)且 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)⊆ＣＴ (ｒ)(Ｓ２)ꎬ即 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)⊆ＣＴ (ｒ)(Ｓ１)∩ＣＴ (ｒ)(Ｓ２)ꎮ

７) 因为 Ｖ∈ＣＴ (ｒ)(Ｓ)是可逆的ꎬ即对任意的 Ｕ∈Ｓꎬ (ＵＶ－ＶＵ)Ｔ∗ｉ ＝ ０ꎬ所以有

ＣＴ (ｒ)Ｖ∗(Ｓ)＝ {Ｒ∈Ｂ(Ｈ):(ＲＵ－ＵＲ)ＶＴ (ｒ) ∗ ＝ ０ꎬ ∀Ｕ∈Ｓ}
＝{Ｒ∈Ｂ(Ｈ):(ＲＵ－ＵＲ)ＶＴ∗ｉ ＝ ０ꎬ ∀Ｕ∈Ｓꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}
＝{Ｒ∈Ｂ(Ｈ):(ＲＵＶ－ＵＲＶ)Ｔ∗ｉ ＝ ０ꎬ ∀Ｕ∈Ｓꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}
＝{Ｒ∈Ｂ(Ｈ):(ＲＶＵ－ＵＲＶ)Ｔ∗ｉ ＝ ０ꎬ ∀Ｕ∈Ｓꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}
＝{Ｒ∈Ｂ(Ｈ):ＲＶ∈ＣＴ (ｒ)(Ｓ)ꎬ ∀Ｕ∈Ｓ}
＝ＣＴ (ｒ)(Ｓ)􀅰Ｖ

－１ꎮ
８) 对任意的 Ｑ∈Ｓ′ꎬ Ａ∈ＣＴ (ｒ)(Ｓ)ꎬ并且令 Ｐ∈Ｓꎬ则有 ＱＰ＝ＰＱ 且 ＰＡＴ∗ｉ ＝ＡＰＴ∗ｉ ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎮ 因此可得

(ＱＡ)ＰＴ∗ｉ ＝Ｑ(ＡＰ)Ｔ∗ｉ ＝(ＱＰ)ＡＴ∗ｉ ＝Ｐ(ＱＡ)Ｔ∗ｉ ꎬ
于是 ＱＡ∈ＣＴ (ｒ)(Ｓ)ꎮ

推论 １　 设 Ｓ∈Ｂ(Ｈ)ꎬ Ｔｉ∈Ｂ(ＨꎬＫ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ Ｔ (ｒ)＝ (Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｒ)ꎬＳ 包含一个半群 Ｓ０ 且 Ｓ′０ ＝Ｓ′ꎮ
若 Ｔ (ｒ)是 Ｓ０ 的 ｒ￣重循环算子ꎬ则有 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)＝ ＣＴ (ｒ)(Ｓ０)＝ Ｓ′ꎮ

证明　 因为 Ｔ (ｒ)是 Ｓ０ 的 ｒ￣重循环算子ꎬ所以由命题 １中(２)及 Ｓ′０ ＝Ｓ′可得 ＣＴ (ｒ)(Ｓ０)＝ Ｓ′０ ＝Ｓ′ꎮ 又 Ｓ０⊆Ｓꎬ
易见 ＣＴ (ｒ)(Ｓ０)⊇ＣＴ (ｒ)(Ｓ)⊇Ｓ′ꎬ因此有 ＣＴ (ｒ)(Ｓ)＝ ＣＴ (ｒ)(Ｓ０)＝ Ｓ′成立ꎮ

３　 局部交换子和 ｒ￣重完全游荡算子

本节主要研究酉系统中局部交换子的代数性质及其所有 ｒ￣重完全游荡算子构成的集合的结构刻画ꎮ
定理 １　 设 Ｓ 是由 Ｂ(Ｈ)中的酉算子构成的酉半群ꎬ如果 Ｗ (ｒ)(Ｓ)≠⌀ꎬ那么 Ｓ 是一个群ꎮ
证明　 设 Ｔ (ｒ)＝ (Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｒ)∈Ｗ (ｒ) (Ｓ)ꎬ其中Ｔｉ∈Ｂ(ＨꎬＫ)ꎬ假设 Ｓ 不是一个群ꎬ令 Ｑ∈Ｓ 使得Ｑ－１∉Ｓꎬ

则对任意的Ｖ∈Ｓꎬ由 Ｓ 是一个酉半群可知 ＱＶ∈Ｓ 且 Ｖ≠Ｑ－１ꎬ于是对任意的 ｇ∈Ｋꎬ由 Ｔ (ｒ)∈Ｗ(ｒ)(Ｓ)可得

‹Ｑ－１Ｔ∗ｉ ｇꎬＶＴ∗ｉ ｇ› ＝‹Ｔ∗ｉ ｇꎬＱＶＴ∗ｉ ｇ› ＝ ０ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎮ
这表明 Ｑ－１Ｔ∗ｉ ｇ 是与 ｓｐａｎ{ＶＴ∗ｉ ｇ:Ｖ∈Ｓꎬ ｇ∈Ｋꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ} ＝Ｈ 正交的非零元ꎬ得出矛盾ꎬ因此 Ｓ 是一个群ꎮ

设 Ｃ１(Ｈ)是由全体迹类算子构成的集合ꎬ ｔｒ(􀅰)表示迹类算子的迹ꎮ 设 Ｂ∈Ｂ(Ｈ)ꎬ Ａ∈Ｃ１(Ｈ)按照

(ＡꎬＢ)＝ ｔｒ(ＡＢ)ꎬ有 Ｂ(Ｈ)＝ Ｃ１(Ｈ)∗ꎬ其中 Ｃ１(Ｈ)∗为 Ｃ１(Ｈ)的对偶空间ꎮ 令 Ψ 是 Ｂ(Ｈ)的一个子空间ꎬ如
果 Ψ＝{Ａ∈Ｂ(Ｈ):Ａｘ∈ｓｐａｎ{Ψｘꎬｘ∈Ｈ}}ꎬ那么称Ψ 是自反的ꎮ 若 ｎ 次扩张Ψ (ｎ)＝ {Ａ(ｎ):Ａ∈Ｗ}是 Ｂ(Ｈ(ｎ))
的自反子空间ꎬ则称 Ψ (ｎ)是 ｎ￣自反的ꎮ 同时有如下结论:Ｂ(Ｈ)的一个弱闭子空间是 ｎ￣自反的当且仅当

Ｃ１(Ｈ)中的预零化子 Ψ⊥是秩至多为 ｎ 的算子按迹类范数‖􀅰‖１ 的闭线性张[１２]ꎮ
定理 ２　 设 Ｓ∈Ｂ(Ｈ)ꎬ Ｔｉ∈Ｂ(Ｈ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ 且 Ｔ (ｒ)＝ (Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｒ)ꎬ则有

(ＣＴ (ｒ)(Ｓ))⊥ ＝ ｓｐａｎ‖􀅰‖１{[ＵꎬＴ∗ｉ ｘ⊗ｙ]:Ｕ∈Ｓꎬ ｘꎬｙ∈Ｈ}ꎬ
式中[ＵꎬＴ∗ｉ ｘ⊗ｙ] ＝ＵＴ∗ｉ ｘ⊗ｙ－Ｔ∗ｉ ｘ⊗Ｕ∗ｙꎮ 进而ꎬＣＴ (ｒ)(Ｓ)是 ２￣自反的ꎮ

证明　 对任意的 Ａ∈Ｂ(Ｈ)ꎬ有
ｔｒ(Ａ[ＵꎬＴ∗ｉ ｘ⊗ｙ])＝ ｔｒ(Ａ(ＵＴ∗ｉ ｘ⊗ｙ－Ｔｉ

∗ｘ⊗Ｕ∗ｙ))
＝ ｔｒ(ＡＵＴｉ

∗ｘ⊗ｙ)－ｔｒ(ＡＴｉ
∗ｘ⊗Ｕ∗ｙ)

＝ ‹ＡＵＴ∗ｉ ｘꎬｙ›－‹ＡＴ∗ｉ ｘꎬＵ∗ｙ›
＝‹ＡＵＴ∗ｉ ｘꎬｙ›－‹ＵＡＴ∗ｉ ｘꎬｙ›
＝‹(ＡＵ－ＵＡ)Ｔ∗ｉ ｘꎬｙ›ꎮ
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由此可见 Ａ∈ＣＴ (ｒ)(Ｓ)当且仅当 Ａ 可被所有形式为[ＵꎬＴ∗ｉ ｘ⊗ｙ]的迹类算子零化ꎬ其中 ｘꎬｙ∈Ｈꎬ Ｕ∈Ｓꎮ 因

此有(ＣＴ (ｒ)(Ｓ))⊥ ＝ ｓｐａｎ‖􀅰‖１{[ＵꎬＴ∗ｉ ｘ⊗ｙ]:Ｕ∈Ｓꎬ ｘꎬｙ∈Ｈ}ꎮ
下面给出酉系统中 ｒ￣重完全游荡算子的一个刻画ꎮ
定理 ３　 设 Ｕ 是 Ｂ(Ｈ)中的酉系统ꎬＴ (ｒ)＝ (Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ其中Ｔｉ∈Ｂ(Ｈ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ则有

Ｗ (ｒ)(Ｕ)＝ {Ｔ (ｒ)Ｖ∗:Ｖ∈Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))}ꎬ
式中 Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))为 ＣＴ (ｒ)(Ｕ)中全体酉算子构成的集合ꎮ 此外ꎬ映射

Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))→Ｗ (ｒ)(Ｕ)
Ｖ→Ｔ (ｒ)Ｖ∗

是单射ꎮ
证明　 令 Ｖ∈Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))ꎬ Ｑ(ｒ)＝ (Ｑ１ꎬＱ２ꎬ􀆺ꎬＱｒ)且 Ｑ(ｒ)＝ Ｔ (ｒ)Ｖ∗ꎬ即 Ｑｉ ＝ＴｉＶ∗ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎮ 对任意

的 Ｓ∈Ｕꎬ有 ＱｉＳ∗ ＝ＴｉＶ∗Ｓ∗ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎮ 由 Ｖ∈Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))可得 ＳＱ∗ｉ ＝ＳＶＴ∗ｉ ＝ＶＳＴ∗ｉ ꎬ即 ＱｉＳ∗ ＝ＴｉＳ∗Ｖ∗ꎬ
∀Ｓ∈Ｕꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎮ 因为Ｔ (ｒ)∈Ｗ(ｒ)(Ｕ)ꎬ根据 ｒ￣重完全游荡算子的定义可知{ＴｉＳ∗:Ｓ∈Ｕꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}
是 Ｈ 的 ｇ￣标准正交集ꎮ 又 Ｖ 是酉算子ꎬ所以{ＱｉＳ∗:Ｓ∈Ｕꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}也是 Ｈ 的 ｇ￣标准正交集ꎬ因此

Ｔ (ｒ)Ｖ∗∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎮ
反之ꎬ对任意的 Ｑ(ｒ)＝ (Ｑ１ꎬＱ２ꎬ􀆺ꎬＱｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ因为{ＴｉＳ∗:Ｓ∈Ｕꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}和{ＱｉＳ∗:Ｓ∈Ｕꎬ ｉ ＝

１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒ}都是 Ｈ 的 ｇ￣标准正交集ꎬ所以由 Ｌａｒｓｏｎ[１３]所给的推论 ４.５可知ꎬ存在唯一的酉算子 Ｖ∈Ｂ(Ｈ)ꎬ使
得对任意的 Ｓ∈Ｕ 满足 ＱｉＳ∗ ＝ＴｉＳ∗Ｖ∗ꎮ 特别地ꎬ令 Ｓ＝ Ｉꎬ其中 Ｉ 是单位算子ꎬ则有 Ｑｉ ＝ＴｉＶ∗ꎮ 于是对任意的

Ｓ∈Ｕꎬ有 ＴｉＳ∗Ｖ∗ ＝ＴｉＶ∗Ｓ∗ꎮ 从而可得 ＳＶＴ∗ｉ ＝ＶＳＴ∗ｉ ꎬ ∀Ｓ∈Ｕꎬ这说明 Ｖ∈Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))ꎮ 由命题 １之 １)知ꎬ
Ｔ (ｒ)是 ＣＴ (ｒ)(Ｕ)的 ｒ￣重分离算子ꎬ故容易得出映射 Ｖ→ Ｔ (ｒ)Ｖ∗是单射ꎮ

定理 ４　 设 Ｕ 是 Ｂ(Ｈ)中的酉系统ꎬＴ (ｒ)＝ (Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴｒ)和 Ｐ(ｒ)＝ (Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｒ)ꎬ其中 ＴｉꎬＰｉ∈Ｂ(ＨꎬＫ)ꎬ
ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ都为 Ｕ 的 ｒ￣重循环算子ꎬ则对任意的 Ｕ１ꎬＵ２∈Ｕꎬ ｇ∈Ｋꎬ

‹Ｕ１Ｔ (ｒ)
∗
ｇꎬＵ２Ｔ (ｒ)

∗
ｇ› ＝‹Ｕ１Ｐ(ｒ)

∗
ｇꎬＵ２Ｐ(ｒ)

∗
ｇ›

当且仅当存在酉算子 Ｖ∈Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))ꎬ使得 Ｔ (ｒ)
∗
＝ＶＰ(ｒ)

∗
ꎮ

证明 　 令 Ｕ１ꎬＵ２ꎬ􀆺ꎬＵｌ∈Ｕ 且 λ１ꎬλ２ꎬ􀆺ꎬλ ｌ∈Ｃꎬ若对任意的 Ｕ１ꎬＵ２∈Ｕꎬ ｇ∈Ｋꎬ有 ‹Ｕ１Ｔ (ｒ)∗ｇꎬ

Ｕ２Ｔ (ｒ)
∗
ｇ› ＝‹Ｕ１Ｐ(ｒ)

∗
ｇꎬＵ２Ｐ(ｒ)

∗
ｇ›ꎬ则可得

　 ‹∑
ｌ

ｍ ＝１
λｍＵｍＴ (ｒ)

∗
ｇꎬ∑

ｌ

ｎ ＝１
λｎＵｎＴ (ｒ)

∗
ｇ› ＝∑

ｌ

ｍ ＝１
∑

ｌ

ｎ ＝１
λｎλｍ‹Ｕ∗ｎ ＵｍＴ (ｒ)

∗
ｇꎬＴ (ｒ)

∗
ｇ›

＝∑
ｌ

ｍ ＝１
∑

ｌ

ｎ ＝１
λｎλｍ‹Ｕ∗ｎ ＵｍＰ(ｒ)

∗
ｇꎬＰ(ｒ)

∗
ｇ› ＝‹∑

ｌ

ｍ ＝１
λｍＵｍＰ(ｒ)

∗
ｇꎬ∑

ｌ

ｎ ＝１
λｎＵｎＰ(ｒ)

∗
ｇ›ꎮ

因此ꎬ映射 Ｖ:ｓｐａｎ{ＵＴ (ｒ)
∗
ｇ:ｇ∈Ｋ}→ ｓｐａｎ{ＵＰ(ｒ)

∗
ｇ:ｇ∈Ｋ}ꎬ Ｖ(∑

ｌ

ｍ ＝１
λｍＵｍＴ (ｒ)

∗
ｇ)＝ ∑

ｌ

ｍ ＝１
λｍＵｍＰ(ｒ)

∗
ｇ 是等距

的ꎮ 由于 ｓｐａｎ{ＵＴ (ｒ)
∗
ｇ:ｇ∈Ｋ} ＝ ｓｐａｎ{ＵＰ(ｒ)

∗
ｇ:ｇ∈Ｋ} ＝Ｈꎬ所以 Ｖ 可以扩展为 Ｈ 上的酉算子ꎮ 又对任意的

ｇ∈Ｋꎬ Ｓ∈Ｕꎬ有 ＶＳＴ (ｒ)
∗
ｇ ＝ ＳＰ(ｒ)

∗
ｇꎮ 令 Ｓ ＝ Ｉ 可得 ＶＴ (ｒ)

∗
ｇ ＝ Ｐ(ｒ)

∗
ｇꎬ因此 ＶＴ (ｒ)

∗
＝ Ｐ(ｒ)

∗
ꎮ 从而对任意的

ｇ∈Ｋꎬ Ｓ∈Ｕꎬ有 ＶＳＴ (ｒ)
∗
ｇ＝ＳＰ(ｒ)

∗
ｇ＝ＳＶＴ (ｒ)

∗
ｇꎬ进而 ＶＳＴ (ｒ)

∗
＝ＳＶＴ (ｒ)

∗
ꎬ ∀Ｓ∈Ｕꎬ即 Ｖ∈Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))ꎮ

反之ꎬ如果存在酉算子 Ｖ∈Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))使得 Ｔ (ｒ)
∗
＝ＶＰ(ｒ)

∗
ꎬ那么对任意的 ｇ∈Ｋꎬ Ｕ１ꎬＵ２∈Ｕ 有

‹Ｕ１Ｐ(ｒ)
∗
ｇꎬＵ２Ｐ(ｒ)

∗
ｇ› ＝‹Ｕ１ＶＴ (ｒ)

∗
ｇꎬＵ２ＶＴ (ｒ)

∗
ｇ›

＝‹ＶＵ１Ｔ (ｒ)
∗
ｇꎬＶＵ２Ｔ (ｒ)

∗
ｇ› ＝‹Ｕ１Ｔ (ｒ)

∗
ｇꎬＵ２Ｔ (ｒ)

∗
ｇ›ꎮ

综上可知ꎬ结论成立ꎮ
注 ３　 对于酉系统 Ｕꎬ可以描述所有 ｒ￣重循环算子之间的等价关系ꎮ 令 Ｔ (ｒ)、Ｐ(ｒ)是 Ｕ 的 ｒ￣重循环算子ꎬ

如果存在一个酉算子 Ｖ∈ＣＴ (ｒ)(Ｕ)使得 Ｐ(ｒ)
∗
＝ＶＴ (ｒ)

∗
ꎬ则称 Ｔ (ｒ)与 Ｐ(ｒ)是酉等价的ꎮ 在此酉等价定义的意义

下ꎬ由定理 ３和 ４可以看出 Ｕ 的所有 ｒ￣重完全游荡算子 Ｗ (ｒ)(Ｕ)构成一个等价类ꎮ
在某些情况下ꎬ可以用已知小波的线性组合来构造新的小波ꎮ 类似地ꎬ下面给出与由酉系统中 ｒ￣重完全
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游荡算子构成集合的拓扑连通性有关的结果ꎮ
命题 ２　 设 Ｕ 是 Ｈ 上的酉系统ꎬＴ (ｒ)ꎬＰ(ｒ)∈Ｗ (ｒ) (Ｕ)ꎬ Ｖ∈ＣＴ (ｒ) (Ｕ)是酉算子且满足 Ｐ(ｒ) ＝ Ｔ (ｒ)Ｖ∗ꎮ 若

Ｖ ２ ＝ ＩꎬＩ 是单位算子ꎬ则对于所有的 ｍꎬｎ∈Ｃꎬ ｜ｍ ｜ ２＋ ｜ ｎ ｜ ２ ＝ １ꎬ且 􀭺ｍ􀅰ｎ∈Ｒꎬ有
ｍ􀅰Ｔ (ｒ) ＋ｉ􀅰ｎ􀅰Ｐ(ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎮ

特别地ꎬｃｏｓ α􀅰Ｔ (ｒ) ＋ｉ􀅰ｓｉｎ α􀅰Ｐ(ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ ∀α∈[０ꎬ２π]ꎮ
证明　 由 Ｐ(ｒ)＝ Ｔ (ｒ)Ｖ∗可得 ｍ􀅰Ｔ (ｒ) ＋ｉ􀅰ｎ􀅰Ｐ(ｒ)＝ ｍ􀅰Ｔ (ｒ) ＋ｉ􀅰ｎ􀅰Ｔ (ｒ)Ｖ∗ ＝Ｔ (ｒ)􀅰(ｍ􀅰Ｉ＋ｉ􀅰ｎ􀅰Ｖ∗)ꎮ 又 Ｖ∈ＣＴ (ｒ)(Ｕ)ꎬ

ｍꎬｎ∈Ｃꎬ所以有(ｍ􀅰Ｉ＋ｉ􀅰ｎ􀅰Ｖ∗)∈ＣＴ (ｒ)(Ｕ)ꎮ 根据定理 ３ꎬ下面仅需证明(ｍ􀅰Ｉ＋ｉ􀅰ｎ􀅰Ｖ∗)是酉算子ꎮ 因为 Ｖ 是

酉算子ꎬＶ＝Ｖ∗且 Ｖ ２ ＝ Ｉꎬ因此有

(ｍ􀅰Ｉ＋ｉ􀅰ｎ􀅰Ｖ∗)(ｍ􀅰Ｉ＋ｉ􀅰ｎ􀅰Ｖ∗)∗

＝(ｍ􀅰Ｉ＋ｉ􀅰ｎ􀅰Ｖ∗)∗(ｍ􀅰Ｉ＋ｉ􀅰ｎ􀅰Ｖ∗)
＝ (􀭺ｍ􀅰Ｉ－ｉ􀅰􀭵ｎ􀅰Ｖ∗)(ｍ􀅰Ｉ＋ｉ􀅰ｎ􀅰Ｖ∗)
＝ ｜ｍ ｜ ２􀅰Ｉ＋ｉ􀅰􀭺ｍ􀅰ｎ􀅰Ｖ∗－ｉ􀅰􀭵ｎ􀅰ｍ􀅰Ｖ∗＋ ｜ ｎ ｜ ２􀅰Ｉ
＝( ｜ｍ ｜ ２＋ ｜ ｎ ｜ ２)􀅰Ｉ＝ Ｉꎮ

这说明(ｍ􀅰Ｉ＋ｉ􀅰ｎ􀅰Ｖ∗)是酉算子ꎬ进而结论成立ꎮ
下面给出局部交换子的交换性质ꎮ
命题 ３　 设 Ｕ 是酉系统ꎬ若对某个Ｔ (ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ ＣＴ (ｒ)(Ｕ)是可交换的ꎬ则对所有的Ｐ(ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ

ＣＰ(ｒ)(Ｕ)是可交换的ꎮ

证明　 由定理 ３可知ꎬ对任意的Ｐ(ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ那么存在酉算子 Ｖ∈Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))使得 Ｔ (ｒ)
∗
＝ＶＰ(ｒ)

∗
ꎮ

结合命题 １之 ７)可得 ＣＴ (ｒ)(Ｕ)＝ ＣＰ(ｒ)(Ｕ)􀅰Ｖ
－１ ＝ＣＰ(ｒ)(Ｕ)􀅰Ｖ∗ꎮ 又 Ｉ∈ＣＰ(ｒ)(Ｕ)ꎬ故有Ｖ∗∈ＣＴ (ｒ)(Ｕ)ꎮ 根据已

知条件 ＣＴ (ｒ)(Ｕ)是可交换的ꎬ可知Ｖ∗∈ＣＴ (ｒ)(Ｕ)⊆(ＣＴ (ｒ)(Ｕ)) ′ꎮ 又 Ｖ 是酉算子ꎬ因此 Ｖ∈ＣＴ (ｒ)(Ｕ)ꎬ即证

ＣＰ(ｒ)(Ｕ)＝ ＣＴ (ｒ)(Ｕ)􀅰Ｖ 是可交换的ꎮ
下面定理 ５给出局部交换子的一些代数性质ꎮ
定理 ５　 设 Ｕ 是酉系统ꎬ如果 Ｗ (ｒ)(Ｕ)是 ｇ￣完备的ꎬ即ｓｐａｎ{Ｔ (ｒ)

∗
ｇ:Ｔ (ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ ｇ∈Ｋ} ＝Ｈꎬ那么

１) 若对某个Ｔ (ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬＣＴ (ｒ)(Ｕ)是一个代数ꎬ则对所有的 Ｐ(ｒ)∈Ｗ (ｒ) (Ｕ)ꎬ ＣＰ(ｒ)(Ｕ)＝ Ｕ′ꎮ 特别

地ꎬ对每个Ｐ(ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ ＣＰ(ｒ)(Ｕ)是一个代数ꎮ
２) 若对某个Ｔ (ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))是一个半群ꎬ则对所有的Ｐ(ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ有 Ｕ(ＣＰ(ｒ)(Ｕ))＝

Ｕ(Ｕ′)ꎮ 特别地ꎬ对任意的Ｐ(ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ Ｕ(ＣＰ(ｒ)(Ｕ))是一个半群ꎮ

证明　 对任意的Ｐ(ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ由定理 ３知ꎬ存在唯一的 Ｖ∈Ｕ(ＣＰ(ｒ)(Ｕ))满足 Ｔ (ｒ)
∗
＝ＶＰ(ｒ)

∗
ꎮ 进而由

命题 １之 ７)可得 ＣＴ (ｒ)(Ｕ)＝ ＣＰ(ｒ)Ｖ∗(Ｕ)＝ ＣＰ(ｒ)(Ｕ)􀅰Ｖ
－１ ＝ＣＰ(ｒ)(Ｕ)􀅰Ｖ∗ꎬ显然有Ｖ∗∈ＣＴ (ｒ)(Ｕ)ꎮ

对于 １): 若 ＣＴ (ｒ)(Ｕ)对乘法封闭ꎬ则有 ＣＴ (ｒ)(Ｕ)􀅰Ｖ∗∈ＣＴ (ｒ)(Ｕ)ꎬ从而可得

ＣＴ (ｒ)(Ｕ)＝ ＣＴ (ｒ)(Ｕ)Ｖ∗􀅰Ｖ⊆ＣＴ (ｒ)(Ｕ)􀅰Ｖ＝ＣＰ(ｒ)(Ｕ)􀅰Ｖ∗Ｖ＝ＣＰ(ｒ)(Ｕ)ꎮ

如果 Ａ∈ＣＴ (ｒ)(Ｕ)ꎬ那么对任意的 Ｂ∈Ｕꎬ Ｐ(ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ有(ＡＢ－ＢＡ)Ｐ(ｒ)
∗
＝ ０ꎮ 又 Ｗ (ｒ)(Ｕ)是 ｇ￣完备的ꎬ故

有 ＡＢ＝ＢＡꎬ即 Ａ∈Ｕ′ꎬ从而 ＣＴ (ｒ)(Ｕ) ′ꎮ 反包含关系显然成立ꎬ因此 ＣＴ (ｒ)(Ｕ)＝ Ｕ′ꎮ 令Ｐ(ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)是任意

的ꎬＷ∈ＣＴ (ｒ)(Ｕ)＝ Ｕ′是酉算子使得 Ｐ(ｒ)
∗
＝ＷＴ (ｒ)

∗
ꎬ则有 ＣＰ(ｒ)(Ｕ)＝ ＣＴ (ｒ)(Ｕ)􀅰Ｗ

－１ ＝ＣＴ (ｒ)(Ｕ)􀅰Ｗ∗＝Ｕ′ꎮ
对于 ２): 如果 Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))是一个半群ꎬＵ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))􀅰Ｖ∗⊆Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))显然成立ꎮ Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))＝

(ＣＰ(ｒ)(Ｕ))􀅰Ｖ∗ꎬ所以有

Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))＝ Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))Ｖ∗􀅰Ｖ⊆Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))􀅰Ｖ＝Ｕ(ＣＰ(ｒ)(Ｕ))ꎮ

设 Ｂ∈Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))ꎬ则 Ｂ∈Ｕ(ＣＰ(ｒ)(Ｕ))ꎬ从而对任意的Ｐ(ｒ)∈Ｗ (ｒ) (Ｕ)及 Ｓ∈Ｕꎬ有(ＢＳ－ＳＢ)Ｐ(ｒ)
∗
＝ ０ꎮ 因

为ｓｐａｎ{Ｔ (ｒ)
∗
ｇ:Ｔ (ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ ｇ∈Ｋ} ＝Ｈꎬ所以 ＢＳ＝ＳＢꎬ即 Ｂ∈Ｕ′ꎬ从而 Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))＝ Ｕ(Ｕ′)ꎮ 设Ｐ(ｒ)∈

Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ酉算子 Ｗ∈Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))＝ Ｕ(Ｕ′)使得 Ｐ(ｒ)
∗
＝ＷＴ (ｒ)

∗
ꎬ则 ＣＰ(ｒ)(Ｕ)＝ ＣＴ (ｒ)(Ｕ)􀅰Ｗ∗ꎮ 因此有

Ｕ(ＣＰ(ｒ)(Ｕ))＝ Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))Ｗ∗􀅰Ｗ⊆Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))􀅰Ｗ＝Ｕ(ＣＴ (ｒ)(Ｕ))ꎬ
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进而 Ｕ(ＣＰ(ｒ)(Ｕ))＝ Ｕ(Ｕ′)ꎮ
例 ２　 设 Ｈ＝Ｌ２(Ｒ)ꎬ Ｕ＝ＵＤꎬＴ ＝{ＤｎＴ ｌ:ｎꎬｌ∈Ｚ}ꎬ Ψ (ｒ)＝ (ψ１ꎬψ２ꎬ􀆺ꎬψｒ)是 Ｌ２(Ｒ)上的 ｒ￣重正交小波ꎬ且

‖Ψ (ｒ)‖２ ＝ １ꎮ 令 Λψｉ
( ｆ)＝ ‹ ｆꎬψｉ›ꎬ ｆ∈Ｌ２(Ｒ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎬ容易推出 ΛΨ (ｒ)＝ (Λψ１ꎬΛψ２ꎬ􀆺ꎬΛψｒ

)是 ＵＤꎬＴ上的

ｒ￣重完全游荡算子ꎬ即{ΛΨ (ｒ)(ＤｎＴ ｌ)∗: ｎꎬｌ∈Ｚ}是 Ｌ２(Ｒ)的 ｇ￣标准正交集ꎬ所以ΛΨ (ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎮ 由命题 １
和定理 ３可得

１) Ｗ (ｒ)(Ｕ)＝ ΛΨ (ｒ)(Ｕ(ＣΛΨ (ｒ)
(Ｕ)))∗且映射:

ΛΨ (ｒ)(Ｕ(ＣΛΨ (ｒ)
(Ｕ)))∗→Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ　 ΛΨ (ｒ)→ΛΨ (ｒ)Ｕ∗ꎬ

是单射ꎻ
２) ＴꎬＤ∉ＣΛΨ (ｒ)

(Ｕ)ꎻ
３) ＣΛΨ (ｒ)

(Ｕ)⊆{Ｄ} ′ꎻ
４) 如果ΛΦ(ｒ)∈Ｗ (ｒ)(Ｕ)ꎬ令 Ｖ∈Ｕ(ＣΛΨ (ｒ)

(Ｕ))ꎬ使得 ΛΦ(ｒ)→ΛΨ (ｒ)Ｖ∗ꎬ那么有 ＣΛΦ(ｒ)
(Ｕ)＝ ＣΛΨ (ｒ)

(Ｕ)􀅰Ｖ∗ꎮ
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