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正合范畴上的稳定函数和挠理论
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摘要:主要研究正合范畴上的稳定函数ꎬ以及用稳定函数构造挠类和挠自由类ꎬ进而得到一类挠对ꎮ
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０　 引言

稳定性条件的概念是 Ｍｕｍｆｏｒｄ[１]提出ꎬ为了研究群作用下的模空间ꎮ 这一工具在数学的众多不同分支

均有重要的应用ꎬ例如:在箭图的表示理论中ꎬＳｃｈｏｆｉｅｌｄ[２]和 Ｋｉｎｇ[３]进行了开创性的研究ꎻＲｕｄａｋｏｖ[４]将稳定

性条件的概念推广到 Ａｂｅｌ 范畴中ꎻ更多性质见文献[５]ꎮ
正合范畴是对 Ａｂｅｌ 范畴的一种推广ꎬ本文在正合范畴(ＡꎬＥ )上定义了在短正合列中满足跷跷板( ｓｅｅ￣

ｓａｗ)性质的稳定函数 ϕ:Ａ∗→Ｐꎬ且对于每一个 Ｘ∈Ａ∗ꎬ在全序集 Ｐ 中都有一个 Ｘ 的相位 ϕ(Ｘ)ꎬ其中 Ａ∗

指的是 Ａ 中的所有不同构于零对象的对象组成的类ꎮ
稳定函数最重要的特点就是可以构造一个可区分的对象子类:令 Ｍ∈Ａ∗ꎬ如果对于每一个非平凡容许

子对象 Ｌ Ｍ 满足 ϕ(Ｌ)<ϕ(Ｍ)(或者 ϕ(Ｌ)≤ϕ(Ｍ))ꎬ则称 Ｍ 为 ϕ￣稳定对象(或者 ϕ￣半稳定对象)ꎮ 在某

种意义上ꎬ稳定对象类似于不可约对象ꎬ本文推广了舒尔引理的结果ꎮ
Ｄｉｃｋｓｏｎ[６]首次提出 Ａｂｅｌ 范畴中挠对的概念ꎬ推广了有限 Ａｂｅｌ 群的性质ꎮ 受到文献[７]的启发ꎬ本文在

正合范畴(ＡꎬＥ )上引入了挠对的概念ꎬ并且对于每一个相位 ｐ 构造了一个挠对(ＴｐꎬＦｐ)ꎬ其中

Ｔｐ ＝{Ｍ∈Ａ∗ ｜对 Ｍ 的极大不稳定容许商对象 Ｍ′ꎬϕ(Ｍ′)≥ｐ}ꎬ

Ｆｐ ＝{Ｍ∈Ａ∗ ｜对 Ｍ 的极大不稳定容许子对象 Ｌ′ꎬϕ(Ｌ′)<ｐ}ꎮ
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１　 稳定函数与稳定对象

加法范畴 Ａ 中的一个核－余核对( ｉꎬｐ)是指一个态射序列 Ａ
ｉ
→Ｂ

ｐ
→Ｃꎬ且 ｉ 是 ｐ 的核ꎬｐ 是 ｉ 的余核ꎮ

令 Ｅ 是由 Ａ 中的一些核－余核对构成的类ꎬ一个态射 ｉ 被称为容许单态射ꎬ如果存在一个态射 ｐ 使得

( ｉꎬｐ)∈Ｅꎬ容许满态射可以被对偶地定义ꎮ 用 和→→分别表示容许单态射和容许满态射ꎮ 在一个容许单态
射 Ａ Ｂ 中ꎬＡ 被称为 Ｂ 的容许子对象ꎬ容许商对象可以被对偶地定义ꎮ 记Ｈｏｍａｄｍ

Ａ (ＸꎬＹ) 为从 Ｘ 到 Ｙ 的容

许态射集ꎬ∀ＸꎬＹ∈Ａꎮ
正合范畴是由 Ｑｕｉｌｌｅｎ[８] 提出ꎬ相关概念和性质详见文献 [ ９]ꎮ 本文总是考虑本质小的正合范畴

(ＡꎬＥ )ꎮ
定义 １　 设(Ｐꎬ≤)为一个全序集ꎬ设 ϕ:Ａ∗→Ｐ 是一个函数ꎬ若对任意短正合列 ０→Ｌ→Ｍ→Ｎ→０ꎬ都满

足跷跷板性质ꎬ其中 ＬꎬＭꎬＮ∈Ａ∗ꎬ即满足下列条件之一:
(１) ϕ(Ｌ)<ϕ(Ｍ)<ϕ(Ｎ)ꎬ
(２) ϕ(Ｌ)＝ ϕ(Ｍ)＝ ϕ(Ｎ)ꎬ
(３) ϕ(Ｌ)>ϕ(Ｍ)>ϕ(Ｎ)ꎬ

则称 ϕ:Ａ∗→Ｐ 为稳定函数ꎮ 此时ꎬ对任意的 Ｘ∈Ａ∗ꎬ称 ϕ(Ｘ)为 Ｘ 的相位ꎮ
注 １　 稳定函数在非零对象上定义的原因是 Ａ 中的零对象在 ϕ 下的像不是良定的ꎮ 事实上ꎬ选取 ２个

非零对象 Ｍ 和 Ｎ 使得 ϕ(Ｍ) ≠ ϕ(Ｎ)ꎬ构造 ２个短正合列 ０→０→Ｍ→Ｍ→０、０→０→Ｎ→Ｎ→０ꎬ由跷跷板性

质可得 ϕ(Ｍ)＝ ϕ(０)＝ ϕ(Ｎ)ꎬ矛盾ꎮ
命题 １　 设 ϕ:Ａ∗→Ｐ 是(ＡꎬＥ )上的稳定函数ꎬ给定 ２个非零对象Ｍ 和 Ｄꎬ假设Ｍ 有一个容许子对象

序列 ０＝Ｍ０ Ｍ１ 􀆺 Ｍｎ－１ Ｍｎ ＝Ｍꎬ则:
(１) 若 ϕ(Ｍｉ / Ｍｉ－１)<ϕ(Ｄ)ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ那么 ϕ(Ｍ)<ϕ(Ｄ)ꎮ
(２) 若 ϕ(Ｍｉ / Ｍｉ－１)>ϕ(Ｄ)ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ那么 ϕ(Ｍ)>ϕ(Ｄ)ꎮ
(３) 若 ϕ(Ｍｉ / Ｍｉ－１)＝ ϕ(Ｄ)ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ那么 ϕ(Ｍ)＝ ϕ(Ｄ)ꎮ
证明　 (１)考虑一个短正合列: ０→Ｍ１→Ｍ２→Ｍ２ / Ｍ１→０ꎬ如果 ϕ(Ｍ１)<ϕ(Ｄ)ꎬϕ(Ｍ２ / Ｍ１)<ϕ(Ｄ)ꎬ 由跷

跷板性质可得 ϕ(Ｍ１) <ϕ(Ｍ２) <ϕ(Ｍ２ / Ｍ１) <ϕ(Ｄ)或者 ϕ(Ｄ) >ϕ(Ｍ１) >ϕ(Ｍ２) >ϕ(Ｍ２ / Ｍ１)ꎬ从而有
ϕ(Ｍ２)<ϕ(Ｄ)ꎮ 通过对短正合列 ０→Ｍｉ－１→Ｍｉ→Ｍｉ / Ｍｉ－１→０ 归纳可得 ϕ(Ｍｉ) <ϕ(Ｄ)ꎬ进而有 ϕ(Ｍ) ＝
ϕ(Ｍｎ)<ϕ(Ｄ)ꎮ

(２)、(３)同理可得ꎮ
定义 ２　 设 ϕ:Ａ∗→Ｐ 是(ＡꎬＥ )上的稳定函数ꎬＭ 是 Ａ 中的非零对象ꎬ如果对于每一个非平凡容许

子对象 Ｌ Ｍ 满足 ϕ(Ｌ)<ϕ(Ｍ) (或 ϕ(Ｌ)≤ϕ(Ｍ))ꎬ则称 Ｍ 为 ϕ￣稳定(或 ϕ￣半稳定)对象ꎮ
注 ２　 ϕ￣稳定对象是不可分解的ꎮ 事实上ꎬ如果 Ｍ＝Ｍ１⊕Ｍ２ꎬ考察一个短正合列 ０→Ｍ１→Ｍ→Ｍ２→０ꎮ

通过跷跷板性质ꎬ有 ϕ(Ｍ１)<ϕ(Ｍ) <ϕ(Ｍ２)ꎬ但是ꎬ在另一个短正合列 ０→Ｍ２→Ｍ→Ｍ１→０ 中ꎬ有 ϕ(Ｍ２) <
ϕ(Ｍ)<ϕ(Ｍ１)ꎬ矛盾ꎮ

定理 １　 设 ϕ:Ａ∗→Ｐ 是(ＡꎬＥ )上的稳定函数ꎬ ｆ:Ｍ→Ｎ 是(ＡꎬＥ )上的非零容许态射ꎬ若 ϕ(Ｍ)≥
ϕ(Ｎ)ꎬ且 Ｍ 和 Ｎ 是 ϕ￣半稳定对象ꎬ则:

(１) ϕ(Ｍ)＝ ϕ(Ｎ)ꎮ
(２) 若 Ｎ 是 ϕ￣稳定对象ꎬ则 ｆ 是容许满态射ꎮ
(３) 若 Ｍ 是 ϕ￣稳定对象ꎬ则 ｆ 是容许单态射ꎮ
(４) 若 Ｍ 和 Ｎ 是 ϕ￣稳定对象ꎬ则 ｆ 是同构ꎮ
证明　 (１) 仅需证明 ϕ(Ｍ)≤ϕ(Ｎ)ꎮ 由于 ｆ≠０ꎬ因此 Ｉｍ ｆ≠０ꎮ 考虑 ｆ 的容许单－容许满分解
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由跷跷板性质得 ϕ( Ｉｍ ｆ)≤ϕ(Ｎ)和 ϕ(Ｋｅｒ ｆ)≤ϕ(Ｍ)ꎬ故 ϕ(Ｍ)≤ϕ( Ｉｍ ｆ)≤ϕ(Ｎ)ꎮ
(２) 假设 Ｉｍ ｆ≠Ｎꎮ 因为 Ｎ 是 ϕ￣稳定对象ꎬ所以 ϕ( Ｉｍ ｆ)<ϕ(Ｎ)ꎬ与(１)矛盾ꎬ故 Ｉｍ ｆ＝Ｎꎮ
(３) 假设 Ｋｅｒ ｆ≠{０}ꎮ 因为 Ｍ 是 ϕ￣稳定对象ꎬ则有 ϕ(Ｋｅｒ ｆ) <ϕ(Ｍ)ꎬ所以 ϕ(Ｍ) <ϕ( Ｉｍ ｆ)ꎬ与(１)矛

盾ꎬ故 Ｋｅｒ ｆ＝{０}ꎮ
(４) 由上述分析显然可得ꎮ
推论 １　 设 ϕ:Ａ∗→Ｐ 是(ＡꎬＥ )上的稳定函数ꎬＭ 和 Ｎ 是 Ａ 中的 ２个非零不同构的 ϕ￣稳定对象ꎮ 若

ϕ(Ｍ)＝ ϕ(Ｎ)ꎬ则Ｈｏｍａｄｍ
Ａ (ＭꎬＮ)＝ ０ꎮ

２　 挠对的构造

定义 ３　 正合范畴(ＡꎬＥ )被称为长度范畴[１０]ꎬ若对(ＡꎬＥ )中每一个对象 Ｍꎬ都可以诱导出一个有

限链

０＝Ｍ０ Ｍ１ 􀆺 Ｍｎ ＝Ｍꎬ
使得 Ｍｉ / Ｍｉ－１是(ＡꎬＥ )中的单对象ꎮ 下面总假定(ＡꎬＥ )为正合长度范畴ꎮ

引理 １　 设 Ｍ∈ＡꎬＡ 是 Ｍ 的非零容许子对象ꎬ则:
(１) Ａ 要么是 ϕ￣半稳定的ꎬ要么存在 Ｍ 的一个非零 ϕ￣半稳定容许子对象 Ａ′ꎬ使得 ϕ(Ａ′)>ϕ(Ａ)ꎮ
(２) 若有一个 Ｍ 的 ϕ￣半稳定容许子对象 Ｂꎬ满足 ϕ(Ｂ) >ϕ(Ａ)ꎬ则要么 Ｂ Ａꎬ要么存在 Ａ′ Ｍ 使得

Ａ Ａ′ꎬ且 ϕ(Ａ)<ϕ(Ａ′)ꎮ
证明　 (１) 若 Ａ 不是 ϕ￣半稳定的ꎬ则存在 Ａ 的一个容许子对象 Ａ１ꎬ使得 ϕ(Ａ１) >ϕ(Ａ)ꎮ 若 Ａ１ 不是 ϕ￣

半稳定的ꎬ则存在 Ａ１ 的一个容许子对象 Ａ２ꎬ使得 ϕ(Ａ２)>ϕ(Ａ１)ꎮ 依次下去可得一个链 Ａ Ａ１ Ａ２ 􀆺ꎬ
且有 ϕ(Ａ)<ϕ(Ａ１)<􀆺ꎬ由于(ＡꎬＥ )为正合长度范畴ꎬ因此该过程一定在有限步终止ꎬ所以必然存在Ｍ 的一

个非零 ϕ￣半稳定容许子对象 Ａ′ꎬ使得 ϕ(Ａ′)>ϕ(Ａ)ꎮ
(２) 考虑以下 ２个标准正合列:

０→ Ａ∩Ｂ→ Ｂ→Ｕ→０ꎬ　 ０→ Ａ→ Ａ＋Ｂ→Ｕ→０ꎬ
其中 Ａ∩Ｂ 及 Ａ＋Ｂ 的定义见文献[１１]ꎮ 若 Ｂ 不是 Ａ 的容许子对象ꎬ则 Ａ＋Ｂ≠Ａꎬ从而 Ｕ≠０ꎮ 当 Ａ∩Ｂ＝ ０时ꎬ
则 Ｂ＝Ｕꎬ从而 ϕ(Ｂ)＝ ϕ(Ｕ)ꎻ当 Ａ∩Ｂ≠０ 时ꎬ由于 Ｂ 是 ϕ￣半稳定的ꎬ因此 ϕ(Ａ∩Ｂ)≤ϕ(Ｂ)ꎬ从而ϕ(Ｂ)≤
ϕ(Ｕ)ꎮ 又因为 ϕ(Ａ)≤ϕ(Ｂ)ꎬ所以 ϕ(Ａ)≤ϕ(Ｕ)ꎬ由跷跷板性质可得 ϕ(Ａ)≤ϕ(Ａ＋Ｂ)ꎬ取 Ａ′＝Ａ＋Ｂ 即可ꎮ

注 ３　 称 Ｍ 的一个容许子对象 Ａ 为贪对象ꎬ如果对于 Ｍ 的一个 ϕ￣半稳定容许子对象 Ｂꎬ由 ϕ(Ｂ) >
ϕ(Ａ)可得 Ｂ Ａꎮ 显然ꎬＭ 就是一个贪对象ꎮ 下面来构造一个贪对象ꎬ若 Ｅ Ｍ 不是贪对象ꎬ则存在一个

ϕ￣半稳定对象 Ａꎬ使得 ϕ(Ａ) >ϕ(Ｅ)且 Ａ 不是 Ｅ 的容许子对象ꎬ则由引理 １(２)ꎬ存在 Ａ１ 使得 Ｅ Ａ１ꎬ且
ϕ(Ｅ)<ϕ(Ａ１)ꎮ 同样地ꎬ如果 Ａ１ 不是贪对象ꎬ则有 Ａ１ Ａ２ꎬ且 ϕ(Ａ１) <ϕ(Ａ２)ꎮ 依次下去ꎬ这个过程必然在

有限步终止ꎬ即可得到一个贪对象 Ａｋꎮ
定义 ４　 设(ＡꎬＥ )是正合长度范畴ꎬＬ、Ｍ 和 Ｎ 都是 Ａ 中的非零对象ꎮ 令 ｐ:Ｍ→Ｎ 是一个容许满态

射ꎬ ｉ:Ｌ→Ｍ 是一个容许单态射ꎮ
(１) (Ｎꎬｐ)被称为 Ｍ 的极大不稳定容许商对象ꎬ如果下列条件成立:(ａ)每一个容许满态射 ｐ′:Ｍ→Ｎ′

都满足 ϕ(Ｎ′)≥ϕ(Ｎ)ꎻ (ｂ) 如果 ϕ(Ｎ′)＝ ϕ(Ｎ)ꎬ则存在一个容许满态射 ｆ:Ｎ→Ｎ′使得 ｐ′＝ ｆｐꎮ
(２) (Ｌꎬ ｉ)被称为 Ｍ 的极大不稳定容许子对象ꎬ如果下列条件成立:( ａ′) 对每一个容许单态射 ｉ′:

Ｌ′→Ｍ 满足 ϕ(Ｌ′)≤ϕ(Ｌ)ꎻ(ｂ′) 如果 ϕ(Ｌ′)＝ ϕ(Ｌ)ꎬ则存在一个容许单态射 ｇ:Ｌ′→Ｌ 使得 ｉ′＝ ｉｇꎮ
注 ４　 Ｍ 的极大不稳定容许商对象(Ｎꎬｐ)和极大不稳定容许子对象(Ｌꎬｉ)都是 ϕ￣半稳定对象ꎮ 事实上ꎬ

设 Ｌ∗是一个容许子对象且有 ｉ∗:Ｌ∗ Ｌꎬ从而 ｉｉ∗是一个容许单态射ꎬ故 ϕ(Ｌ∗)≤ϕ(Ｌ)ꎬ于是 Ｌ 是 ϕ￣半稳定

对象ꎮ 同理可证极大不稳定容许商对象ꎮ
命题 ２　 设 ϕ:Ａ∗→Ｐ 是(ＡꎬＥ )上的稳定函数ꎬＭ ∈Ａ∗ꎬ则 Ｍ 的极大不稳定容许商对象(Ｎꎬｐ)和极

大不稳定容许子对象(Ｌꎬｉ)是存在的ꎬ且在同构意义下是唯一的ꎮ
证明　 先证极大不稳定容许子对象ꎮ 如果Ｍ 是 ϕ￣半稳定的ꎬ则它本身就是极大不稳定容许子对象ꎮ 若
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Ｍ 不是 ϕ￣半稳定的ꎬ即不满足条件(ａ′)ꎬ则可以构造一个贪对象 Ｍ１ Ｍꎬ且 ϕ(Ｍ１)>ϕ(Ｍ)ꎮ 如果 Ｍ１ 不满

足条件( ａ′)ꎬ则可以构造一个贪对象 Ｍ２ Ｍ１ꎬ且 ϕ(Ｍ２) >ϕ(Ｍ１)ꎮ 依次下去ꎬ可得一个链 􀆺 Ｍ２

Ｍ１ Ｍꎬ且􀆺>ϕ(Ｍ２)>ϕ(Ｍ１)>ϕ(Ｍ)ꎬ但该链一定是一个有限链ꎬ故存在 Ｍｋ Ｍꎬ使得 Ｍ 所有容许子对象

的相位都小于 ϕ(Ｍｋ)ꎬ即满足条件(ａ′)ꎮ 如果 Ｌ０ 满足(ａ′)但不满足(ｂ′)ꎬ则存在一个对象 Ｆꎬ使得 ϕ(Ｌ０)＝
ϕ(Ｆ)ꎬ但 Ｆ 不是 Ｌ０ 的一个容许子对象ꎮ 由引理 １(１)可得ꎬＦ 是 ϕ￣半稳定的ꎮ 令 Ｌ１ ＝ Ｌ０＋Ｆꎬ类似引理 １(２)
的证明可知 ϕ(Ｌ０)≤ϕ(Ｌ１)ꎬ显然 Ｌ０ Ｌ１ꎬ且 Ｌ１ 也满足条件(ａ′)ꎻ若 Ｌ１ 仍不满足(ｂ′)ꎬ则与上一步同理ꎬ依
次下去可得ꎬＬ０ Ｌ１ 􀆺且 ϕ(Ｌ０)≤ϕ(Ｌ１)≤􀆺ꎬ该过程一定在有限步终止ꎬ故必然存在 Ｌｊ 同时满足(ａ′)
(ｂ′)ꎬ则证明了极大不稳定容许子对象的存在性ꎮ

下证唯一性ꎮ 假定 Ｍ 有 ２ 个不同的极大不稳定容许子对象(Ｌꎬ ｉ)和(Ｌ′ꎬ ｉ′)ꎬ则 ϕ(Ｌ)≤ϕ(Ｌ′)且
ϕ(Ｌ′)≤ϕ(Ｌ)ꎬ故 ϕ(Ｌ)＝ ϕ(Ｌ′)ꎮ 从而ꎬ存在 ２个容许单态射 ｇ:Ｌ→Ｌ′和 ｇ′:Ｌ′→Ｌꎬ使得 ｉ ＝ ｉ′ｇ 和 ｉ′＝ ｉｇ′ꎬ则
ｉ＝ ｉ′ｇ＝ ｉｇ′ｇꎮ 由于 ｉ 是一个容许单态射ꎬ因此 ｇ′ｇ＝ １Ｌꎮ 同样地ꎬｇｇ′＝ １Ｌ′ꎬ所以 Ｌ 同构于 Ｌ′ꎮ

同理可证极大不稳定容许商对象ꎮ
定义 ５　 设 Ｔ、Ｆ 是(ＡꎬＥ )上的满子范畴ꎬ 称 Ｔ 为挠类ꎬ如果它满足容许商对象封闭和扩张封闭ꎻ称 Ｆ

为挠自由类ꎬ如果它满足容许子对象封闭和扩张封闭ꎮ
命题 ３　 设 ϕ:Ａ∗→Ｐ 是(ＡꎬＥ )上的稳定函数ꎬ则:
(１) Ｔｐ ＝{Ｍ∈Ａ∗ ｜对 Ｍ 的极大不稳定容许商对象 Ｍ′ꎬϕ(Ｍ′)≥ｐ}是一个挠类ꎮ
(２) Ｆｐ ＝{Ｍ∈Ａ∗ ｜对 Ｍ 的极大不稳定容许子对象 Ｌ′ꎬϕ(Ｌ′)<ｐ}是一个挠自由类ꎮ

证明　 先证明(２)ꎬ对偶可得(１)ꎮ 首先证明 Ｆｐ 满足扩张封闭ꎮ 设 ０→Ｑ
ｉ
→Ｍ

ｈ
→Ｕ→０ 是 Ａ 中的短正

合列ꎬ其中 ＱꎬＵ∈Ｆｐꎮ 设(Ｌ′ꎬＬＭ)是 Ｍ 的极大不稳定容许子对象ꎬ则有以下交换图:

ꎮ
设(Ｑ′ꎬＬＱ)、 (Ｕ′ꎬＬＵ) 分别是 Ｑ、Ｕ 的极大不稳定容许子对象ꎬ如果 Ｉｍ(ｈＬＭ)＝ ０ꎬ由核的泛性质可知

存在一个容许单态射 ｗ:Ｌ′→Ｑꎬ使得 ＬＭ ＝ ｉｗꎬ从而 ϕ(Ｌ′)≤ϕ(Ｑ′) <ｐꎮ 如果 Ｉｍ(ｈＬＭ)≠０ꎬ则由跷跷板性质

可得 ϕ( Ｉｍ(ｈＬＭ))≥ϕ(Ｌ′)ꎮ 此外ꎬ由于 Ｕ′是极大不稳定容许子对象ꎬ因此 ϕ( Ｉｍ(ｈＬＭ))≤ϕ(Ｕ′) <ｐꎬ故
ϕ(Ｌ′)<ｐꎬ从而 Ｆｐ 是扩张封闭ꎮ

下面证明 Ｆｐ 关于容许子对象封闭ꎮ 设 ｉ:Ｑ→Ｍ 是容许单态射ꎬ且 Ｍ∈Ｆｐꎬ设(Ｌ′ꎬＬＭ)、(Ｑ′ꎬＬＱ)分别是

Ｍ、Ｑ 的极大不稳定容许子对象ꎬ由图

可得ｉＬＱ:Ｑ′→Ｍ 是一个容许单态射ꎬ且 ϕ(Ｑ′)≤ϕ(Ｌ′)<ｐꎬ即 Ｑ∈Ｆｐꎮ
由此可得 Ｆｐ 是一个挠自由类ꎮ
定义 ６　 设(ＡꎬＥ )是正合长度范畴ꎬＴ 和 Ｆ 都是 Ａ 的满子范畴ꎬ称(ＴꎬＦ )为挠对ꎬ如果下列条件

成立:
(１) Ｈｏｍａｄｍ

Ａ (ＸꎬＹ)＝ ０ꎬ∀Ｘ∈Ｔ ꎬ Ｙ∈Ｆꎮ
(２) 如果Ｈｏｍａｄｍ

Ａ (Ｘꎬ－) ｜ Ｆ ＝ ０ꎬ那么 Ｘ∈Ｔꎮ
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(３) 如果 Ｈｏｍａｄｍ
Ａ (－ꎬＹ) ｜ Ｔ ＝ ０ꎬ那么 Ｙ∈Ｆꎮ

定理 ２　 令 ｐ∈Ｐꎬ则(Ｔｐꎬ Ｆｐ)是(ＡꎬＥ )中的挠对ꎮ
证明　 假设 ｆ∈Ｈｏｍａｄｍ

Ａ (ＭꎬＮ)是非零的容许态射ꎬ其中Ｍ∈ＴｐꎬＮ∈Ｆｐꎬ令Ｍ′ 是Ｍ 的极大不稳定容许商

对象ꎬＮ′是 Ｎ 的极大不稳定容许子对象ꎬ显然有 ϕ( Ｉｍ ｆ)≥ϕ(Ｍ′)≥ｐ 和 ϕ( Ｉｍ ｆ)≤ϕ(Ｎ′) <ｐꎬ矛盾ꎬ从而ꎬ
ｆ＝ ０ꎮ

假设Ｈｏｍａｄｍ
Ａ (ＴｐꎬＮ)＝ ０ꎬ下证 Ｎ∈Ｆｐꎮ 令 Ｎ′是 Ｎ 的极大不稳定容许子对象ꎬ可得Ｈｏｍａｄｍ

Ａ (ＴｐꎬＮ′)＝ ０ꎻ否
则ꎬ存在 Ｍ∈Ｔｐ 及非零容许态射 ｈ:Ｍ→Ｎ′ꎬ则由态射的合成 Ｍ→Ｎ′ Ｎꎬ可知Ｈｏｍａｄｍ

Ａ (ＴｐꎬＮ)≠０ꎬ矛盾ꎬ从而

ϕ(Ｎ′)<ｐꎬ故 Ｎ∈Ｆｐꎮ
假设Ｈｏｍａｄｍ

Ａ (ＭꎬＦｐ)＝ ０ꎬ下证 Ｍ∈Ｔｐꎮ 令 Ｍ′是 Ｍ 的极大不稳定容许商对象ꎬ可得Ｈｏｍａｄｍ
Ａ (Ｍ′ꎬＦｐ)＝ ０ꎻ

否则ꎬ存在 Ｎ∈Ｆｐ及非零容许态射 ｈ′:Ｍ′→Ｎꎬ则由态射的合成Ｍ→→Ｍ′→Ｎꎬ可知Ｈｏｍａｄｍ
Ａ (ＭꎬＦｐ)≠０ꎬ矛盾ꎬ从

而 ϕ(Ｍ′)≥ｐꎬ因此 Ｍ∈Ｔｐꎮ
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