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轮与扇的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色

曹静ꎬ陈祥恩∗

(西北师范大学数学与统计学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:利用反证法和构造具体染色的方法证明轮与扇存在顶点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色ꎬ其次给出具体的轮与扇的顶点被

多重集可区别的 Ｅ￣全染色方案ꎬ最后构造了轮的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色算法ꎮ
关键词:轮ꎻ扇ꎻ多重集ꎻＥ￣全染色ꎻＥ￣全色数

中图分类号:Ｏ１５７.５　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:曹静ꎬ陈祥恩.轮与扇的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２４ꎬ５９(２):３８￣４６.
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１　 引言及预备知识

１９９７年ꎬＢｕｒｒｉｓ 等[１]提出图的点可区别正常边染色ꎬ并在文献[２￣３]中进一步研究ꎮ 辛小青等[４]给出了

ｍ 个阶为 ４的圈不交并的点可区别正常边色数ꎮ 文飞等[５]研究了补倍图的点可区别正常边色数ꎮ 所谓图 Ｇ
的一个 ｋ￣全染色是指 ｋ 种颜色对图 Ｇ 的全体顶点及边的一个分配ꎬ对图 Ｇ 的每个顶点 ｘꎬ用 Ｃｆ(ｘ)表示在 ｆ
下点 ｘ 的颜色以及全体与 ｘ 关联的边的颜色构成的非多重集ꎬ称其为 ｘ 的色集合ꎮ

关于轮与扇ꎬＺｈａｎｇ 等[６]探讨了完全图、轮、扇、路和圈的点可区别全染色ꎮ 张辉等[７]得到了轮与轮的联

图和扇与扇的联图的邻点被扩展和可区别全染色ꎮ 设 ｆ 为图 Ｇ 的一个正常全染色ꎬ若对∀ｕꎬｖ∈Ｖꎬ一旦 ｕ≠ｖꎬ
总有 Ｃ(ｕ)≠Ｃ(ｖ)ꎬ则称 ｆ 为图 Ｇ 的点可区别全染色ꎮ Ｃｈｅｎ 等[８]提出图的点可区别 Ｅ￣全染色这一概念ꎮ 之

后点可区别 Ｅ￣全染色针对完全二部图展开研究[９￣１１]ꎮ
图 Ｇ 的 ＶＥ￣全染色是指使得每条关联边与它的端点染以不同的颜色的一个 ＶＥ￣全染色ꎮ 图 Ｇ 的 Ｅ￣全

染色是指使得相邻顶点染以不同色ꎬ每条关联边与它的端点染以不同的颜色的一个 Ｅ￣全染色ꎮ
若 ｆ 为图 Ｇ 的 Ｅ￣全染色ꎬ对于∀ｘ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ用 ~

Ｃ (ｘ)表示点 ｘ 的色以及与 ｘ 相关联的边的颜色构成的多

重集ꎮ 称
~
Ｃ (ｘ)为点 ｘ 的多重色集合或色集合ꎬ显然有 ｜ ~Ｃ (ｘ) ｜ ＝ ｄＧ(ｘ) ＋１ꎬ其中 ｄＧ(ｘ)表示图 Ｇ 中点 ｘ 的

度ꎮ 若对∀ｕꎬｖ∈Ｖꎬ ｕ≠ｖ 总有
~
Ｃ (ｕ)≠

~
Ｃ (ｖ)ꎬ则称 ｆ 是点被多重色集合可区别的 Ｅ￣全染色ꎮ Ⅰ条件:每条

关联边与它的端点染以不同的颜色ꎮ Ⅴ条件:相邻顶点染以不同颜色ꎮ
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　 　 图 Ｇ 使用了 ｋ 种颜色的 ＶＥ￣全染色叫作图 Ｇ 的 ｋ￣ＶＥ￣全染色ꎮ 图 Ｇ 使用了 ｋ 种颜色的 Ｅ￣全染色叫作

图 Ｇ 的 ｋ￣Ｅ￣全染色ꎮ 将􀭴χｖｅｖｔ(Ｇ)称为图 Ｇ 的点被多重集可区别的 ＶＥ￣全色数ꎬ将􀭴χｅｖｔ(Ｇ)称为图 Ｇ 的点被多重

集可区别的 Ｅ￣全色数ꎮ
􀭴χｖｅｖｔ(Ｇ)＝ ｍｉｎ{ｋ ｜Ｇ 存在点被多重集可区别的 ｋ￣ＶＥ￣全染色}ꎬ
􀭴χｅｖｔ(Ｇ)＝ ｍｉｎ{ｋ ｜Ｇ 存在点被多重集可区别的 ｋ￣Ｅ￣全染色}ꎮ
设 􀭹η(Ｇ)表示满足下面 ２个条件对一切使得 δ≤ｉ≤Δ 的 ｉ 都成立的正整数 ｌ 的最小值ꎮ
Ａ( ｉ)ｊ 是从 ｌ 种颜色里有重复的取出 ｉ＋１种颜色使 ｊ 只出现 １ 次的全体组合构成的集合ꎬ ｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌꎬ其

中 ｜Ａ( ｉ)ｊ ｜为从 ｌ－１种颜色里有重复的取出 ｉ 种颜色的组合的个数ꎮ
情形 １　 当 ｌ≥ｉ＋１时ꎬ
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情形 ２　 当 ｌ≤ｉ 时ꎬ
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命题 １　 对图 Ｇꎬ 􀭴χｅｖｔ(Ｇ)≥􀭴χｖｅｖｔ(Ｇ)≥􀭹η(Ｇ)ꎮ
由于图的 ｋ￣Ｅ￣全染色必然是图的 ｋ￣ＶＥ￣全染色ꎬ因此本文只讨论图的最优 ｋ￣Ｅ￣全染色ꎬ相应的图的最优

ｋ￣ＶＥ￣全染色可由此得出ꎮ
上述文献都是基于图的点被非多重集可区别全染色所做出的工作ꎬ本文则是对轮与扇的点被多重集可

区别的 Ｅ￣全染色ꎬ并给出了轮与扇的染色的方案ꎬ构造了轮的点被多重集可区别的 Ｅ￣全染色算法ꎮ 其中用

Ｗｎ 表示 ｎ＋１阶的轮ꎬ轮的顶点集合为 Ｖ(Ｗｎ)＝ {ｖ０ꎬｖ１ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬ边集为 Ｅ(Ｗｎ)＝ {ｖ０ｖ１ꎬｖ０ｖ２ꎬ􀆺ꎬｖ０ｖｎꎻｖ１ｖ２ꎬ
ｖ２ｖ３ꎬ􀆺ꎬｖｎ－１ｖｎꎬｖｎｖ１}ꎻ用 Ｆｎ 表示 ｎ＋１阶的扇ꎬ扇的顶点集合为 Ｖ(Ｆｎ)＝ {ｖ０ꎬｖ１ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬ边集为 Ｅ(Ｆｎ)＝ {ｖ０ｖｉ

｜ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}∪{ｖｉｖｉ＋１ ｜ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ－１}ꎮ

２　 准备工作

若 ｎ∈[ｘꎬｙ]ꎬ则 ｎ 可取 ｘ、ｙ 之间的所有整数ꎬ其中 ｘ<ｙꎬ可称[ｘꎬｙ]为整数区间ꎮ
设 Ｗｐ 是一个点被多重集可区别的 ｑ￣Ｅ￣全染色的 ｆｐ 的 ｐ＋１ 阶轮ꎬ其 ｑ 种颜色是 １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｑꎮ 以下定义 ４

种剖分ꎮ
Ｄ 型剖分运算:设 ｉ、ｊ、ｓ、ｔ 是 ４种互不相同的颜色ꎬｉ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｑ}ꎬ ｊꎬｓꎬｔ∈{２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｑ}ꎬ且{ ｉꎬｔꎬｓꎬｋ}及

{ ｉꎬｊꎬｔꎬｔ}均不是 Ｗｐ 外围圈上的任意点在 ｆｐ 下的色集合ꎮ 所谓对 Ｗｐ 的染有颜色 ｉ 的一条边 ｕｖ 实施一次

[ ｉꎻｊꎬｓꎻｔꎻｋ] ￣Ｄ 型剖分运算是指将 Ｗｐ 按照图 １ 所示的方法变成 Ｗｐ＋２的过程ꎬ其中 ｋ＝ ｊ 或 ｋ＝ ｔꎮ

图 １　 Ｄ 型剖分运算
Ｆｉｇ.１　 Ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｙｐｅ Ｄ
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　 　 Ｆ 型剖分运算:设 ｉ、 ｊ、ｔ 是 ３种互不相同的颜色 ｉ∈{１ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｑ}ꎬ ｊꎬｔ∈{２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｑ}ꎬ且{ ｉꎬｔꎬｊꎬｔ}不是Ｗｐ

外围圈上的任意点在 ｆｐ 下的色集合ꎮ 所谓对 Ｗｐ 的染有颜色 ｉ 的一条边 ｕｖ 实施一次[ ｉꎻｊꎬｔ] ￣Ｆ 型剖分是指

将 Ｗｐ 按照图 ２所示的方法变成 Ｗｐ＋１的过程ꎮ

图 ２　 Ｆ 型剖分运算
Ｆｉｇ.２　 Ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｙｐｅ Ｆ

　 　 Ｈ 型剖分运算:设 ｉ、ｔ 是 ２种互不相同的颜色ꎬ且 { ｉꎬｉꎬｉꎬｔ}不是Ｗｐ 外围圈上的任意点在 ｆｐ 下的色集合ꎮ
所谓对 Ｗｐ 的染有颜色 ｉ 的一条边 ｕｖ 实施一次[ ｉꎻｔ] ￣Ｈ 型剖分是指将 Ｗｐ 按照图 ３ 所示的方法变成 Ｗｐ＋１的

过程ꎮ

图 ３　 Ｈ 型剖分运算
Ｆｉｇ.３　 Ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｙｐｅ Ｈ

　 　 Ｋ 型剖分运算:设 ｉ、 ｊ、 ｓ、 ｔ 是{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｑ}中的 ４种不同色ꎬ且 ｓ<ｉꎬ ｊ<ｉꎬ ｊ<ｓꎬ { ｔꎬｓꎬｉꎬｓ}、{ｓꎬｉꎬｊꎬｉ}、{ ｉꎬｉꎬ
ｓꎬｔ}不是 Ｗｐ 外围圈上的任意点在 ｆｐ 下的色集合ꎮ 所谓对 Ｗｐ 的染有颜色 ｔ 的一条边 ｕｖ 实施一次[ ｉꎬｊꎬｓꎻｔ]￣Ｋ
型剖分是指将 Ｗｐ 按照图 ４所示的方法变成 Ｗｐ＋３的过程ꎮ

图 ４　 Ｋ 型剖分运算
Ｆｉｇ.４　 Ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｙｐｅ Ｋ

３　 主要结果及其证明

为方便起见ꎬ记
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断言 １　 ＷＭ( ｌ－１)＋１不存在点被多重集可区别的( ｌ－１) ￣Ｅ￣全染色ꎮ
证明　 假设 ＷＭ ( ｌ－１)＋１存在点被多重集可区别的( ｌ－１) ￣Ｅ￣全染色 ｇꎮ 不妨设轮心 ｖ０ꎬｇ(ｖ０)＝ １ꎬ则轮外围

圈的顶点及辐条的颜色不能是颜色 １(否则与Ⅴ、Ⅰ条件矛盾)ꎮ 若一个 ４￣子集能够成为外围圈上顶点的色

集合ꎬ必须有“某一种颜色在该 ４￣子集里仅出现一次”的性质ꎮ

根据命题 １ꎬ对轮的外围圈上的顶点ꎬｉ ＝ ３ꎬ则有
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ＷＭ( ｌ－１)＋１不存在点被多重集可区别的( ｌ－１) ￣Ｅ￣全染色ꎮ
定理 １　 轮 Ｗｎ 的点被多重集可区别的 Ｅ￣全色数为

􀭴χｅｖｔ(Ｗｎ)＝

４ꎬ　 ４≤ｎ≤１８ꎬ

ｌꎬ　 ｎ≥１９ꎬ　 ｎ∈
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假设 Ｗｎ 存在点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色 ｆｎ{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌ}ꎬ不妨设序列

ｆｎ ＝( ｆｎ(ｖｎｖ１) ｆｎ(ｖ０ｖ１) ｆｎ(ｖ１) ｆｎ(ｖ１ｖ２)ꎬ ｆｎ(ｖ１ｖ２) ｆｎ(ｖ０ｖ２) ｆｎ(ｖ２) ｆｎ(ｖ２ｖ３)ꎬ 􀆺ꎬ ｆｎ(ｖｎ－１ｖｎ) ｆｎ(ｖ０ｖｎ) ｆｎ(ｖｎ) ｆｎ(ｖｎｖ１))ꎮ
情形 １　 ４≤ｎ≤１８ꎮ
首先证明当 ４≤ｎ≤９时ꎬ􀭴χｅｖｔ(Ｗｎ)>３(尽管此时 􀭹η(Ｗｎ)＝ ３ꎬ但 􀭴χｅｖｔ(Ｗｎ)>３)ꎮ
先证当 ４≤ｎ≤９时ꎬ􀭴χｅｖｔ(Ｗｎ)>３ꎮ
假设 Ｗｎ 存在顶点被多重集点可区别染色的 ３￣Ｅ￣全染色 ｇꎮ 若一个 ４￣子集能够成为一个顶点的色集合ꎬ

必须具备“某一种颜色在该 ４￣子集里仅出现一次”的性质ꎬ所以能够成为顶点的色集合的 ４￣子集ꎬ只可能是

以下 ９个子集:{１ꎬ１ꎬ１ꎬ２}、{１ꎬ１ꎬ１ꎬ３}、{２ꎬ２ꎬ２ꎬ１}、{２ꎬ２ꎬ２ꎬ３}、{３ꎬ３ꎬ３ꎬ１}、{３ꎬ３ꎬ３ꎬ２}、{１ꎬ２ꎬ３ꎬ１}、{１ꎬ２ꎬ
３ꎬ２}、{１ꎬ２ꎬ３ꎬ３}ꎮ

不妨设轮心 ｖ０ 的颜色为 １ꎬ即 ｇ(ｖ０)＝ １ꎬ则{１ꎬ１ꎬ１ꎬ２}、{１ꎬ１ꎬ１ꎬ３}可排除ꎬ否则与Ⅰ条件矛盾ꎻ{２ꎬ２ꎬ２ꎬ１}、
{３ꎬ３ꎬ３ꎬ１}可排除ꎬ否则与Ⅴ条件矛盾ꎬ故 Ｗ９、Ｗ８、Ｗ７、Ｗ６ 不存在点被多重集可区别的 ３￣Ｅ￣全染色ꎮ

若 ｎ＝ ５时ꎬ剩余的 ５个 ４￣子集都必须是 Ｗ５ 外围圈顶点的色集合ꎬ不妨选用{３ꎬ３ꎬ３ꎬ２}作为外围圈顶点

ｖ１ 的色集合ꎬ则与 ｖ１ 相邻的 ２个点的关联边都必须为颜色 ３ꎬ则其色集合只能为{１ꎬ１ꎬ２ꎬ３}、{１ꎬ２ꎬ３ꎬ３}ꎬ且
颜色 １不能作为轮的顶点与辐条的颜色(否则与Ⅴ、Ⅰ条件矛盾)ꎮ 此时只剩颜色 ２ 作为顶点的颜色ꎻ但这

与Ⅴ条件矛盾ꎬ因此 ４个 ４￣子集不足以区别 ５个 ３度点ꎬ故 Ｗ５ 不存在顶点被多重集点可区别染色的 ３￣Ｅ￣全
染色ꎮ

若 ｎ＝４时ꎬ不能选用{３ꎬ３ꎬ３ꎬ２}作为外围圈上顶点 ｖ１ 的色集合ꎬ否则就无法选用{１ꎬ１ꎬ２ꎬ３}、{１ꎬ２ꎬ３ꎬ３}
作为外围圈上其他顶点的色集合ꎬ理由如 ｎ＝ ５时ꎮ

剩余的 ４ 个 ４￣子集都必须是 Ｗ４ 外围圈顶点的色集合ꎬ不妨选用{２ꎬ２ꎬ２ꎬ３}作为外围圈顶点 ｖ１ 的色

集合ꎬ则与 ｖ１ 相邻的 ２ 个点的关联边都必须为颜色 ２ꎬ则其色集合只能为{１ꎬ３ꎬ２ꎬ２}、{１ꎬ１ꎬ２ꎬ３}ꎬ且颜色

１ 不能作为轮的顶点与辐条的颜色(否则与Ⅴ、Ⅰ条件矛盾)ꎮ 此时只剩颜色 ３ 作为顶点的颜色ꎻ但这与
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Ⅴ条件矛盾ꎬ因此 ３ 个 ４￣子集不足以区别 ４ 个 ３ 度点ꎬ故 Ｗ４ 不存在顶点被多重集点可区别染色的３￣Ｅ￣全
染色ꎮ

综上所述ꎬ 􀭴χｅｖｔ(Ｗｎ)>３ꎮ
当 １０≤ｎ≤１９时ꎬ􀭹η(Ｗｎ)≥４ꎬ则由命题 １ꎬ 􀭴χｅｖｔ(Ｗｎ)≥４ꎻ但 ｎ ＝ １９ 时ꎬ由断言 １ꎬＷ１９不存在点被多重集可

区别的 ４￣Ｅ￣全染色ꎬ故当 １０≤ｎ≤１８时ꎬ􀭹η(Ｗｎ)≥４ꎮ
最后给出当 ４≤ｎ≤１８时ꎬＷｎ 的点被多重集可区别的 ４￣Ｅ￣全染色ꎮ
先给出 Ｗ４ 的点被多重集可区别的 ４￣Ｅ￣全染色 ｆ４ꎮ ｆ４ ＝ (４ ３２１ꎬ１ ３４３ꎬ３ ３２４ꎬ４ ２３４)ꎮ
在 Ｗ４ 的点被多重集可区别的 ４￣Ｅ￣全染色的基础上ꎬ给 Ｗ５ 进行点被多重集可区别的 ４￣Ｅ￣全染色 ｆ５ꎮ

ｆ５ ＝(４ ３２１ꎬ１ ２３２ꎬ２ ２４３ꎬ３ ３２４ꎬ４ ２３４)ꎮ
在 Ｗ５ 的点被多重集可区别的 ４￣Ｅ￣全染色的基础上ꎬ再对色为 １的边进行剖分ꎬ插入 １ 个或 ２ 个或 ３ 个

新顶点ꎬ使新边的色均为 １ꎬ而新点的色为 ２或 ２、３或 ２、３、２ꎮ 比如插入 ３ 个点时ꎬ得 Ｗ８ 的点被多重集可区

别的 ４￣Ｅ￣全染色 ｆ８ꎮ ｆ８ ＝(４ ３２１ꎬ１ ４２１ꎬ１ ３４１ꎬ１ ３２１ꎬ１ ２３２ꎬ２ ２４３ꎬ３ ３２４ꎬ４ ２３４)ꎮ
在 Ｗ８ 的点被多重集可区别的 ４￣Ｅ￣全染色的基础上ꎬ再对色为 １的边进行剖分ꎬ插入 ２个或 ４个新顶点ꎬ

使一对新顶点左、右两边的颜色依然为 １ꎬ而新点的色为 ３、２或 ３、２、４、２ꎮ 比如插入 ４ 个点时ꎬ得 Ｗ１２的点被

多重集可区别的 ４￣Ｅ￣全染色 ｆ１２ꎮ ｆ１２ ＝(４ ３２１ꎬ１ ４２１ꎬ１ ３４１ꎬ１ ３２１ꎬ１ ４３４ꎬ４ ４２１ꎬ１ ３４３ꎬ３ ３２１ꎬ１ ２３２ꎬ２ ２４３ꎬ３ ３２４ꎬ
４ ２３４)ꎮ

在Ｗ１２的点被多重集可区别的 ４￣Ｅ￣全染色的基础上ꎬ再对色为 ２的边进行剖分ꎬ插入 １个或 ２个新顶点ꎬ
使剖分得到新边的颜色依然为 ２ꎬ而新点的色为 ３或 ４、３ꎮ 比如插入 ２个点时ꎬ得Ｗ１４的点被多重集可区别的

４￣Ｅ￣全染色 ｆ１４ꎮ ｆ１４ ＝(４ ３２１ꎬ１ ４２１ꎬ１ ３４１ꎬ１ ３２１ꎬ１ ４３４ꎬ４ ４２１ꎬ１ ３４３ꎬ３ ３２１ꎬ１ ２３２ꎬ２ ２４２ꎬ２ ２３２ꎬ２ ２４３ꎬ３ ３２４ꎬ
４ ２３４)ꎮ

在Ｗ１４的点被多重集可区别的 ４￣Ｅ￣全染色的基础上ꎬ再对色为 ３的边进行剖分ꎬ插入 １个或 ２个新顶点ꎬ
使剖分得到新边的颜色依然为 ３ꎬ而新点的色为 ３或 ４、３ꎮ 比如插入 ２个点时ꎬ得Ｗ１６的点被多重集可区别的

４￣Ｅ￣全染色 ｆ１６ꎮ ｆ１６ ＝ (４ ３２１ꎬ１ ４２１ꎬ１ ３４１ꎬ１ ３２１ꎬ１ ４３４ꎬ４ ４２１ꎬ１ ３４３ꎬ３ ３２１ꎬ１ ２３２ꎬ２ ２４２ꎬ２ ２３２ꎬ２ ２４３ꎬ３ ３２３ꎬ
３ ３４３ꎬ３ ３２４ꎬ４ ２３４)ꎮ

最后ꎬ在Ｗ１６的点被多重集可区别的 ４￣Ｅ￣全染色的基础上ꎬ再对色为 ４的边进行剖分ꎬ插入 １个或 ２个新

顶点ꎬ使剖分得到新边的颜色依然为 ４ꎬ而新点的色为 ３或 ４ꎬ３ꎮ 比如插入 ２ 个点时ꎬ得 Ｗ１８的点被多重集可

区别的 ４￣Ｅ￣全染色 ｆ１８ꎮ ｆ１８ ＝ (４ ３２１ꎬ１ ４２１ꎬ１ ３４１ꎬ１ ３２１ꎬ１ ４３４ꎬ４ ４２１ꎬ１ ３４３ꎬ３ ３２１ꎬ１ ２３２ꎬ２ ２４２ꎬ２ ２３２ꎬ２ ２４３ꎬ
３ ３２３ꎬ３ ３４３ꎬ３ ３２４ꎬ４ ４３４ꎬ４ ４２４ꎬ４ ２３４)ꎮ

通过上述方式就可得出当 ４≤ｎ≤１８时ꎬＷｎ 的点被多重集可区别的 ４￣Ｅ￣全染色ꎮ

情形 ２　 ｎ≥１９ꎬ ｎ∈
[Ｍ( ｌ－１)＋１ꎬＭ( ｌ)－１]ꎬ　 ｌ≡０(ｍｏｄ ４)ꎬ
[Ｍ( ｌ－１)ꎬＭ( ｌ)]ꎬ ｌ≡１(ｍｏｄ ４)ꎬ
[Ｍ( ｌ－１)＋１ꎬＭ( ｌ)]ꎬ ｌ≡２(ｍｏｄ ４)或 ｌ≡３(ｍｏｄ ４)ꎮ
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ｎ≥１９ꎬ且 ｎ＝Ｍ(ｌ)(当 ｌ≡０(ｍｏｄ ４)时ꎬｎ＝Ｍ(ｌ)－１)ꎬ 􀭹η(Ｗｎ)＝ ｌꎬ由命题 １ꎬ有􀭴χｅｖｔ(Ｗｎ)≥ｌꎮ 下证Ｗｎ(ｎ≥１９)
存在点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色ꎮ

图 ５中(ａ)、(ｂ)、(ｃ)、(ｄ)分别代表 ｌ＝ ５≡１(ｍｏｄ ４)、 ｌ＝ ６≡２(ｍｏｄ ４)、 ｌ＝ ７≡３(ｍｏｄ ４)、 ｌ＝ ８≡０(ｍｏｄ
４)的具体 ４类剖分运算组合ꎮ

在 Ｗ１８的点被多重集可区别的 ４￣Ｅ￣全染色的基础上ꎬ令 ｌ＝ ５ꎬ６ꎬ７ꎬ􀆺ꎬｎꎬ递归地进行如下过程ꎮ
设若 ｌ＝ １(ｍｏｄ ４)则 ｐ＝Ｍ( ｌ－１)(否则 ｐ＝Ｍ( ｌ－１)＋１)且轮 Ｗｐ 的点被多重集可区别的( ｌ－１) ￣Ｅ￣全染色

已给出ꎬ使得{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌ－１}的“某种色仅出现一次”的 ４￣多重子集均是 Ｗｐ 外围圈上的顶点的色集合ꎮ

情形 ２.１　 ｎ≤１９ꎬ ｎ＝
Ｍ( ｌ)－１ꎬ　 ｌ≡０(ｍｏｄ ４)ꎬ
Ｍ( ｌ)ꎬ ｌ≡１(ｍｏｄ ４)或 ｌ≡２(ｍｏｄ ４)或 ｌ≡３(ｍｏｄ ４)ꎮ{

构造 ＷＭ( ｌ)(若 ｌ≡０(ｍｏｄ ４)ꎬ则为 ＷＭ( ｌ)－１)的点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色的算法ꎮ 在 Ｗｐ 的点被多

重集可区别的( ｌ－１) ￣Ｅ￣全染色的基础上运算ꎬ分为以下步骤ꎮ
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图 ５　 具体四类剖分运算组合
Ｆｉｇ.５　 ４ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ

　 　 第 １步:计算 ｔ 使 ｌ≡ｔ(ｍｏｄ ４)ꎬ再判断若 ｔ 为 ０ꎬ则令 ｉ 依次为 ３、５、􀆺、ｌ－３ꎬ进行[１ꎻｉꎬｉ＋１ꎻｌꎻ２] ￣Ｄ 型剖分

运算ꎻ再转入第 ２步ꎻ若 ｔ 为 １ꎬ则进行一次[ ｉꎻｌ－１ꎬｌꎻ２ꎻ２] ￣Ｄ 型剖分运算ꎻ令 ｉ 依次为 ３、５、􀆺、ｌ－２ꎬ进行[１ꎻｉꎬ
ｉ＋１ꎻｌꎻ２] ￣Ｄ 型剖分运算ꎻ再转入第 ２步ꎻ否则直接转入第 ２步ꎮ

第 ２步:若 ｌ 为偶数ꎬ则进行下列运算ꎬ否则转入第 ３步ꎮ 令 ｊ 依次为 １、２、􀆺、ｌ－３ꎬ ｓ 依次为 ３、４、􀆺、ｌ－２ꎬ
其中若 ｓ 为偶数ꎬ则 ｉ 依次为 ｓ、ｓ＋２、􀆺、ｌ－２ꎻ若 ｓ 为奇数ꎬ则 ｉ 依次为 ｓ、ｓ＋２、􀆺、ｌ－３ꎻ进行[ ｊꎻｉꎬｉ＋１ꎻｌꎻｓ] ￣Ｄ 型

剖分运算ꎻ令 ｉ 依次为 ２、４、􀆺、ｌ－２ꎬ进行[１ꎻｉꎬｉ＋１ꎻｌꎻｌ] ￣Ｄ 型剖分运算ꎻ进行一次[１ꎻ２ꎬｌꎻｌ￣１ꎻｌ] ￣Ｄ 型剖分运

算ꎻ令 ｊ 依次为 １、２、􀆺、ｌ－４ꎬ ｉ 依次为 ３、５、􀆺、ｌ－３ꎬ且 ｊ< ｉꎬ进行[ ｊꎻｉꎬｉ＋２ꎻｌꎻｌ－１] ￣Ｄ 型剖分运算ꎬ之后转入

第 ５步ꎮ
第 ３步:此时 ｌ 为奇数ꎬ则令 ｊ 依次为 １、２、􀆺、ｌ－３ꎬ ｓ 依次为 ３、４、􀆺、ｌ－２ꎬ其中若 ｓ 为偶数ꎬ则 ｉ 依次为 ｓ、

ｓ＋２、􀆺、ｌ－３ꎻ若 ｓ 为奇数ꎬ则 ｉ 依次为 ｓ、ｓ＋２、􀆺、ｌ－２ꎻ进行[ ｊꎻｉꎬｉ＋１ꎻｌꎻｓ] ￣Ｄ 型剖分运算ꎻ令 ｉ 依次为 ２、４、􀆺、ｌ－
３ꎬ进行[１ꎻｉꎬｉ＋１ꎻｌꎻｌ] ￣Ｄ 型剖分运算ꎻ若 ｔ 为 １ꎬ则继续下列运算ꎬ否则转入第 ４ 步ꎮ 令 ｊ 依次为 １、２、􀆺、ｌ－４ꎬ
ｉ 依次为 ４、６、􀆺、ｌ－３ꎬ且 ｊ<ｉꎬ进行[ ｊꎻｉꎬｉ＋２ꎻｌꎻｌ－１] ￣Ｄ 型剖分运算ꎬ之后转入第 ５步ꎮ

第 ４步:此时 ｔ 为 ３ꎬ则令 ｊ 依次为 １、２、􀆺、ｌ－４ꎬ ｉ 依次为 ２、４、６、􀆺、ｌ－３ꎬ且 ｊ<ｉꎬ进行[ ｊꎻｉꎬｉ＋２ꎻｌꎻｌ－１] ￣Ｄ
型剖分运算ꎬ之后转入第 ５步ꎮ

第 ５步:当满足 ｌ－ｊ≡２(ｍｏｄ ４)或 ｌ－ｊ≡３(ｍｏｄ ４)时ꎬ令 ｊ 依次为 ２、３、􀆺、ｌ－３ꎬ进行[ ｌ－１ꎻｊꎬｌ] ￣Ｆ 型剖分运

算ꎬ并且进行下列运算ꎻ否则直接进行下列运算ꎮ 令 ｉ＝ ｌ－３ꎬｌ－２ꎬ进行[ ｌ－１ꎻｉꎬｌ] ￣Ｆ 型剖分运算ꎻ令 ｉ 依次为 １、
２、􀆺、ｌ－２ꎬ ｊ 依次为 ｉ＋１、ｉ＋２、􀆺、ｌ－１ꎬ进行[ ｉꎻｊꎬｌ] ￣Ｆ 型剖分运算ꎬ若 ｌ 为偶数ꎬ转入第 ６步ꎬ否则转入第 ７步ꎮ

第 ６步:令 ｉ 依次为 ２、３、􀆺、 ｌ－２ꎬ ｊ 依次为 ｉ＋１、 ｉ＋２、􀆺、 ｌ－１ꎬ进行[ ｌꎻ ｉꎬ ｊ] ￣Ｆ 型剖分运算ꎬ之后转入

第 ８步ꎮ
第 ７步:令 ｉ 依次为 ２、、􀆺、ｌ－３ꎬ ｊ 依次为 ｉ＋１ꎬｉ＋２ꎬ􀆺ꎬｌ－１ꎬ进行[ ｌꎻｉꎬｊ] ￣Ｆ 型剖分运算ꎻ进行一次[ ｌꎬｌ－２ꎬ

ｌ－１}ꎻ１] ￣Ｋ 型剖分运算ꎻ之后转入第 ８步ꎮ
第 ８步:令 ｉ 依次为 ２、３、􀆺、ｌ－１ꎬ进行下列运算:[ ｉꎻｌ] ￣Ｈ 型剖分运算ꎬ[ ｌꎻｉ] ￣Ｈ 型剖分运算ꎮ 算法结束ꎮ
最终ꎬ得到了 Ｗｎ 的点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色ꎬ其中 ｎ≥１９ꎬ且 ｎ ＝Ｍ( ｌ) (当 ｌ≡０(ｍｏｄ ４)时ꎬｎ ＝

Ｍ( ｌ)－１)ꎮ
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情形 ２.２　 ｎ≥１９ꎬ ｎ∈
[Ｍ( ｌ－１)＋１ꎬＭ( ｌ)－２]ꎬ　 ｌ≡０(ｍｏｄ ４)ꎬ
[Ｍ( ｌ－１)＋１ꎬＭ( ｌ)－１]ꎬ ｌ≡１(ｍｏｄ ４)或 ｌ≡２(ｍｏｄ ４)或 ｌ≡３(ｍｏｄ ４)ꎮ{

此时 Ｗｎ 的点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色可以通过对 Ｗｐ 进行 Ｄ 型剖分运算、Ｆ 型剖分运算、Ｈ 型剖

分运算、Ｋ 型剖分运算而得到ꎬ具体如下ꎮ
构造 Ｗｐ＋ｒ的点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色的算法ꎮ 在 Ｗｐ 的点被多重集可区别的( ｌ－１) ￣Ｅ￣全染色的

基础上运算ꎬ并且分为以下步骤ꎮ
第 １步: 若 １≤ｒ≤ｌ－２ꎬ则令 ｉ 依次为 ２、３、􀆺、ｒꎬ进行[ ｉꎻｌ] ￣Ｈ 型剖分运算ꎬ算法结束ꎬ否则 ｒ>ｌ－２ 转入

第 ２步ꎮ
第 ２步: 令 ｉ 依次为 ２、３、􀆺、ｌ－１ꎬ进行[ ｉꎻｌ] ￣Ｈ 型剖分运算ꎬ再令 ｔ＝ ｒ－ｌ＋２ꎬ若 ｔ＝ ０则算法结束ꎬ否则转入

第 ３步ꎮ
第 ３步: 若 ｌ 为偶数ꎬ对上一步所得图实施 ｒ－４ｌ＋９次互不相同的 Ｆ 型剖分运算ꎬ否则转入第 ４步ꎮ 再令

ｔ＝ ｔ－ｒ＋４ｌ－９ꎬ若 ｔ＝ ０则算法结束ꎬ否则转入第 ５步ꎮ
第 ４步: 此时 ｌ 为奇数ꎬ对上一步所得图实施 ｒ－４ｌ＋１０次互不相同的 Ｆ 型剖分运算ꎬ再令 ｔ＝ ｔ－ｒ＋４ｌ－１０ꎬ

若 ｔ＝ ０则算法结束ꎬ否则转入第 ７步ꎮ

第 ５步: 若 ｌ≡０(ｍｏｄ ４)时ꎬ此处的
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ø
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６步ꎮ

若 ｒ－４ｌ＋１０是偶数ꎬ对上一步所得图实施
ｒ－４ｌ＋１０
２

次互不相同的 Ｄ 型剖分运算ꎻ若 ｒ－４ｌ＋１０是奇数ꎬ对上

一步所得图实施
ｒ－４ｌ＋１１
２

次互不相同的 Ｄ 型剖分运算ꎬ再令 ｔ ＝ ｔ－ｒ＋４ｌ－１０ꎻ若 ｔ ＝ ０ 则算法结束ꎬ否则转入第

８步ꎮ

第 ６步: 此时 ｌ≡２(ｍｏｄ ４)ꎬ此处的
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÷ 个ꎮ 若 ｒ－４ｌ＋９ 是偶

数ꎬ对上一步所得图实施
ｒ－４ｌ＋９
２

次互不相同的 Ｄ 型剖分运算ꎻ若 ｒ－４ｌ＋９ 是奇数ꎬ对上一步所得图实施

ｒ－４ｌ＋１０
２

次互不相同的 Ｄ 型剖分运算ꎬ再令 ｔ＝ ｔ－ｒ＋４ｌ－９ꎻ若 ｔ＝ ０则算法结束ꎬ否则转入第 ８步ꎮ

第 ７步: 此时 ｌ 为奇数ꎬ首先进行一次 Ｋ 型剖分运算ꎬｒ－３－４ｌ＋１０≤
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型剖分运算一共有
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ú 个ꎮ 若 ｒ－４ｌ＋１０是偶数ꎬ对上一步所得图实施

ｒ－４ｌ＋１０
２

次互不相同的 Ｄ 型剖

分运算ꎬ若 ｒ－４ｌ＋１０是奇数ꎬ对上一步所得图实施
ｒ－４ｌ＋１１
２

次互不相同的 Ｄ 型剖分运算ꎬ再令 ｔ ＝ ｔ－ｒ＋４ｌ－１０－

３＝ ｔ－ｒ＋４ｌ－１３ꎻ若ｔ＝ ０则算法结束ꎬ否则转入第８步ꎮ
第 ８步: 在上述 Ｗｐ＋( ｌ－１

３ )＋４ｌ－９
(当 ｌ≡２(ｍｏｄ ４)时ꎬ为 Ｗｐ＋( ｌ－１３ )＋４ｌ－１０

)的点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色的基

础上ꎬ令 ｉ 依次为 ２、３、􀆺、ｌ－１ꎬ进行[ ｌꎻｉ] ￣Ｈ 型剖分运算ꎮ 算法结束ꎮ

由上述算法可得 Ｗｐ＋ｒ－１(当 ｌ≡０(ｍｏｄ ４)时ꎬ为 Ｗｐ＋ｒ)的点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色ꎬ其中
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综上ꎬＷｎ 存在点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色ꎮ
将轮 Ｗｎ－２的外围圈上的边 ｖｎ－２ｖ１ 删去之后ꎬ在 ｖ１ 处增加 １个 ２度邻点 ｖｎ－１ꎬ在 ｖｎ－２处增加 １ 个 ２ 度邻点

ｖｎꎬ并且使这 ２个点都与轮心 ｖ０ 相邻ꎬ得到扇 Ｆｎꎮ
定理 ２　 扇 Ｆｎ 的点被多重集可区别的 Ｅ￣全色数为
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􀭴χｅｖｔ(Ｆｎ)＝

４ꎬ　 ３≤ｎ≤２０

ｌꎬ　 ｎ≥２１ꎬ　 ｎ∈
[Ｍ( ｌ－１)＋３ꎬＭ( ｌ)＋１]ꎬ　 ｌ≡０(ｍｏｄ ４)ꎬ
[Ｍ( ｌ－１)＋２ꎬＭ( ｌ)＋２]ꎬ ｌ≡１(ｍｏｄ ４)ꎬ
[Ｍ( ｌ－１)＋３ꎬＭ( ｌ)＋２]ꎬ ｌ≡２(ｍｏｄ ４)或 ｌ≡３(ｍｏｄ ４)ꎮ
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证明　 根据命题 １与 Ｆｎ 的性质ꎬＦｎ 中 ２度点有 ２个ꎬ３度点有 ｎ－１个ꎬｎ 度点有 １个ꎬ则有
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假设 Ｆｎ 存在点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色 ｈｎ{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌ}ꎬ不妨设序列

ｈｎ ＝(ｈｎ(ｖ０ｖ１)ｈｎ(ｖ１)ｈｎ(ｖ１ｖ２)ꎬｈｎ(ｖ１ｖ２)ｈｎ(ｖ０ｖ２)ｈｎ(ｖ２)ｈｎ(ｖ２ｖ３)ꎬ􀆺ꎬｈｎ(ｖｎ－１ｖｎ)ｈｎ(ｖｎ)ｈｎ(ｖ０ｖｎ))ꎮ
情形 １　 ３≤ｎ≤２０ꎮ
首先证明当 ３≤ｎ≤１１时ꎬ 􀭴χｅｖｔ(Ｆｎ)>３(尽管此时 􀭹η(Ｆｎ)＝ ３ꎬ但 􀭴χｅｖｔ(Ｆｎ) >３)ꎮ 先证 Ｆｎ 不存在点被多重集

可区别的 ３￣Ｅ￣全染色ꎮ
与定理 １的情形 １类似ꎬ推出矛盾ꎬ即可得到ꎬ 􀭴χｅｖｔ(Ｆｎ)>３ꎮ
其次当 １１<ｎ≤２０时ꎬ有 􀭹η(Ｆｎ)＝ ４＝􀭴χｅｖｔ(Ｗｎ￣２)ꎬ由命题 １ꎬ有 􀭴χｅｖｔ(Ｆｎ)≥４ꎮ
最后给出当 ３≤ｎ≤２０时ꎬＦｎ 的点被多重集可区别的 ４￣Ｅ￣全染色ꎮ

ｈ３ ＝(２３１ꎬ１ ３２１ꎬ１４３)ꎮ
ｈ４ ＝(２３４ꎬ４ ３２１ꎬ１ ４３３ꎬ３２３)ꎮ
ｈ５ ＝(２３４ꎬ４ ２３１ꎬ１ ２３２ꎬ２ ２４３ꎬ３２３)ꎮ

在上述 Ｗｎ－２的点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色的基础上ꎬ再给颜色为 ４ 的边进行以下过程:删去边

ｖ１ｖｎ－２ꎬ在 ｖ１ 处增加 １个 ２度邻点 ｖｎ－１ꎬ在 ｖｎ－２处增加 １ 个 ２ 度邻点 ｖｎꎬ并且让这 ２ 个点都与轮心 ｖ０ 相邻ꎬ使
得 ｖｎ－１的颜色为 ２染点 ｖｎ 的颜色为 ３且 ｖ１ｖｎ－１、ｖｎ－２ｖｎ 的颜色仍为 ４ꎬ则

当 ｎ＝ ６则 ｎ－２＝ ４时ꎬｈ６ ＝(３２４ꎬ４ ２３４ꎬ４ ３２１ꎬ１ ３４３ꎬ３ ３２４ꎬ４３４)ꎮ
依此类推ꎬ可得:
当 ｎ＝ ７则 ｎ－２＝ ５时ꎬｈ７ ＝(３２４ꎬ４ ２３４ꎬ４ ３２１ꎬ１ ２３２ꎬ２ ２４３ꎬ３ ３２４ꎬ４３４)ꎮ
当 ｎ＝ ８则 ｎ－２＝ ６时ꎬｈ８ ＝(３２４ꎬ４ ２３４ꎬ４ ３２１ꎬ１ ４２１ꎬ１ ２３２ꎬ２ ２４３ꎬ３ ３２４ꎬ４３４)ꎮ
依此类推ꎬ在上述 Ｗｎ－２的点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色的基础上ꎬ再对颜色为 ４ 的边进行以下过程:

将外围圈上的边 ｖｎ－２ｖ１ 删去之后ꎬ在 ｖ１ 处增加 １个 ２度邻点 ｖｎ－１ꎬ在 ｖｎ－２处增加 １个 ２度邻点 ｖｎꎬ并且让这 ２
个点都与轮心 ｖ０ 相邻ꎬ让 ｖｎ－１的着色与 ｖｎ－２的色相同ꎬ让 ｖｎ 的着色与 ｖ１ 的色相同ꎬ且与顶点 ｖｎ、ｖｎ－１关联的边

的颜色仍继承原边 ｖｎ－２ｖ１ 的颜色ꎮ
可得到 Ｆｎ 的点被多重集可区别的 ４￣Ｅ￣全染色ꎬ其中 ４≤ｎ≤２０ꎮ

情形 ２　 ｎ≥２１ꎬ ｎ∈
[Ｍ( ｌ－１)＋３ꎬＭ( ｌ)＋１]ꎬ　 ｌ≡０(ｍｏｄ ４)ꎬ
[Ｍ( ｌ－１)＋２ꎬＭ( ｌ)＋２]ꎬ ｌ≡１(ｍｏｄ ４)ꎬ
[Ｍ( ｌ－１)＋３ꎬＭ( ｌ)＋２]ꎬ ｌ≡２(ｍｏｄ ４)或 ｌ≡３(ｍｏｄ ４)ꎮ
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当 ｎ≥２１时ꎬ􀭹η( Ｆｎ)＝ ｌꎬ由命题 １ꎬ有 􀭴χｅｖｔ(Ｆｎ)≥ｌꎮ 下证 Ｆｎ 存在点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色ꎮ
在 ｎ≥２１时ꎬ在上述 Ｗｎ－２的点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色的基础上ꎬ再进行下述过程:将外围圈上与

轮心 ｖ０ 颜色不同的边 ｖｎ－２ｖ１ 删去之后ꎬ在 ｖ１ 处增加 １ 个 ２ 度邻点 ｖｎ－１ꎬ在 ｖｎ－２处增加 １ 个 ２ 度邻点 ｖｎꎬ并且

让这 ２个点都与轮心 ｖ０ 相邻ꎬ让 ｖｎ－１的着色与 ｖｎ－２的色相同ꎬ让 ｖｎ 的着色与 ｖ１ 的色相同ꎬ且与顶点 ｖｎ、ｖｎ－１关

联的边的颜色仍继承原边 ｖｎ－２ｖ１ 的颜色ꎮ
最终ꎬ可得到 Ｆｎ 的点被多重集可区别的 ｌ￣Ｅ￣全染色ꎮ
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