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顿范畴中的相对 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象

罗金萍ꎬ梁力∗

(兰州交通大学数理学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:给定 Ａｂｅｌ 范畴 Ａ 和 Ｂꎬ以及右正合函子 Ｆ :Ａ→Ｂꎬ依据 Ａ 和 Ｂ 中的相对 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎬ给出了顿范畴(ＦꎬＢ)中

相对 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象的等价刻画ꎮ
关键词:顿范畴ꎻ相对 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎻＡｂｅｌ 范畴

中图分类号:Ｏ１５４.２　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:罗金萍ꎬ梁力.顿范畴中的相对 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象[Ｊ] .山东大学学报(理学版)ꎬ２０２４ꎬ５９(２):１００￣１０４ꎬ１１９.

Ｒｅｌａｔｉｖｅ Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｏｂｊｅｃｔｓ ｉｎ ｃｏｍｍａ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ

ＬＵＯ Ｊｉｎｐｉｎｇꎬ ＬＩＡＮＧ Ｌｉ∗

(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｐｈｙｓｉｃｓꎬ Ｌａｎｚｈｏｕ Ｊｉａｏｔｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｌａｎｚｈｏｕ ７３００７０ꎬ Ｇａｎｓｕꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｇｉｖｅｎ Ａｂｅｌｉａｎ ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ Ａ ａｎｄ Ｂꎬ ａｎｄ ａ ｒｉｇｈｔ ｅｘａｃｔ ｆｕｎｃｔｏｒ Ｆ :Ａ→Ｂꎬ ａｎ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｒｅｌａｔｉｖｅ Ｇｏｒｅｎ￣
ｓｔｅｉｎ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｏｂｊｅｃｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｍａ ｃａｔｅｇｏｒｙ (Ｆꎬ Ｂ) ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｏｂｊｅｃｔｓ ｉｎ Ａ ａｎｄ Ｂ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｃｏｍｍａ ｃａｔｅｇｏｒｙꎻ ｒｅｌａｔｉｖｅ Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ ｏｂｊｅｃｔꎻ Ａｂｅｌｉａｎ ｃａｔｅｇｏｒｙ

１　 引言及准备知识

对于任意的 Ａｂｅｌ 范畴 Ａ 和 Ｂ 以及右正合函子 Ｆ :Ａ→Ｂꎬ顿范畴(Ｆ ꎬＢ)中的对象是一个三元组

Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ

ꎬ其中 Ｍ１ 是 Ａ 中的对象ꎬＭ２ 是 Ｂ 中的对象ꎬϕ:Ｆ (Ｍ１)→Ｍ２ 是 Ｂ 中的态射ꎮ 当 Ｆ 是右正合函子

时ꎬ顿范畴(ＦꎬＢ)是 Ａｂｅｌ 范畴ꎮ １９７５ 年ꎬＦｏｓｓｕｍ 等[１]研究了顿范畴中的投射对象和内射对象ꎮ 需要指

出的是ꎬ顿范畴的一个重要例子是三角矩阵环上的模范畴ꎮ ２０２２ 年ꎬＨｕ 和 Ｚｈｕ[２]以及 Ｐｅｎｇ 等[３]研究了

顿范畴中的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎬ得到了顿范畴中 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象的等价刻画ꎮ ２０１６ 年ꎬＢｅｎｎｉｓ 等[４]

引入了相对 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象的定义ꎮ ２０２１ 年ꎬＢｅｎｎｉｓ 等[５]得到了三角矩阵环上相对 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射

对象的等价刻画ꎮ 受上述启发ꎬ本文给出了顿范畴中相对 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象的等价刻画ꎬ即证明了如下

定理:

定理 １.１　 令(Ｆ ꎬＢ)是顿范畴ꎬ若 Ｆ 是相容的并且保持直和ꎬ则对于顿范畴(Ｆ ꎬＢ)中的对象
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ

以

下等价:
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　 　 (１)
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ

是顿范畴(Ｆ ꎬＢ)中的相对 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎻ

(２) ϕ:Ｆ (Ｍ１)→Ｍ２ 是 Ｂ 中的单态射ꎬＣｏｋｅｒ ϕ 是 Ｂ 中的相对 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎬＭ１ 是 Ａ 中的相对

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象ꎮ
以下给出了一些准备知识ꎬ本文中的 Ａ 和 Ｂ 均为有足够投射对象的 Ａｂｅｌ 范畴ꎮ Ｐｒｏｊ(Ａ)表示 Ａ 中所

有投射对象构成的类ꎮ 令 Ｃ∈Ｏｂ(Ａ)ꎬ则ＡｄｄＡ(Ｃ)表示 Ａ 中同构于 Ｃ 的拷贝直和的直和项的对象构成

的类ꎮ
定义 １.１[１] 　 令 Ｆ :Ａ→Ｂ 是右正合函子ꎬ则顿范畴(Ｆ ꎬＢ)定义如下:

(１) (Ｆ ꎬＢ)中的对象为三元组
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ

ꎬ其中 Ｍ１ 是 Ａ 中的对象ꎬＭ２ 是 Ｂ 中的对象ꎬϕ:Ｆ (Ｍ１)→Ｍ２ 是

Ｂ 中的态射ꎮ 在本文中无特殊说明ꎬ通常可省略 ϕꎮ

(２) (Ｆ ꎬＢ)中的态射为二元组
ａ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ :

Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ

→
Ｍ′１
Ｍ′２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ′

ꎬ其中 ａ:Ｍ１→Ｍ′１是 Ａ 中的态射ꎬｂ:Ｍ２→Ｍ′２是 Ｂ 中

的态射ꎬ使得下图交换:

Ｆ (Ｍ１)
Ｆ (ａ)
→Ｆ (Ｍ′１)

ϕ↓
　 　 　 　 ϕ′↓

Ｍ２
ｂ
→ Ｍ′２ 　 ꎮ

定义 １.２[２] 　 令 Ｆ :Ａ→Ｂ 是一个右正合函子ꎬ定义下列函子:

Ｈ :Ａ×Ｂ→(Ｆ ꎬＢ)ꎬＨ(Ｍ１ꎬＭ２)＝
Ｍ１

Ｍ２⊕Ｆ (Ｍ１)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷
０

１( )
ꎬＨ(ａꎬｂ)＝

ａ
ｂ⊕Ｆ (ａ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ其中(Ｍ１ꎬＭ２)是 Ａ×Ｂ

中的对象ꎬ(ａꎬｂ)是 Ａ×Ｂ 中的态射ꎮ
定义 １.３[４] 　 给定 Ｃ∈Ｏｂ(Ａ)ꎬ称 Ａ 中对象 Ｍ 是相对 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的ꎬ如果存在 Ａ 中的正合列

Ｐ􀅰 ＝􀆺→Ｐ１→Ｐ０→Ｃ０→Ｃ１→􀆺ꎬ
其中Ｐ ｉ∈Ｐｒｏｊ(Ａ)ꎬＣｉ∈ＡｄｄＡ(Ｃ)ꎬ使得 ＨｏｍＡ( －ꎬＡｄｄＡ(Ｃ))保持其正合性ꎬ且 Ｍ≅ Ｉｍ(Ｐ０→Ｃ０ )ꎮ 用

ＧＣＰｒｏｊ(Ａ)表示 Ａ 中所有相对 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象构成的类ꎮ

２　 相对 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射对象

在本章中ꎬ固定(Ｃ１ꎬＣ２)∈Ａ×ＢꎬＣ＝Ｈ(Ｃ１ꎬＣ２)∈(Ｆ ꎬＢ)ꎮ

定义 ２.１　 称函子 Ｆ :Ａ→Ｂ 是相容的ꎬ如果满足以下条件:
(１) 对于 Ａ 中的任意正合列

Ｑ􀅰 ＝􀆺→Ｇ１１→Ｇ０１→Ｃ０１→Ｃ１１→􀆺ꎬ
其中Ｇｉ

１∈Ｐｒｏｊ(Ａ)ꎬＣｉ
１∈ＡｄｄＡ(Ｃ１)ꎬ有 Ｆ (Ｑ􀅰)正合ꎮ

(２) 对于 Ｂ 中的任意满足 ＨｏｍＢ(Ｐ􀅰ꎬＡｄｄＢ(Ｃ２))正合的正合列

Ｐ􀅰 ＝􀆺→Ｇ１２→Ｇ０２→Ｃ０２→Ｃ１２→􀆺ꎬ
其中Ｇｉ

２∈Ｐｒｏｊ(Ｂ)ꎬＣｉ
２∈ＡｄｄＢ(Ｃ２)ꎬ有 ＨｏｍＢ(－ꎬＦ (ＡｄｄＡ(Ｃ１)))保持其正合性ꎮ

引理 ２.１　 设
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ

是顿范畴(Ｆ ꎬＢ)中的对象ꎬ则以下等价:

(１)
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ

是顿范畴(Ｆ ꎬＢ)中的投射对象ꎮ

(２) ϕ:Ｆ (Ｍ１)→Ｍ２ 是 Ｂ 中的单态射ꎬＣｏｋｅｒ ϕ 是 Ｂ 中的投射对象ꎬＭ１ 是 Ａ 中的投射对象ꎮ
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证明　 具体可参考文献[３ꎬ引理 ３.１]的证明ꎮ

引理 ２.２　 设 Ｘ＝
Ｘ１
Ｘ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ

是顿范畴(Ｆ ꎬＢ)中的对象ꎬ若 Ｆ 保持直和ꎬ则以下等价:

(１) Ｘ∈Ａｄｄ(ＦꎬＢ)(Ｃ)ꎮ
(２) Ｘ≅Ｈ(Ｘ１ꎬＣｏｋｅｒ ϕ)ꎬ其中Ｘ１∈ＡｄｄＡ(Ｃ１)ꎬＣｏｋｅｒ ϕ∈ＡｄｄＢ(Ｃ２)ꎮ
在这种情况下ꎬϕ 是单态射ꎮ
证明　 (２)⇒(１)ꎮ 假设Ｘ１∈ＡｄｄＡ(Ｃ１)ꎬ Ｃｏｋｅｒ ϕ∈ＡｄｄＢ(Ｃ２)ꎬ则存在(Ｒ１ꎬＲ２)∈Ａ×Ｂꎬ使得 Ｘ１⊕Ｒ１ ＝

Ｃ( Ｉ１)１ ꎬＣｏｋｅｒ ϕ⊕Ｒ２ ＝Ｃ( Ｉ２)２ ꎮ 不妨假设 Ｉ１ ＝ Ｉ２ꎬ则有

Ｘ⊕Ｈ(Ｒ１ꎬＲ２)≅Ｈ(Ｘ１ꎬＣｏｋｅｒ ϕ)⊕Ｈ(Ｒ１ꎬＲ２)＝
Ｘ１

Ｃｏｋｅｒ ϕ⊕Ｆ (Ｘ１)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷⊕

Ｒ１
Ｒ２⊕Ｆ (Ｒ１)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

≅
Ｘ１⊕Ｒ１

Ｃｏｋｅｒ ϕ⊕Ｆ (Ｘ１)⊕Ｒ２⊕Ｆ (Ｒ１)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷≅

Ｃ( Ｉ１)１
Ｃ( Ｉ２)２ ⊕Ｆ (Ｘ１)⊕Ｆ (Ｒ１)

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

≅
Ｃ( Ｉ１)１

Ｃ( Ｉ２)２ ⊕Ｆ (Ｃ( Ｉ１)１ )
æ

è

çç

ö

ø

÷÷≅
Ｃ( Ｉ１)１

Ｃ( Ｉ２)２ ⊕Ｆ (Ｃ１) ( Ｉ１)
æ

è

çç

ö

ø

÷÷≅
Ｃ１

Ｃ２⊕Ｆ (Ｃ１)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

( Ｉ１)

ꎬ

因此ꎬＸ∈Ａｄｄ(ＦꎬＢ)(Ｃ)ꎮ

(１)⇒(２)ꎮ 假设 Ｘ∈Ａｄｄ(ＦꎬＢ) (Ｃ)ꎬ则存在顿范畴(Ｆ ꎬＢ)中的对象 Ｒ ＝
Ｒ１
Ｒ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ′

ꎬ使得 Ｘ⊕Ｒ ＝ Ｃ( Ｉ) ＝

Ｈ(Ｃ１ꎬＣ２) ( Ｉ)＝
Ｃ( Ｉ)１

Ｃ( Ｉ)２ ⊕Ｆ (Ｃ( Ｉ)１ )
æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ϕ″

ꎬ其中 ϕ″＝
０
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是单态射ꎮ 注意到 Ｘ 是 Ｃ( Ｉ)的直和因子ꎬ故 ϕ 是单态射ꎮ

现在考虑可裂的正合列 ０→Ｒ

λ１
λ２( )
→Ｃ( Ｉ)

γ１
γ２( )
→Ｘ→０ꎬ则有下列行列正合的交换图:
０ ０ ０

↓ ↓ ↓
０ →Ｆ (Ｒ１) →Ｆ (Ｃ( Ｉ)１ ) →Ｆ (Ｘ１) → ０

ϕ′↓ ϕ″↓ ϕ↓

０ → Ｒ２
λ２→Ｃ( Ｉ)２ 􀱇Ｆ (Ｃ( Ｉ)１ )

γ２→Ｘ２ → ０

ϕ′↓ ϕ″↓ ϕ↓

０ → Ｃｏｋｅｒ ϕ′
λ２→Ｃ( Ｉ)２

γ２→ Ｃｏｋｅｒ ϕ → ０

↓ ↓ ↓
０ ０ ０　 　 　 　 　 　 ꎮ

因为γ１:Ｃ( Ｉ)１ →Ｘ１ꎬγ２:Ｃ( Ｉ)２ →Ｃｏｋｅｒ ϕ 均是可裂的满态射ꎬ所以 Ｘ１∈ＡｄｄＡ(Ｃ１)ꎬＣｏｋｅｒ ϕ∈ＡｄｄＢ(Ｃ２)ꎮ 接下来

证明 Ｘ≅Ｈ(Ｘ１ꎬＣｏｋｅｒ ϕ)ꎬ只需证 ０→Ｆ (Ｘ１)
ϕ
→Ｘ２ →Ｃｏｋｅｒ ϕ →０ 是可裂的ꎮ 假设 α 是γ２的 ｒｅｔｒａｃｔｉｏｎꎮ

定义 ｉ:Ｃ( Ｉ)２ →Ｃ( Ｉ)２ ⊕Ｆ (Ｃ( Ｉ)１ )是自然嵌入ꎬ则有􀭺ϕγ２ ｉα ＝ γ２ ϕ″ｉα ＝ γ２α ＝ １Ｃｏｋｅｒ ϕꎬ所以短正合列 ０ →Ｆ (Ｘ１)
ϕ
→

Ｘ２→Ｃｏｋｅｒ ϕ→０是可裂的ꎮ
引理 ２.３　 设 Ｆ 是相容的并且保持直和ꎬ则:

(１) 如果Ｍ１∈ＧＣ１Ｐｒｏｊ(Ａ)ꎬ那么
Ｍ１

Ｆ (Ｍ１)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷∈ＧＣＰｒｏｊ(Ｆ ꎬＢ)ꎮ

(２) 如果Ｍ２∈ＧＣ２Ｐｒｏｊ(Ｂ)ꎬ那么
０
Ｍ２

æ

è
ç

ö

ø
÷∈ＧＣＰｒｏｊ(Ｆ ꎬＢ)ꎮ
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证明　 (１) 假设Ｍ１∈ＧＣ１Ｐｒｏｊ(Ａ)ꎬ则在 Ａ 中存在正合列

Ｑ􀅰 ＝􀆺→Ｐ１１→Ｐ０１→Ｃ０１→Ｃ１１→􀆺ꎬ
其中Ｐ ｉ

１∈Ｐｒｏｊ(Ａ)ꎬＣｉ
１∈ＡｄｄＡ(Ｃ１)ꎬ使得 ＨｏｍＡ(－ꎬＡｄｄＡ(Ｃ１))保持其正合性ꎬ且 Ｍ１≅Ｉｍ(Ｐ０１→Ｃ０１)ꎮ 因为 Ｆ

是相容的ꎬ所以 Ｆ (Ｑ􀅰)是正合的ꎬ表明

Ｈ(Ｑ􀅰ꎬ０)＝ 􀆺→Ｈ (Ｐ１１ꎬ０) →Ｈ(Ｐ０１ꎬ０)→Ｈ(Ｃ０１ꎬ０) →Ｈ(Ｃ１１ꎬ０)→ 􀆺

是正合的ꎬ且
Ｍ１

Ｆ (Ｍ１)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷≅Ｉｍ(Ｈ(Ｐ０１ꎬ０)→Ｈ(Ｃ０１ꎬ０))ꎮ 通过引理 ２.１、２.２ 可知ꎬＨ(Ｐ ｉ

１ꎬ０)∈Ｐｒｏｊ(Ｆ ꎬＢ)ꎬ

Ｈ(Ｃｉ
１ꎬ０)∈Ａｄｄ(ＦꎬＢ)(Ｃ)ꎮ 如果 Ｘ∈Ａｄｄ(ＦꎬＢ)(Ｃ)ꎬ那么由引理 ２.２知ꎬＸ１∈ＡｄｄＡ(Ｃ１)ꎮ 结合伴随同构ꎬ可得

Ｈｏｍ(ＦꎬＢ)(Ｈ(Ｑ􀅰ꎬ０)ꎬＸ)≅ＨｏｍＡ(Ｑ􀅰ꎬＸ１)是正合的ꎬ因此
Ｍ１

Ｆ (Ｍ１)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷∈ＧＣＰｒｏｊ(Ｆ ꎬＢ)ꎮ

(２) 假设Ｍ２∈ＧＣ２Ｐｒｏｊ(Ｂ)ꎬ则在 Ｂ 中存在正合列

Ｐ􀅰 ＝􀆺→Ｐ１２→Ｐ０２→Ｃ０２→Ｃ１２→􀆺ꎬ
其中Ｐ ｉ

２∈Ｐｒｏｊ(Ｂ)ꎬＣｉ
２∈ＡｄｄＢ(Ｃ２)ꎬ使得 ＨｏｍＢ( －ꎬＡｄｄＢ(Ｃ２))保持其正合性ꎬ且 Ｍ２≅Ｉｍ(Ｐ０２→Ｃ０２)ꎮ 清

楚地ꎬ
Ｈ(０ꎬＰ􀅰)＝ 􀆺→Ｈ(０ꎬＰ１２)→Ｈ(０ꎬＰ０２) →Ｈ(０ꎬＣ０２) →Ｈ(０ꎬＣ１２)→ 􀆺

是正合的ꎬ且
０
Ｍ２

æ

è
ç

ö

ø
÷≅ Ｉｍ(Ｈ(０ꎬＰ０２)→Ｈ(０ꎬＣ０２))ꎮ 通过引理 ２.１、２.２ 可知ꎬＨ(０ꎬＰ ｉ

２) ∈Ｐｒｏｊ(Ｆ ꎬＢ)ꎬ

Ｈ(０ꎬＣｉ
２)∈Ａｄｄ(ＦꎬＢ)(Ｃ)ꎮ 假设 Ｘ∈Ａｄｄ(ＦꎬＢ)(Ｃ)ꎬ由引理 ２.２ 可知ꎬＸ≅Ｈ (Ｘ１ꎬＸ２)ꎬ其中Ｘ１∈ＡｄｄＡ(Ｃ１)ꎬ

Ｘ２∈ＡｄｄＢ(Ｃ２)ꎮ 结合伴随同构ꎬ可得

Ｈｏｍ(ＦꎬＢ)(Ｈ(０ꎬＰ􀅰)ꎬＸ)≅ＨｏｍＢ(Ｐ􀅰ꎬＸ２)⊕ＨｏｍＢ(Ｐ􀅰ꎬＦ (Ｘ１))ꎮ
因为 Ｆ 是相容的ꎬ并且 ＨｏｍＢ (Ｐ􀅰ꎬＡｄｄＢ (Ｃ２ ))是正合的ꎬ所以 ＨｏｍＢ ( Ｐ􀅰ꎬＦ ( Ｘ１ ))是正合的ꎬ因此

Ｈｏｍ(ＦꎬＢ)(Ｈ(０ꎬＰ􀅰)ꎬＸ)是正合的ꎬ故
０
Ｍ２

æ

è
ç

ö

ø
÷∈ＧＣＰｒｏｊ(Ｆ ꎬＢ)ꎮ

定理 １.１ 的证明　 (２)⇒(１)ꎮ 假设 ϕ:Ｆ (Ｍ１)→Ｍ２ 是 Ｂ 中的单态射ꎬ则在顿范畴(Ｆ ꎬＢ)中存在正

合列

０→
Ｍ１

Ｆ (Ｍ１)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷→

Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ

→
０

Ｃｏｋｅｒ ϕ
æ

è
ç

ö

ø
÷→０ꎮ

因为Ｍ１∈ＧＣ１Ｐｒｏｊ(Ａ)ꎬＣｏｋｅｒ ϕ∈ＧＣ２Ｐｒｏｊ(Ｂ)ꎬ所以由引理 ２.３ 可知ꎬ
Ｍ１

Ｆ (Ｍ１)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

０
Ｃｏｋｅｒ ϕ

æ

è
ç

ö

ø
÷∈ＧＣＰｒｏｊ(Ｆ ꎬ

Ｂ)ꎮ 又因为 ＧＣＰｒｏｊ(Ｆ ꎬＢ)是关于扩张封闭的(见文献[４ꎬ命题 ２.５])ꎬ所以
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ

∈ＧＣＰｒｏｊ(Ｆ ꎬＢ)ꎮ

(１)⇒(２)ꎮ 假设
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ

∈ＧＣＰｒｏｊ(Ｆ ꎬＢ)ꎬ则在顿范畴(Ｆ ꎬＢ)中存在正合列

Ｌ􀅰 ＝􀆺→
Ｐ１１
Ｐ１２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ϕ１

→
Ｐ０１
Ｐ０２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ϕ０

→
Ｃ０１
Ｃ０２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ϕ０

→
Ｃ１１
Ｃ１２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ϕ１

→ 􀆺ꎬ

其中
Ｐ ｉ
１

Ｐ ｉ
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ϕｉ

∈Ｐｒｏｊ(Ｆ ꎬＢ)ꎬ
Ｃｉ
１

Ｃｉ
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ϕｉ

∈Ａｄｄ(ＦꎬＢ) (Ｃ)ꎬ使得 Ｈｏｍ(ＦꎬＢ) ( －ꎬＡｄｄ(ＦꎬＢ) (Ｃ))保持其正合性ꎬ并且

Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ

≅Ｉｍ
Ｐ０１
Ｐ０２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ϕ０

→
Ｃ０１
Ｃ０２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ϕ０

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ꎮ 那么在 Ａ 中可得到正合列

Ｑ􀅰 ＝􀆺→Ｐ１１→Ｐ０１→Ｃ０１→Ｃ１１→ 􀆺ꎬ
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并且 Ｍ１≅Ｉｍ(Ｐ０１→Ｃ０１)ꎮ 通过引理 ２.１、２.２ 可知ꎬＰ ｉ
１∈Ｐｒｏｊ(Ａ)ꎬＣｉ

１∈ＡｄｄＡ(Ｃ１)ꎮ 因为 Ｆ 是相容的ꎬ所以

Ｆ (Ｑ􀅰)是正合的ꎬ并且 Ｆ (Ｍ１)≅Ｉｍ(Ｆ (Ｐ０１)→Ｆ (Ｃ０１))ꎮ 因为从
Ｍ１

Ｍ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ϕ

到
Ｃ０１
Ｃ０２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
ϕ０

是单态射ꎬ所以有单态射

α１:Ｍ１→Ｃ０１ꎬα２:Ｍ２→Ｃ０２ꎮ 注意到 Ｆ (α１):Ｆ (Ｍ１)→Ｆ (Ｃ０１)是单态射ꎬ故有下列交换图:

Ｆ (Ｍ１)
Ｆ (α１)→Ｆ (Ｃ０１)

ϕ↓
　 ϕ０↓

Ｍ２

α２ → Ｃ０２ 　 ꎮ
由引理 ２.２可知ꎬϕ０ 是单态射ꎬ因此 ϕ 是单态射ꎮ

另外ꎬ通过引理 ２.１、２.２可知ꎬ对于∀ｉꎬϕｉꎬϕｉ 都是单态射ꎬ则有下面列正合的交换图:
０ ０ ０ ０

↓ ↓ ↓ ↓
􀆺 →Ｆ (Ｐ１１) →Ｆ (Ｐ０１) →Ｆ (Ｃ０１) →Ｆ (Ｃ１１)→ 􀆺

ϕ１↓ ϕ０↓ ϕ０↓ ϕ１↓
􀆺 →Ｐ１２ →Ｐ０２ →Ｃ０２ →Ｃ１２ → 􀆺

↓ ↓ ↓ ↓
􀆺 →Ｃｏｋｅｒ ϕ１ →Ｃｏｋｅｒ ϕ０ →Ｃｏｋｅｒ ϕ０ →Ｃｏｋｅｒ ϕ１ → 􀆺

↓ ↓ ↓ ↓
０ ０ ０ ０　 　 　 　 　 　 ꎮ

因为第 １、２都正合ꎬ所以可得到 Ｂ 中的正合列

Ｐ􀅰 ＝􀆺→Ｃｏｋｅｒ ϕ１→Ｃｏｋｅｒ ϕ０→Ｃｏｋｅｒ ϕ０→Ｃｏｋｅｒ ϕ１→ 􀆺ꎬ
并且 Ｃｏｋｅｒ ϕ≅Ｉｍ(Ｃｏｋｅｒ ϕ０→Ｃｏｋｅｒ ϕ０)ꎮ 由引理 ２.１、２.２知ꎬＣｏｋｅｒ ϕｉ∈Ｐｒｏｊ(Ｂ)ꎬＣｏｋｅｒ ϕｉ∈ＡｄｄＢ(Ｃ２)ꎮ 下

证 ＨｏｍＢ(Ｐ􀅰ꎬＡｄｄＢ(Ｃ２))和 ＨｏｍＡ(Ｑ􀅰ꎬＡｄｄＡ(Ｃ１))是正合的ꎮ 假设Ｘ２∈ＡｄｄＢ (Ｃ２)ꎬ故由引理 ２.２ 知ꎬ
０
Ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷∈Ａｄｄ(ＦꎬＢ)(Ｃ)ꎮ 结合伴随同构知 ＨｏｍＢ(Ｐ􀅰ꎬＸ２)≅Ｈｏｍ(ＦꎬＢ) Ｌ􀅰ꎬ

０
Ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是正合的ꎬ因此 ＨｏｍＢ(Ｐ􀅰ꎬ

ＡｄｄＢ(Ｃ２))是正合的ꎬ说明 Ｃｏｋｅｒ ϕ∈ＧＣ２Ｐｒｏｊ(Ｂ)ꎮ
假设Ｘ１∈ＡｄｄＡ(Ｃ１)ꎬ用 Ｈｏｍ(ＦꎬＢ)(Ｌ􀅰ꎬ－)作用于可裂的短正合列

０→
０

Ｆ (Ｘ１)
æ

è
ç

ö

ø
÷→

Ｘ１
Ｆ (Ｘ１)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷→

Ｘ１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷→０

上ꎬ可得复形的正合列

０→Ｈｏｍ(ＦꎬＢ) Ｌ􀅰ꎬ
０

Ｆ (Ｘ１)
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷→Ｈｏｍ(ＦꎬＢ) Ｌ􀅰ꎬ

Ｘ１
Ｆ (Ｘ１)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷→Ｈｏｍ(ＦꎬＢ) Ｌ􀅰ꎬ

Ｘ１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷→０ꎮ

容易验证 Ｈｏｍ(ＦꎬＢ) Ｌ􀅰ꎬ
０

Ｆ (Ｘ１)
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷≅ＨｏｍＢ(Ｐ􀅰ꎬＦ (Ｘ１))ꎬ并且

Ｈｏｍ(ＦꎬＢ) Ｌ􀅰ꎬ
Ｘ１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷≅ＨｏｍＡ(Ｑ􀅰ꎬＸ１)ꎬ

故可得复形的正合列

０→ＨｏｍＢ(Ｐ􀅰ꎬＦ (Ｘ１))→Ｈｏｍ(ＦꎬＢ) Ｌ􀅰ꎬ
Ｘ１

Ｆ (Ｘ１)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷→ＨｏｍＡ(Ｑ􀅰ꎬＸ１)→０ꎮ
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