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多服务器串联排队系统中平均排队时间的预测
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摘要:研究了具有 ２ 个服务站且缓冲区无限的多服务器串联排队系统ꎬ利用机器学习的线性回归模型和非线性回归模型对 ２
个站的平均排队时间进行预测ꎬ并对各种机器学习方法的预测结果进行误差分析ꎮ 数值实验结果显示ꎬ非线性回归模型优于

线性回归模型ꎬＲＦ、ＸＧＢｏｏｓｔ、ＧＢＤＴ 方法可以作为分析多服务器串联排队网络的有效手段ꎮ
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０　 引言

串联排队系统高效、准确的性能评价对于有效设计和控制复杂的排队系统至关重要ꎮ 串联排队系统由

多个服务站串联而成ꎬ是排队网络的基本结构ꎬ系统中由于站与站之间相互依赖ꎬ导致系统的性能分析比较

困难ꎮ
对于到达过程是更新过程、服务时间具有马尔可夫性且每个服务站只有一个服务器的串联排队系统ꎬ已

经有多位学者给出了分析方法ꎮ Ｚｈｕ[１]研究了具有批量到达ꎬ且站与站之间不存在缓冲区的串联排队系统ꎬ
其中顾客的到达过程是泊松过程ꎬ服务时间均服从一般分布ꎬ得到了顾客逗留时间的拉普拉斯变换ꎮ
Ｇóｍｅｚ￣Ｃｏｒｒａｌ[２]利用马尔可夫更新过程分析了具有马尔可夫到达过程(ｍａｒｋｏｖｉａｎ ａｒｒｉｖａｌ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓꎬ ＭＡＰｓ)
的 ２ 个站的串联排队系统ꎬ得到了系统的稳态概率分布、平均队长等系统性能指标ꎮ Ｖａｎ Ｈｏｕｄ 等[３] 基于第

一个站的首位顾客在系统内消耗的时间ꎬ提出了一种求解带阻塞的离散时间串联排队系统响应时间的方法ꎮ
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同时ꎬＬｉａｎ 等[４]针对具有 ＭＡＰｓ 输入的单服务器串联排队系统ꎬ提出了一种能够有效地分析服务站间的时

间依赖和稳态队列长度分布的方法ꎬ同时还得到了顾客在排队网络中的逗留时间ꎮ Ｗｕ 等[５] 通过模拟实验

分析了串联排队系统中各服务站之间的关系ꎬ探究了具有一般服务时间的串联排队系统中上游服务站对下

游服务站的排队时间的影响ꎮ 吴登磊等[６] 引入指标比的概念来刻画串联排队系统中上游服务站对下游服

务站的排队时间的影响ꎬ并运用指标比的性质近似得出了到达过程为泊松过程、服务时间服从一般分布、具
有 ２ 个服务站的串联排队系统的平均排队时间ꎮ 侯佳辰等[７]研究了一个到达过程是更新过程、服务时间服

从一般分布、具有 ２ 个服务站的单服务器串联排队系统ꎬ根据到达时间间隔和服务时间的三阶矩ꎬ构建相应

的马尔可夫过程ꎬ同时利用矩阵几何解的方法对系统的平均排队时间进行近似求解ꎮ
　 　 多服务器串联排队系统指的是由多个相互依赖的服务站串联而成ꎬ并且每个服务站至少有一个服务器

的排队系统ꎮ 与单服务器串联排队系统相比ꎬ由于服务站内服务器个数的增加ꎬ使多服务器串联排队系统的

理论分析更加困难ꎬ因此多服务器串联排队系统的性能分析仍有待进一步突破ꎮ 目前ꎬ多服务器串联排队系

统的研究主要关注于近似分析或相关应用ꎮ Ｋｉｍ 等[８]研究了具有无限缓冲区、第一个服务站为单服务器而

第二个站为多服务器的串联排队系统ꎬ并通过数值实验计算出系统的平稳分布和性能指标ꎮ Ｄｕｄｉｎ 等[９] 利

用具有马尔可夫到达过程的串联排队系统作为远程技术支持模型ꎬ提出了计算该系统平稳分布的数值算法ꎬ
并推导出逗留时间的拉普拉斯变换ꎮ Ｋｉｍ 等[１０]根据顾客类型对多服务器串联排队系统的缓冲区进行划分ꎬ
分析了系统状态的遍历性条件和稳态分布ꎬ并推导出顾客逗留时间分布的拉普拉斯变换ꎮ Ｓｉｎｕ Ｌａｌ 等[１１] 以

医院为应用背景ꎬ研究了第一个服务站具有多个相同且平行服务器、第二个站只有一个服务器的串联排队系

统ꎬ并利用矩阵解析方法得到系统的平稳分布ꎮ Ｂａｎｕ 等[１２]通过 Ｂｕｒｋｅ 定理ꎬ研究了具有 ４ 个平行队列且缓

冲区无限的开放排队网络ꎬ每个队列均是 Ｍ/ Ｍ / １ 模型ꎬ构建了分析系统内平均顾客数、平均等待时间等性

能的公式ꎮ Ｓａｇｉｒ 等[１３]研究了到达过程为泊松过程ꎬ服务时间服从指数分布的串联排队系统ꎬ并且证明了 ２
个站的客户数和等待时间在稳态下是相互独立的ꎮ Ｋｕｍａｒ 等[１４] 分析了具有多处理器的两阶段串联呼叫重

审排队网络ꎬ在稳态条件下ꎬ利用矩阵分析法求解系统的平稳分布等指标ꎮ
综上所述ꎬ当服务时间不具有马尔可夫性ꎬ上游站离去过程是非更新过程时ꎬ串联排队模型的排队时间

没有解析表达式ꎬ只能通过近似方法来分析ꎮ 机器学习的方法作为一种近似分析方法ꎬ在排队系统的性能分

析预测方面取得了较好的效果ꎮ Ｅｆｒｏｓｉｎｉｎ 等[１５] 通过人工神经网络方法研究了具有异构服务器排队系统中

的经典优化问题ꎬ提供了最优阈值的估计ꎮ Ｔａｎ 等[１６]基于高斯过程回归算法提出了一种分析单服务器开放

排队网络模型的有监督学习方法( ｓｕｐｅｒｖｉｓｅｄ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｂａｓｅｄ ｑｕｅｕｅｉｎｇ ｎｅｔｗｏｒｋ ａｎａｌｙｚｅｒꎬ ＳＬＱＮＡ)ꎬ用来分析

由延迟、批量、合并和拆分块组成的制造系统开放排队网络模型ꎮ Ｋｈａｙｙａｔｉ 等[１７]根据 ＳＬＱＮＡ 来预测不同服

务规则下排队网络中队列延迟、拆分、批量和合并等情况的性能指标ꎬ采用高斯过程回归方法预测各队列的

离去时间和周期的分布特征ꎬ并得出了对应队列的均值、变异系数和周期ꎮ 对于评估排队系统以及排队网络

的性能指标ꎬＳＬＱＮＡ 是一种通用、准确和有效的方法ꎮ
机器学习在排队网络的性能分析方面取得了一定的研究成果ꎬ但目前的成果主要关注于单站的排队系

统或是特定生产制造系统的分布特征研究ꎬ并未将研究成果推广至生产生活中应用更广泛的串联排队系统ꎬ
例如 Ｍ/ Ｇ / １→ / Ｇ / ｃ、Ｍ/ Ｇ / ｃ→ / Ｇ / １ 和 Ｍ/ Ｇ / ｃ→ / Ｇ / ｃ 等串联排队系统ꎮ

本文的创新点是: (１) 研究了到达过程为泊松过程、服务时间为一般分布、具有 ２ 个服务站、每个站内

有多个独立且相同服务器的串联排队系统ꎬ该模型更具有一般性ꎬ更符合实际生产生活需求ꎻ (２) 利用仿真

模拟ꎬ获得系统内各站点的性能参数ꎬ数据更具有可靠性ꎻ (３) 采用机器学习方法中的线性回归模型和非线

性回归模型对多服务器串联排队系统的平均排队时间进行预测ꎮ

１　 模型描述

本文研究具有 ２ 个服务站的 Ｍ/ Ｇ１ / Ｎ１→ / Ｇ２ / Ｎ２ 串联排队系统ꎬ假设第 ｉ 个站有 Ｎｉ 个性能相同的服务

器( ｉ＝ １ꎬ２)ꎬ如图 １ 所示ꎮ ２ 个服务站的缓冲区均为无限大ꎬ顾客到达后在 ２ 个服务站中依次完成服务ꎬ满足

先到先服务( ｆｉｒｓｔ ｃｏｍｅ ｆｉｒｓｔ ｓｅｒｖｅｄꎬ ＦＣＦＳ)的服务规则ꎮ 顾客到达系统后ꎬ如果发现第一个站有空闲的服务

器ꎬ则任选一个空闲服务器接受服务ꎬ否则需要等待ꎻ当完成第一个站的服务后ꎬ顾客进入第二个站接受服



　 第 １ 期 李绎冉ꎬ等:多服务器串联排队系统中平均排队时间的预测 １９　　　 　

务ꎮ 顾客到达过程为泊松过程ꎬ相邻 ２ 个顾客到达时间间隔 Ｘ 服从指数分布ꎬ每个服务器的服务时间均服

从一般分布ꎬ第一个站的服务时间记为 Ｓ１ꎬ第二个站的服务时间记为 Ｓ２ꎮ Ｘ、Ｓ１ 和 Ｓ２ 的平方变异系数分别记

为 Ｃ ２
ａ、Ｃ ２

Ｓ１和 Ｃ ２
Ｓ２ꎬ且

Ｃ ２
ａ ＝

Ｄ(Ｘ)
Ｅ２(Ｘ)

ꎬ (１)

Ｃ ２
Ｓ１
＝
Ｄ(Ｓ１)
Ｅ２(Ｓ１)

ꎬ (２)

Ｃ ２
Ｓ２
＝
Ｄ(Ｓ２)
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ꎮ (３)

图 １　 ２ 个站的多服务器串联排队系统
Ｆｉｇ.１　 Ｍｕｌｔｉ￣ｓｅｒｖｅｒ ｔａｎｄｅｍ ｑｕｅｕｅｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｓｔａｔｉｏｎｓ

　 　 假设系统的到达率为 λꎬλ＝ １ / Ｅ(Ｘ)ꎬ第 ｉ 个服务站的服务速率为 μｉꎬ μｉ ＝Ｎｉ / Ｅ(Ｓｉ)ꎬ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ系统中第 ｉ
个服务站的服务器利用率为 ρｉ ＝λ / μｉꎬ令 ρ ＝ｍａｘ(ρ１ꎬ ρ２)ꎬ服务强度高的工作站被称为瓶颈站ꎮ 系统中第 ｉ
个服务站的平均排队时间记为 Ｅ(ＱＴｉ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎮ

在具有 ２ 个服务站的串联排队系统中ꎬ顾客在第一个站完成服务后进入第二个站ꎬ第一个站的输出过程

是第二个站的到达过程ꎬ一般情况下ꎬ第二个站的到达过程不同于系统的初始到达过程ꎬ因此ꎬ第二个站的平

均排队时间受到第一个站的影响ꎮ
本文研究的 Ｍ/ Ｇ１ / Ｎ１→ / Ｇ２ / Ｎ２ 串联排队系统中ꎬ因为第一个站的离去过程不是更新过程ꎬ所以第二个

站的平均排队时间无法利用理论方法进行精确求解ꎮ 本文利用 ＭＡＴＬＡＢ 进行模拟ꎬ在模拟中ꎬ假设相邻顾

客的到达时间间隔、服务时间分布均服从 Ｇａｍｍａ 分布ꎬ与平均排队时间相关的参数记为(Ｃ ２
ａꎬＮ１ꎬＮ２ꎬμ１ꎬμ２ꎬ

Ｃ ２
Ｓ１ꎬＣ

２
Ｓ２ꎬ ρ)ꎬ将参数任意组合ꎬ均可构成一个多服务器串联排队系统ꎮ 对于每个系统ꎬ模拟 ３０ 个样本ꎬ每个

样本中串联排队系统第 ４００ ００１ 个至第 ６００ ０００ 个作业为 ２ 个站的平均排队时间 Ｅ(ＱＴｉ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ平均排队

时间模拟值的置信水平大于 ９５％ꎬ保证了模拟数据的可靠性ꎮ

２　 机器学习方法对比

本文利用 ８ 种有监督学习的机器学习方法[１８]预测多服务器串联排队系统 ２ 个站的平均排队时间ꎮ ８ 种

机器学习方法分为线性回归模型和非线性回归模型ꎮ 线性回归模型包括多元线性回归(ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｌｉｎｅａｒ
ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎꎬ ＭＬＲ)模型、岭回归( ｒｉｄｇｅ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎꎬ ＲＲ)模型和 ＬＡＳＳＯ 回归( ｌｅａｓｔ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｓｈｒｉｎｋａｇｅ ａｎｄ ｓｅｌｅｃ￣
ｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎꎬ ＬＡＳＳＯ)模型ꎮ 非线性回归模型包括决策树(ｄｅｃｉｓｉｏｎ ｔｒｅｅꎬ ＤＴ)算法、随机森林( ｒａｎ￣
ｄｏｍ ｆｏｒｅｓｔꎬ ＲＦ)算法、梯度提升树(ｇｒａｄｉｅｎｔ ｂｏｏｓｔｉｎｇ ｄｅｃｉｓｉｏｎ ｔｒｅｅꎬ ＧＢＤＴ)算法和 ＸＧＢｏｏｓｔ(ｅＸｔｒｅｍｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ
ｂｏｏｓｔｉｎｇ)算法ꎬ以及与决策树算法功能类似的 Ｋ 近邻(Ｋ ｎｅａｒｅｓｔ ｎｅｉｇｈｂｏｒꎬ ＫＮＮ)算法ꎮ

ＭＬＲ 模型的原理是根据已知的自变量 Ｘ 的值预测未知的因变量 ｙ 的值ꎮ 模型的目标函数为

ｙ＝Ｘ β＋εꎬ (４)
其中: β 表示多元线性回归模型的回归系数ꎻε 表示模型拟合后每一个样本的误差项ꎮ

ＲＲ 模型是一种用于共线性数据分析的有偏估计回归模型ꎬ通过在目标函数上添加惩罚项来缩减线性

回归模型的偏回归系数ꎮ ＲＲ 模型的目标函数为
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Ｊ(β)＝∑(ｙ－Ｘ β) ２＋λ‖β‖２
２ꎬ (５)

其中:λ 为非负数ꎬ表示惩罚因子ꎻ‖β‖２
２ 为 ｌ２ 正则ꎬ表示回归系数 β 的平方和ꎻλ‖β‖２

２ 为惩罚项ꎮ 当 λ ＝ ０
时ꎬＪ(β)为线性回归模型的目标函数ꎻ当 λ→＋∞时ꎬ通过缩减回归系数 β 来使目标函数达到最小ꎮ

ＬＡＳＳＯ 回归是一种压缩估计模型ꎬ与岭回归模型类似ꎬＬＡＳＳＯ 回归同样属于缩减性估计ꎮ 在回归系数

的缩减过程中ꎬ将不重要的回归系数直接缩减为 ０ꎬ达到变量筛选的功能ꎬ并且降低复杂度ꎮ ＬＡＳＳＯ 回归模

型的目标函数为

Ｊ(β)＝∑(ｙ－Ｘ β) ２＋λ‖β‖１ꎬ (６)

其中:λ 为惩罚项系数ꎻ‖β‖１ 为回归系数 β 的 ｌ１ 正则ꎬ表示所有回归系数绝对值的和ꎻλ‖β‖１ 为目标函数

的惩罚项ꎮ
ＤＴ 算法的原理是在已知各种情况发生概率的基础上ꎬ通过构成决策树来求取净现值的期望值大于等

于 ０ 的概率ꎮ 决策树作为一个树结构ꎬ代表的是对象属性与对象值之间的一种映射关系ꎮ 在机器学习中ꎬ
ＤＴ 算法简单直观ꎬ不需要复杂的数学推理ꎬ具有很强的解释性ꎬ可以用来预测数值型因变量和分类离散型

变量ꎬ也可以作为其他算法的弱分类器ꎮ
ＲＦ 算法属于集成算法ꎬ算法的核心思想是通过多棵决策树的投票机制来实现预测或分类ꎮ “森林”是

由多棵经过充分生长的分类回归决策树(ｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｔｒｅｅꎬ ＣＡＲＴ)组成的集合ꎮ “随机”是指

构成多棵决策树的数据是随机生成的ꎮ 该算法的优势是运行速度快和预测准确率高ꎮ
ＧＢＤＴ 算法的原理为利用损失函数的负梯度值近似残差ꎬ简化目标函数的求解ꎮ 该算法的优势主要体

现在提升(ｂｏｏｓｔｉｎｇ)、梯度(ｇｒａｄｉｅｎｔ)和决策树(ｄｅｃｉｓｉｏｎ ｔｒｅｅ) ３ 个方面ꎮ 如果因变量为连续型的数值型变

量ꎬ则 ＧＢＤＴ 算法中有多种具有一阶导函数的损失函数可供选择ꎮ
ＸＧＢｏｏｓｔ 算法的根本思想是将多个弱决策树串联起来形成一个较强的决策树ꎬ从而得到更准确的结果ꎮ

相比 ＧＢＤＴꎬＸＧＢｏｏｓｔ 的优势主要体现在以下几个方面:(１)支持线性分类器ꎻ(２)可以自定义损失函数ꎻ(３)
防止过拟合ꎻ(４)计算量小ꎻ(５)对于特征值有缺失的样本ꎬ可以自动学习出它的分裂方向ꎻ(６)支持并行计

算ꎬ运行效率高ꎮ
ＫＮＮ 算法与决策树算法类似ꎬ是一种惰性学习算法ꎬ即模型的构建与未知数据的预测同时进行ꎮ 算法

原理为搜索最近的 Ｋ 个已知类别样本用于未知类别样本的预测ꎮ
综合以上 ８ 种机器学习的方法可以发现:ＭＬＲ、ＲＲ 和 ＬＡＳＳＯ 回归模型的区别在于目标函数的不同ꎻ

ＲＲ 和 ＬＡＳＳＯ 回归可以缩减目标函数中的回归系数ꎬ降低模型的复杂度ꎻＲＦ、ＧＢＤＴ 和 ＸＧｂｏｏｓｔ 算法是以决

策树为弱分类器的算法ꎬ通过分类器组合、损失函数负梯度近似残差等方式提高算法的预测精度ꎮ
由于多服务器串联排队系统中上、下游服务站之间存在依赖性ꎬ通过理论方法很难求解平均排队时间ꎬ

因此本文利用以上 ８ 种方法对多服务器串联排队系统 ２ 个站的平均排队时间进行预测ꎮ

３　 数值实验

本章利用 ８ 种机器的方法分别对 Ｍ/ Ｇ１ / Ｎ１→ / Ｇ２ / Ｎ２ 串联排队系统的第一个站和第二个站的平均排队

时间进行预测ꎮ 模拟系统参数的取值如下: μ１∈{１ / １０ꎬ１ / ２０ꎬ１ / ２５ꎬ１ / ２９ꎬ１ / ３０}ꎬ μ２∈{１ / １０ꎬ１ / ２０ꎬ１ / ２５ꎬ
１ / ３０}ꎬ Ｃ ２

ａ ＝ １ꎬ Ｃ ２
Ｓ１

∈{０.１ꎬ０.５ꎬ０.９ꎬ２ꎬ５ꎬ１０}ꎬ Ｃ ２
Ｓ２

∈{０.１ꎬ０.５ꎬ０.９ꎬ２ꎬ５ꎬ１０}ꎬ Ｎ１∈{２ꎬ５ꎬ１０ꎬ１００}ꎬ Ｎ２∈{２ꎬ
５ꎬ１０}ꎬ ρ∈{０.１ꎬ０.２ꎬ０.３ꎬ０.４ꎬ０.５ꎬ０.６ꎬ０.７ꎬ０.８ꎬ０.９ꎬ０.９５}ꎬ以上的 ８ 个参数任意组合ꎬ都能构成一个多服务器

串联排队系统ꎮ
３.１　 第一个站平均排队时间的预测

在 Ｍ/ Ｇ１ / Ｎ１→ / Ｇ２ / Ｎ２ 串联排队系统中ꎬ系统缓冲区无穷大ꎬ由于下游站点对上游站点没有影响ꎬ因此

第二个站对第一个站的排队时间没有影响ꎬ第一个站平均排队时间 Ｅ(ＱＴ１)只与参数 Ｃ ２
ａ 、Ｎ１、Ｃ ２

Ｓ１、Ｓ１、 ρ 有

关ꎮ 当串联排队系统中第一个站的平均排队时间数据较小时ꎬ会造成机器学习的模型无法识别数据ꎬ因此首

先对数据进行筛选ꎬ去除 Ｅ(ＱＴ１)<０.１ 的数据ꎬ有效数据为 １５ ０９２ 组ꎮ
在机器学习中ꎬ将同一个数据集按照不同的比例划分为测试集和训练集ꎮ 数据集划分比例的不同会导
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致预测误差的不同ꎬ因此ꎬ针对第 ２ 章中的 ８ 种机器学习方法ꎬ在本章中ꎬ每种机器学习方法都在同一组参数

下根据不同的训练集、测试集比例进行了 ８ 次实验ꎬ训练集的比例分别为 ０.９５、０.９、０.８５、０.８、０.７５、０.７、０.６、
０.５ꎬ对应的测试集比例为 ０.０５、０.１、０.１５、０.２、０.２５、０.３、０.４、０.５ꎮ 根据测试集比例的变化ꎬ将 ３ 种线性回归模

型和 ５ 种非线性回归模型的数值实验结果进行整理、对比ꎬ如表 １、２ 所示ꎮ
表 １　 线性回归模型预测 Ｅ(ＱＴ１)的平均相对误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｍｅａｎ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇ Ｅ(ＱＴ１) ｂｙ ｌｉｎｅａｒ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ％
比例 ＭＬＲ ＲＲ ＬＡＳＳＯ
０.０５ ３００.９９ ３０１.１１ ３０１.６１
０.１０ ２６７.６０ ２６７.６７ ２６８.１０
０.１５ ２８８.７９ ２８８.９１ ２８９.３４
０.２０ ２８０.００ ２８０.０６ ２８０.４８
０.２５ ３００.５３ ３００.６１ ３０１.０５
０.３０ ２８６.０５ ２８６.１４ ２８６.５１
０.４０ ２８７.５６ ２８７.７１ ２８８.０１
０.５０ ２８４.３７ ２８４.４７ ２８４.７８

表 ２　 非线性回归模型预测 Ｅ(ＱＴ１)的平均相对误差
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｍｅａｎ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇ Ｅ(ＱＴ１) ｂｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｅｔｈｏｄ ％

比例 ＤＴ ＲＦ ＧＢＤＴ ＸＧＢｏｏｓｔ ＫＮＮ

０.０５ ２.２９ ０.４５ ０.７８ ０.５６ ０.４６

０.１０ ３.１２ ０.４２ ０.７９ ０.６６ ０.４２

０.１５ ５.０３ ０.４８ ０.８５ ０.６５ ０.４８

０.２０ ７.４４ ０.４６ ０.８１ ０.６３ ０.４８

０.２５ ８.８１ ０.４６ ０.８０ ０.６６ ０.４６

０.３０ ９.２１ ０.４７ ０.８０ ０.６２ ０.４６

０.４０ ９.９３ ０.４９ ０.７９ ０.６６ ０.４６

０.５０ １１.３４　 ０.５６ ０.８４ ０.７４ ０.５０

　 　 由表 １ 可知ꎬ线性回归模型 ＭＬＲ、ＲＲ 和 ＬＡＳＳＯ 的预测效果较差ꎬ３ 种模型的误差范围均在 ２６７％ ~
３００％左右ꎮ 表 ２ 中ꎬ非线性回归模型的预测误差随着测试集比例增大也逐渐增大ꎻＤＴ 算法的误差范围为

２.２９％ ~１１.３４％ꎻＲＦ、ＧＢＤＴ、ＫＮＮ、ＸＧＢｏｏｓｔ 算法的预测误差均小于 １％ꎬ当测试集比例低于 ０.３ 时ꎬＲＦ 算法

的预测误差为最小ꎬ预测效果较好ꎮ 与非线性回归模型相比ꎬ线性回归模型的预测效果较差ꎬ因此ꎬ本文所考

虑的 ３ 种线性回归模型不适合用于预测串联排队系统排队时间ꎮ
当测试集比例过大或过小时ꎬ会出现样本比例失衡、预测结果过拟合等情况ꎮ 本章中ꎬ８ 种不同的测试

集比例、预测误差都相对稳定ꎮ 结合数值实验中的数据集样本量ꎬ测试集比例为 ０.２５ 是较为合适的比例ꎬ也
是机器学习预测时常用的比例ꎬ因此ꎬ选取测试集比例为 ０.２５ 时ꎬ分别将每种机器学习方法求出的第一个站

平均排队时间的预测值和模拟值进行线性相关性对比ꎬ结果如图 ２ 所示ꎮ
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图 ２　 第一个站平均排队时间预测效果图
Ｆｉｇ.２　 Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｑｕｅｕｅｉｎｇ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｓｔａｔｉｏｎ

　 　 图 ２ 中ꎬ非线性回归模型 ＤＴ、ＲＦ、ＧＢＤＴ、ＸＧＢｏｏｓｔ、ＫＮＮ 的预测值与模拟值呈线性相关ꎬ预测效果较好ꎮ
ＭＬＲ、ＲＲ、ＬＡＳＳＯ 方法的预测结果呈现偏态ꎬ大部分情况下ꎬ预测值和模拟值误差较大ꎬ预测结果不可靠ꎬ不
具有参考价值ꎮ

本文研究的 Ｍ/ Ｇ１ / Ｎ１→ / Ｇ２ / Ｎ２ 串联排队系统中ꎬ由于第二个站对第一个站的排队时间没有影响ꎬ因此第

一个站可以看作是独立的 Ｍ/ Ｇ / Ｎ 排队系统ꎮ 针对 Ｍ/ Ｇ / Ｎ 排队系统ꎬ郭亚亚等[１９] 对 Ｄａｖｉｄ[２０]、Ｈｏｋｓｔａｄ[２１]、
Ｋｉｍｕｒａ[２２]和 Ｓａｋａｓｅｇａｗａ[２３]这 ４ 位学者的理论方法进行对比分析ꎬ发现 ４ 种理论方法的近似效果与 Ｃ ２

Ｓ１ 和 ρ 有

关ꎮ 对于不同的 Ｃ ２
Ｓ１ 和 ρꎬ本章选取测试集比例为 ０.２５ꎬ将 ＲＦ、ＧＢＤＴ、ＸＧＢｏｏｓｔ 和 ＫＮＮ 这 ４ 种机器学习方法的

预测结果与 ４ 种理论方法的近似结果进行对比ꎮ 当参数为 Ｅ(Ｓ)＝ ３０ꎬ Ｎ＝２ꎬ Ｃ ２
Ｓ１
＝２ 时ꎬ８ 种方法的相对误差比

较结果如表 ３ 所示ꎮ 当参数为 Ｅ(Ｓ)＝ ３０ꎬ Ｎ＝２ꎬ Ｃ ２
Ｓ１
＝０.９ 时ꎬ８ 种方法的相对误差比较结果如表 ４ 所示ꎮ

比较表 ３ 和表 ４ 的数值结果ꎬ可以发现平均排队时间是 ρ 和 Ｃ ２
Ｓ１的增函数ꎬ４ 种理论方法的误差随着 ρ

的增大逐渐减小ꎬ随着 Ｃ ２
Ｓ１增大而增大ꎬ误差波动范围比较大ꎬ最小误差为 ０.０１％ꎬ最大误差为 １０６.９９％ꎻ而 ４

种机器学习方法的预测误差随着参数 ρ 和 Ｃ ２
Ｓ１的变化波动较小ꎬ误差均小于 ０.７％ꎬ整体预测效果较好ꎮ 表 ３
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和表 ４ 的预测结果均验证了机器学习方法预测排队系统平均排队时间的可行性ꎮ
表 ３　 第一个站平均排队时间相对误差比较(Ｃ ２

Ｓ１
＝ ２)

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｑｕｅｕｉｎｇ ｔｉｍｅ ａｔ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｓｔａｔｉｏｎ (Ｃ ２
Ｓ１
＝ ２) ％

ρ 模拟值 Ｄａｖｉｄ Ｈｏｋｓｔａｄ Ｋｉｍｕｒａ Ｓａｋａｓｅｇａｗａ ＲＦ ＧＢＤＴ ＸＧＢｏｏｓｔ ＫＮＮ
０.１０ ０.８５ １０.０３ ５.９４ ３.９５ １０６.９９ ０.２３ ０.２３ ０.１８ ０.２５
０.２０ ９.５８ ７.７２ ４.６６ ４.６５ ５２.３１ ０.１１ ０.１１ ０.１６ ０.１２
０.３０ ８.５８ ６.１０ ３.７９ ０.５５ ３０.９０ ０.０８ ０.０７ ０.０９ ０.１０
０.４０ １６.６２ ４.８２ ３.１４ １.７４ １９.５７ ０.１３ ０.１３ ０.１６ ０.１３
０.５０ ２９.４０ ２.０３ １.１２ １２.０８ ０.１１ ０.１０ ０.１３ ０.１２
０.６０ ４９.７８ ２.３７ １.７０ ３.１１ ７.７８ ０.１０ ０.１０ ０.１４ ０.１０
０.７０ ８５.４０ １.５７ １.２５ ２.９９ ４.７４ ０.０８ ０.０９ ０.１２ ０.０９
０.８０ １５８.６０ ０.９６ ０.８８ ２.４１ ２.６６ ０.１４ ０.１３ ０.１６ ０.１７
０.９０ ３８１.０７ ０.６５ ０.６８ １.２１ １.３６ ０.３２ ０.３３ ０.４６ ０.３５
０.９５ ８３７.０３ ０.５１ ０.４７ １.４８ ０.１８ ０.５３ ０.５２ ０.６１ ０.４９

表 ４　 第一个站平均排队时间相对误差比较(Ｃ ２
Ｓ１
＝ ０.９)

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｑｕｅｕｉｎｇ ｔｉｍｅ ａｔ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｓｔａｔｉｏｎ (Ｃ ２
Ｓ１
＝ ０.９) ％

ρ 模拟值 Ｄａｖｉｄ Ｈｏｋｓｔａｄ Ｋｉｍｕｒａ Ｓａｋａｓｅｇａｗａ ＲＦ ＧＢＤＴ ＸＧＢｏｏｓｔ ＫＮＮ
０.１０ ０.５８ １０.７６ ０.９７ ０.７８ ９３.４８ ０.１５ ０.１５ ０.１２ ０.１５
０.２０ ２.３９ ８.０４ ０.７２ ３.３１ ４４.４８ ０.０９ ０.０９ ０.１０ ０.０９
０.３０ ５.６８ ５.８９ ０.６７ ０.２３ ２５.２７ ０.０９ ０.０９ ０.１７ ０.０９
０.４０ １０.９１ ４.２２ ０.４６ ０.０３ １５.３８ ０.０７ ０.０６ ０.１９ ０.０６
０.５０ １９.０７ ０.３６ ０.１６ １５.３８ ０.０９ ０.０９ ０.１５ ０.０９
０.６０ ３２.１６ １.５１ ０.３０ ０.２０ ５.６６ ０.０５ ０.０５ ０.０６ ０.０６
０.７０ ５４.８３ ０.７４ ０.１２ ０.３２ ３.３２ ０.１０ ０.１１ ０.０８ ０.１１
０.８０ １０１.３４ ０.２３ ０.０１ ０.３３ １.７６ ０.０８ ０.０８ ０.１０ ０.０８
０.９０ ２４３.３６ ０.１９ ０.１５ ０.０４ ０.５２ ０.２６ ０.２６ ０.３６ ０.２４
０.９５ ５２７.３２ ０.０１ ０.０６ ０.１６ ０.３５ ０.５１ ０.５１ ０.６１ ０.４７

３.２　 第二个站平均排队时间的预测

与第一个站的平均排队时间的预测相比ꎬ第二个站平均排队时间的预测需要考虑第一个站的参数和第

二个站自身的参数ꎬ参数的增多会对预测结果产生影响ꎮ 为了提高预测的准确率ꎬ先对第二个站平均排队时

间进行归一化处理ꎬ再利用机器学习方法进行预测ꎬ最后得出第二个站平均等待时间的预测值ꎮ
将前面所涉及的数值模拟的参数 Ｃ ２

ａ、Ｎ１、Ｎ２、μ１、μ２、Ｃ ２
Ｓ１、Ｃ

２
Ｓ２、 ρ 任意组合ꎬ一共得到 １７ ２８０ 组数据ꎬ对数

据进行筛选ꎬ去除 Ｅ(ＱＴ２)<０.１ 的数据ꎬ获得有效的数据 １３ ８４７ 组ꎮ
与第一个站平均排队时间的预测类似ꎬ针对每一种方法ꎬ都在同一组参数下根据不同的训练集、测试集

比例进行了 ８ 次实验ꎬ训练集的比例分别为 ０.９５、０.９、０.８５、０.８、０.７５、０.７、０.６、０.５ꎬ对应的测试集比例为 ０.０５、
０.１、０.１５、０.２、０.２５、０.３、０.４、０.５ꎮ 将实验结果进行整理、对比ꎬ结果如表 ５、６ 所示ꎮ

表 ５ 中ꎬＭＬＲ、ＲＲ、ＬＡＳＳＯ 方法的误差均在 ３０％左右ꎬ预测效果较差ꎮ 表 ６ 中ꎬＲＦ、ＧＢＤＴ、ＸＧＢｏｏｓｔ 算
法的误差较为接近ꎬ误差范围为 １.４％ ~ ２.７％ꎬ其中ꎬＧＢＤＴ 算法的平均相对误差最小ꎬ误差范围为 １.４２％ ~
１.８７％ꎬ误差波动范围小ꎬ表现出良好的预测效果ꎮ ＫＮＮ 算法的误差范围为 ３.９９％ ~ ５.５７％ꎬ预测效果次于

ＲＦ、ＧＢＤＴ、ＸＧＢｏｏｓｔ 算法ꎮ ５ 种非线性回归模型中ꎬＤＴ 算法的误差最大ꎮ 第二个站与第一个站的预测结果

一致ꎬ本文选取的非线性回归模型适用于平均排队时间的预测ꎮ
表 ５　 线性回归模型预测 Ｅ(ＱＴ２)的平均相对误差

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｍｅａｎ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇ Ｅ(ＱＴ２) ｂｙ ｌｉｎｅａｒ ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ％
比例 ＭＬＲ ＲＲ ＬＡＳＳＯ
０.０５ ３２.５２ ３２.４９ ３２.２３
０.１０ ２８.９７ ２８.９４ ２８.７１
０.１５ ２８.５３ ２８.４９ ２８.２８
０.２０ ２８.５４ ２８.５１ ２８.３０
０.２５ ２８.３７ ２８.３４ ２８.１３
０.３０ ２９.３３ ２９.２６ ２９.０８
０.４０ ２９.６１ ２９.５６ ２９.３８
０.５０ ３０.２８ ３０.２１ ３０.０５
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表 ６　 非线性回归模型预测 Ｅ(ＱＴ２)的平均相对误差
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｔｈｅ ｍｅａｎ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇ Ｅ(ＱＴ２) ｂｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｅｔｈｏｄ ％

比例 ＤＴ ＲＦ ＧＢＤＴ ＸＧＢｏｏｓｔ ＫＮＮ
０.０５ ５.８０ １.８２ １.４２ １.６１ ３.９９
０.１０ ６.４８ １.８８ １.５３ １.６４ ４.０６
０.１５ ６.５２ ２.００ １.４６ １.６２ ４.３５
０.２０ ６.０７ ２.０６ １.５４ １.７３ ４.３７
０.２５ ６.１９ ２.０９ １.５２ １.７１ ４.５９
０.３０ ６.３４ ２.１７ １.５０ １.８９ ４.７８
０.４０ ６.９１ ２.４３ １.６７ ２.２２ ５.０７
０.５０ ７.７８ ２.７０ １.８７ ２.３７ ５.５７

　 　 选取测试集比例为 ０.２５ 时ꎬ将 ８ 种机器学习方法求出的第 ２ 个站平均排队时间的预测值和模拟值对

比ꎬ结果如图 ３ 所示ꎮ
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图 ３　 第二个站平均排队时间预测效果
Ｆｉｇ.３　 Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｑｕｅｕｅｉｎｇ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｓｔａｔｉｏｎ

　 　 由图 ３ 可以明显看出ꎬＲＦ、ＸＧＢｏｏｓｔ、ＧＢＤＴ 算法的预测值与模拟值呈线性相关ꎬ预测效果较好ꎮ ＫＮＮ、
ＤＴ 算法的预测值与模拟值具有线性趋势ꎬ但仍有部分预测值与模拟值偏差较大ꎮ ＭＬＲ、ＲＲ、ＬＡＳＳＯ 方法的

预测结果未呈现出线性关系ꎬ大部分情况下ꎬ预测值误差较大ꎬ预测结果不具有可靠性ꎬ不具有参考价值ꎮ
综上所述ꎬ针对本文所考虑的数据集ꎬＭＬＲ、ＲＲ、ＬＡＳＳＯ 这 ３ 种模型不适用于多服务器串联排队系统平

均排队时间的预测ꎮ 非线性回归模型预测效果较好ꎬ从数值结果分析ꎬＲＦ、ＧＢＤＴ、ＸＧＢｏｏｓｔ、ＫＮＮ 算法的预

测误差较为接近ꎬ预测效果较好ꎻ相较于 ＲＦ、ＧＢＤＴ、ＸＧＢｏｏｓｔ 和 ＫＮＮ 算法ꎬＤＴ 算法的误差偏大ꎮ 从线性关

系分析ꎬＲＦ、ＸＧＢｏｏｓｔ、ＧＢＤＴ 算法的线性相关性比 ＤＴ、ＫＮＮ 算法的线性关系明显ꎮ 从算法的性质分析ꎬＲＦ
算法本身具有随机性ꎬ运行速度快和预测准确率高ꎻＸＧＢｏｏｓｔ 算法自身具有良好的性质ꎬ预测结果误差低ꎬ预
测结果可靠性高ꎻＧＢＤＴ 算法本身包容性很强ꎬ但是损失函数的选择不如 ＸＧＢｏｏｓｔ 算法灵活ꎬ计算效率稍逊

于 ＸＧＢｏｏｓｔ 算法ꎻＫＮＮ、ＤＴ 算法预测结果较好ꎬ但是算法本身具有局限性ꎮ 综上ꎬＲＦ、ＸＧＢｏｏｓｔ、ＧＢＤＴ 这 ３
种算法的预测结果较好ꎬ并且对数据类型包容性强ꎬ具有一定的参考价值ꎬ可用于串联排队系统的预测ꎬ也可

用于排队网络的研究ꎮ

４　 结论

本文利用机器学习方法ꎬ预测了多服务器串联排队系统的平均排队时间ꎬ并对机器学习方法进行对比ꎬ
从数值结果、线性关系和算法自身性质进行分析ꎬ选取出可靠的机器学习预测方法ꎮ 通过数值实验结果ꎬ验
证了 ＲＦ、ＸＧＢｏｏｓｔ、ＧＢＤＴ 方法可以作为分析多服务器串联排队网络的有效手段ꎬ该结果可以推广到复杂排

队网络的研究中ꎮ
本文主要利用机器学习方法对多服务器串联排队系统平均排队时间进行预测ꎬ但并未分析系统各参数

对预测结果的影响程度ꎬ以及各参数和平均排队时间的相关性ꎮ 未来研究可以进一步利用机器学习的方法

深入分析参数对平均排队时间的影响ꎬ同时ꎬ也可以将目前可行的机器学习方法进行改进ꎬ与神经网络方法

相结合ꎬ降低排队系统性能指标的预测误差ꎬ提升预测精度ꎮ
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