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树图的 ２￣距离和可区别染色

刘欢１ꎬ强会英１∗ꎬ王洪申２ꎬ白羽１

(１.兰州交通大学数理学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０ꎻ ２.兰州理工大学机电工程学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００５０)

摘要:根据树图的结构特点ꎬ应用数学归纳法、组合分析法及组合零点定理ꎬ研究了图 Ｇ 的 ２￣距离和可区别边染色和全染色问

题ꎬ得到了树的 ２￣距离和可区别边色数和全色数ꎮ
关键词:树图ꎻ２￣距离和可区别边色数ꎻ２￣距离和可区别全色数
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０　 引言

Ｆｌａｎｄｒｉｎ 等[１]考虑了相邻顶点色集合的元素之和ꎬ首次提出图的邻和可区别边染色的概念ꎬ并给出一

些特殊图的邻和可区别边色数ꎮ Ｐｉｌｓｎｉａｋ 等[２]给出了图的邻和可区别全染色的概念ꎬ提出了猜想:对于阶

数不小于 ２ 的图 Ｇꎬ邻和可区别全色数 χ″∑ (Ｇ)≤Δ＋３ꎮ 文献[３￣６]中研究了一些简单图的邻和可区别边

染色和全染色问题ꎮ 强会英等[７]讨论了无 Ｋ４￣子式图的 ２￣距离和可区别边染色ꎬ得到它们的 ２￣距离和可

区别边色数的一个上界ꎮ 本文在上述文献的基础上ꎬ研究了树图的 ２￣距离和可区别边染色和全染色

问题ꎮ
文中讨论的图为有限、无向的简单图ꎬＶ(Ｇ)和 Ｅ(Ｇ)分别表示图 Ｇ 的顶点集和边集ꎬ ｜ Ｖ(Ｇ) ｜称为图 Ｇ

的阶数ꎬΔ(Ｇ)是图 Ｇ 的最大度ꎬＮ(ｖ)表示 ｖ 的邻点集ꎮ 图 Ｇ 的直径是指 Ｇ 中任意两点之间距离的最大值ꎬ
记为 ｄｉａｍ(Ｇ)ꎮ 令 Ｃ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}为 ｋ￣色集(ｋ∈Ｎ＋)ꎬＣ(ｕ)称为点 ｕ 的色集合ꎬ􀭺Ｃ(ｕ)是点 ｕ 在集合 Ｃ 中的

补集ꎬｄＧ(ｕ)表示点 ｕ 的度ꎬ简记为 ｄ(ｕ)ꎮ 若 ｄ(ｕ)＝ ｋ(ｄ(ｕ)≥ｋꎬｄ(ｕ)≤ｋ)ꎬ则称点 ｕ 为 ｋ￣点(ｋ＋ ￣点ꎬｋ－ ￣点)ꎮ
其他未加说明的术语ꎬ请参考文献[８￣１２]ꎮ
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１　 预备知识

定义 １[７] 　 令 ｆ 是图 Ｇ 的一个正常[ｋ] ￣边染色ꎬ对∀ｕꎬｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬｄＧ(ｕꎬｖ)≤２ꎬ若 Ｓ(ｕ)≠Ｓ(ｖ)ꎬ其中

Ｓ(ｕ)＝ ∑
ｕω∈Ｅ(Ｇ)

ｆ(ｕω) ꎬ则称 ｆ 为图 Ｇ 的 ２￣距离和可区别边染色ꎮ 染色中用到的最小 ｋ 值称为 Ｇ 的 ２￣距离和可

区别边色数ꎬ记为 χ′２－∑(Ｇ)ꎮ
定义 ２[７] 　 令 ϕ 是图 Ｇ 的一个正常[ｋ] ￣全染色ꎬ对∀ｕꎬｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬｄＧ(ｕꎬｖ)≤２ꎬ若 ｇ(ｕ)≠ｇ(ｖ)ꎬ其中

ｇ(ｕ)＝ ϕ(ｕ)＋ ∑
ｕω∈Ｅ(Ｇ)

ϕ(ｕω)ꎬ则称 ϕ 为图 Ｇ 的 ２￣距离和可区别全染色ꎮ 染色中用到的最小 ｋ 值称为 Ｇ 的

２￣距离和可区别全色数ꎬ记为 χ″２－∑(Ｇ)ꎮ
引理 １[７] 　 对于简单图 Ｇꎬχ′２－∑(Ｇ)≥χ′∑(Ｇ)≥Δ(Ｇ)ꎬ若图 Ｇ 存在 ２ 个距离不超过 ２ 的最大度点ꎬ则

χ′２－∑(Ｇ)≥χ′∑(Ｇ)≥Δ(Ｇ)＋１ꎬ其中 χ′∑(Ｇ)表示图 Ｇ 的邻和可区别边色数ꎮ
引理 ２[１０] 　 若简单图 Ｇ 存在 ２个距离不超过 ２的最大度点ꎬ则 χ″２－∑(Ｇ)≥Δ(Ｇ)＋２ꎮ
引理 ３[１０] 　 设 ｎ(ｎ≥３)阶树 Ｔ 的 ｄｉａｍ(Ｔ)≥３ꎬ则至少存在 Ｔ 的 ２个顶点 ω１、ω２ꎬ使 ωｉ 的邻点中仅有一

个不是悬挂点ꎬ且 ｄＴ(ωｉ)≥２( ｉ＝ １ꎬ２)ꎮ

引理 ４[７] 　 对 ｎ(ｎ≥２)阶路图 Ｐｎꎬ有 χ′２－∑(Ｐｎ)＝
２ꎬ ｎ＝ ３ꎬ
３ꎬ ｎ≥４ꎻ{ 　 χ″２－∑(Ｐｎ)＝

３ꎬ ｎ＝ ２ꎬ
４ꎬ ｎ≥３ꎮ{

引理 ５[７] 　 对 ｎ＋１阶星图 Ｓｎ(ｎ≥２)ꎬ有 χ″２－∑(Ｓｎ)＝ ｎ＋１ꎮ
引理 ６[９](组合零点定理) 　 令 Ｆ 为任一数域ꎬＱ ＝Ｑ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ)为属于 Ｆ 上的多项式ꎬ设 ｄｅｇ(Ｑ)＝

∑
ｎ

ｉ ＝１
ｋｉꎬ其中 ｋｉ 为非负整数ꎬ且 ＣＱ(ｘｋ１

１ ｘｋ２
２ 􀆺ｘｋｎ

ｎ )≠０ꎬ若 Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｎ⊆Ｆ 且 ｜ Ｓｉ ｜ >ｋｉꎬ１≤ｉ≤ｎꎬ则存在ｓ１∈Ｓ１ꎬｓ２∈

Ｓ２ꎬ􀆺ꎬｓｎ∈Ｓｎꎬ使得 Ｑ(ｓ１ꎬｓ２ꎬ􀆺ꎬｓｎ)≠０ꎮ

引理 ７[１２] 　 设 Ｑ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ)＝ ∏
１≤ｉ <ｊ≤ｎ

(ｘｉ－ｘｊ) ２(∑
ｎ

ｉ ＝１
ｘｉ) ｎ 是关于 ｎ 个变量的多项式ꎬ其中 ｎ≥２ꎬ那么多

项式 Ｑ 中最高次项(ｘ１ｘ２ｘ３􀆺ｘｎ) ｎ 的系数 ＣＱ((ｘ１ｘ２ｘ３􀆺ｘｎ) ｎ)≠０ꎮ

２　 主要结论

定理 １　 设 Ｔ 是阶数 ｎ≥３ 的树ꎬ若 Ｔ 的最大度点唯一ꎬ或任意 ２ 个最大度点的距离至少为 ３ꎬ则
χ′２－∑(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)ꎻ否则ꎬχ′２－∑(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)＋１ꎮ

证明　 当 Δ(Ｔ)＝ ２时ꎬＴ 为路ꎬ由引理 ４可知ꎬ结论成立ꎮ
当 Δ(Ｔ)≥３时ꎬ根据树图 Ｔ 的最大度点分布特征ꎬ分如下 ２种情形讨论ꎮ

图 １　 星图
Ｆｉｇ.１　 Ｓｔａｒ Ｇｒａｐｈ

情形 １　 Ｔ 中最大度点唯一ꎬ或任意 ２个最大度点的距离至少为 ３时ꎬ由引理 １
可知ꎬχ′２－∑(Ｔ)≥Δ(Ｔ)ꎮ 特殊地ꎬ当 ｎ＝Δ(Ｔ)＋１时ꎬＴ 为星图ꎬ易得 χ′２－∑(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)ꎬ
如图 １所示ꎮ

当 ｎ>Δ(Ｔ)＋１时ꎬ对树的阶数 ｎ 做归纳ꎮ ｎ＝ ５或 ｎ＝ ８ 时ꎬ有 χ′２－∑(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)ꎬ
如图 ２所示ꎮ

假设 ｎ－１阶树 Ｔ′有结论 χ′２－Σ(Ｔ′)≤Δ(Ｔ′)成立ꎮ 下面考虑 ｎ 阶树 Ｔꎮ
令 Ｒ＝{ｘ∈Ｖ(Ｔ) ｜ ｄＴ(ｘ)≥２}ꎬ且 ｘ 在 Ｔ 中恰与一个非悬挂点相邻ꎬ由引理 ３

知ꎬｄｉａｍ(Ｔ)≥３ꎬ ｜Ｒ ｜≥２ꎬ令 ｗ∈Ｒꎬ则 ＮＴ(ｗ)＝ {ｕꎬｖꎬｙ１ꎬｙ２ꎬ􀆺ꎬｙｌ}ꎬ其中ꎬｄＴ(ｕ)≥
２ꎬ而ｄＴ(ｖ)＝ ｄＴ(ｙ１)＝ 􀆺＝ｄＴ(ｙｌ)＝ １ꎮ 不妨令 Ｔ′＝Ｔ－ｖꎬ如图 ３所示ꎮ

由归纳假设ꎬＴ′存在 ２￣距离和可区别 Δ(Ｔ′) ￣边染色ꎮ 树 Ｔ 与树 Ｔ′结构相同ꎬ如果 Ｔ′在添加 ｖ 点之后得

到的树 Ｔ 存在 ２个 ２￣距离以内的最大度点ꎬ根据引理 １ꎬ树 Ｔ 满足 ２￣距离和可区别边染色最少需要 Δ(Ｔ)＋１
种色ꎬ此处不考虑这种情况ꎬ在情形 ２中讨论ꎮ 现根据点 ｗ 是否为树 Ｔ′和树 Ｔ 中唯一的最大度点ꎬ分 ２ 种情
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形讨论ꎮ

图 ２　 ｎ＝ ５或 ｎ＝ ８
Ｆｉｇ.２　 ｎ＝ ５ ｏｒ ｎ＝ ８

图 ３　 树图
Ｆｉｇ.３　 Ｔｒｅｅ

　 　 情形 １.１　 ｗ 为 Ｔ′中的一个最大度点ꎮ
此时有 Δ(Ｔ′) ＝ Δ (Ｔ) － １ꎮ 归纳假设知ꎬＴ′存在 ２￣距离和可区别 Δ ( Ｔ′) ￣边染色ꎮ 现在给边 ｗｖ 染

(Δ(Ｔ′)＋１)色ꎬ即 Δ(Ｔ)色ꎬ则 Ｓ(ｗ)＝ １＋２＋３＋􀆺＋Δ＝(１
＋Δ)Δ
２

ꎬ可得到树 Ｔ 的 ２￣距离和可区别 Δ(Ｔ) ￣边染色ꎮ

情形 １.２　 ｗ 不是树 Ｔ′中的最大度点ꎮ
由点 ｖ 的选择可知ꎬｗ 只有一个度至少为 ２ 的邻点 ｕꎮ 对∀ｔ∈Ｖ ( Ｔ′) / {ｗ}ꎬ有 ｄＴ′( ｔ) ＝ ｄＴ( ｔ)ꎬ而

ｄＴ′(ｗ)＝ ｄＴ(ｗ)－１ꎬ故 Δ(Ｔ′)＝ Δ(Ｔ)≥３ꎮ 设􀭺ＣＴ′(ｗ)是点 ｗ 在树 Ｔ′中的缺色集合ꎬ显然ꎬ􀭺ＣＴ′(ｗ)≠⌀ꎮ 由归

纳假设知ꎬχ′２－∑(Ｔ′)≤Δ(Ｔ′)ꎬ即 Ｔ′存在 ２￣距离和可区别 Δ(Ｔ′) ￣边染色 φ′ꎮ 下面根据 ｄＴ(ｗ)的大小讨论树 Ｔ
的 ２￣距离和可区别边染色 φꎮ

情形 １.２.１　 若 ｄＴ(ｗ)＝ Δ(Ｔ)ꎬ则 ｄＴ′(ｗ)＝ Δ(Ｔ′)－１ꎬｄＴ(ｕ)<Δ(Ｔ)ꎬ点 ｕ 除 ｗ 之外最多有 Δ(Ｔ)－２ 个邻

点ꎬ分别设为 ｚ１、ｚ２、􀆺、ｚΔ－２ꎬ且 ｄＴ(ｚｉ)<Δ(Ｔ)ꎬ １≤ｉ≤Δ－２ꎮ 归纳得ꎬＳＴ′(ｕ)≠ＳＴ′(ｚｉ)ꎮ

此时 ｜ 􀭺ＣＴ′(ｗ) ｜ ＝ １ꎬ令 ａ∈􀭺ＣＴ′(ｗ)ꎬφ(ｗｖ) ＝ ａꎬ则 Ｓ(ｗ) ＝ １ ＋ ２ ＋ ３ ＋􀆺＋Δ(Ｔ) ＝ (１
＋Δ)Δ
２

ꎬ而 Ｓ( ｕ)和

Ｓ(ｚｉ)(１≤ｉ≤Δ－２)是色集合{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬΔ(Ｔ)}中最多 Δ(Ｔ) －１ 个数的和ꎬＳＴ′( ｚｉ)≠ＳＴ′( ｚｊ)ꎬ ｉ≠ｊꎬ１≤ ｉꎬｊ≤
Δ －２ꎬ 因此ꎬＳ(ｚｉ)≠Ｓ(ｕ)<Ｓ(ｗ)ꎬ得到树 Ｔ 的一个 ２￣距离和可区别 Δ(Ｔ) ￣边染色ꎮ

情形 １.２.２　 若 ｄＴ(ｗ)<Δ(Ｔ)ꎬ色集合{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬΔ(Ｔ)}中除边 ｗｕ、ｗｙ１、ｗｙ２、􀆺、ｗｙｌ 的色之外至少有 ２ 种

颜色ꎬ即 ｜􀭺ＣＴ′(ｗ) ｜≥２ꎮ 下面根据 ｄＴ(ｕ)是否为最大度ꎬ分 ２种情况讨论ꎮ

(１) 若 ｄＴ(ｕ)＝ Δ(Ｔ)ꎬ则 ｄＴ(ｚｉ)<Δ(Ｔ)ꎮ Ｃ(ｕ)＝ {１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬΔ(Ｔ)}ꎬＳ(ｕ)＝ １＋２＋３＋􀆺＋Δ(Ｔ)＝ (１
＋Δ)Δ
２

ꎬ

得 ｜Ｃ(ｗ) ｜ < ｜Ｃ(ｕ) ｜ ꎬＳ(ｗ)<Ｓ(ｕ)ꎮ 由 ｜􀭺ＣＴ′(ｗ) ｜≥２ꎬ至少存在一种色染给边 ｗｖꎬ使点 ｚｉ 和点 ｗ 达到 ２￣距离

内和可区别ꎮ 由于 Ｔ 中与点 ｗ 距离不超过 ２的同度顶点至多有 Δ(Ｔ)－１个ꎬ而 ＣΔ－１
Δ ＝Δꎬ因此这 Δ 种组合的

和互不相同ꎬ即∃ａ∈􀭺ＣＴ′(ｗ)ꎬ使 ａ＋ＳＴ′(ｗ)≠ＳＴ′( ｚｉ)ꎬ在 φ′染色基础上ꎬ令 φ(ｗｖ)＝ ａꎮ 至于点 ｗ 与点 ｖꎬｙ１、
ｙ２、􀆺、ｙｌ 是满足 ２￣距离内和可区别边染色的ꎬ有 χ′２－∑(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)ꎮ

(２) 若 ｄＴ(ｕ)<Δ(Ｔ)ꎬ再根据 ｄＴ(ｚｉ)是否为最大度ꎬ分成 ２种情况去讨论ꎮ
① ｄＴ(ｚｉ)＝ Δ(Ｔ)ꎬ若 ｚｉ(１≤ｉ≤Δ－２)内有最大度点ꎬ则只能存在一个ꎬ不妨设为点 ｚ１ꎬ显然点 ｚ１ 与 ｚｉ(２≤

ｉ≤Δ－２)、ｕ、ｗ 的和可区别ꎬ树 Ｔ 中与点 ｗ 距离不超过 ２ 的同度顶点至多有 Δ(Ｔ) －２ 个ꎬ加点 ｗ 有Δ(Ｔ)－１
个ꎬＣΔ－１

Δ ＝Δꎬ这种 Δ 组合的和互不相同ꎮ 由 ｜􀭺ＣＴ′(ｗ) ｜≥２ꎬ∃ａ∈􀭺ＣＴ′(ｗ)ꎬ使 ａ＋ＳＴ′(ｗ)≠ＳＴ′( ｚｉ)≠ＳＴ′(ｕ)ꎬ故
χ′２－∑(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)ꎮ

② ｄＴ(ｚｉ)<Δ(Ｔ)ꎬ树 Ｔ 中与点 ｗ 距离不超过 ２的同度顶点至多有 Δ(Ｔ)－１个ꎬ而 ＣΔ－１
Δ ＝Δꎬ且这 Δ 种组合

的和互不相同ꎮ 在 φ′染色基础上ꎬ∃ａ∈􀭺ＣＴ′(ｗ)ꎬ使 ａ＋ＳＴ′(ｗ)≠ＳＴ′(ｚｉ)≠ＳＴ′(ｕ)ꎬ满足 χ′２－Σ(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)ꎮ
经过上述讨论ꎬ不难发现ꎬ若树 Ｔ 的最大度点唯一ꎬ或 Ｔ 中任意 ２ 个最大度点间的距离超过 ２ 时ꎬ有

χ′２－∑(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)ꎮ
情形 ２　 当树 Ｔ 中存在 ２个距离不超过 ２的最大度点时ꎮ
由引理 １ꎬ知 χ′２－∑(Ｔ)≥Δ(Ｔ)＋１ꎬ特殊的ꎬｎ ＝ ２Δ(Ｔ)时ꎬＴ 为双星图ꎮ 其 ２￣距离和可区别(Δ＋１) ￣边染色

如图 ４所示ꎮ
当 ｎ>２Δ(Ｔ)时ꎬ对树的阶数 ｎ 做归纳ꎮ 当 ｎ＝ ７时ꎬ有 χ′２－∑ (Ｔ)＝ Δ(Ｔ)＋１ꎬ如图 ５所示ꎮ
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图 ４　 双星图

Ｆｉｇ.４　 Ｄｏｕｂｌｅ￣ｓｔａｒ ｇｒａｐｈ

图 ５　 ｎ＝ ７
Ｆｉｇ.５　 ｎ＝ ７

　 　 假设 ｎ－１阶的树 Ｔ′存在 ２个距离不超过 ２的最大度点ꎬ结论 χ′２－∑(Ｔ′)≤Δ(Ｔ′)＋１成立ꎮ 下面讨论有相

同结构的 ｎ 阶树 Ｔꎬ满足 χ′２－∑(Ｔ)≤Δ(Ｔ)＋１ꎮ 由引理 ３可设ꎬｗ∈Ｖ(Ｔ)ꎬｄＴ(ｗ)≥２ꎮ ＮＴ(ｗ)＝ {ｕꎬｖꎬｙ１ꎬｙ２ꎬ􀆺ꎬ
ｙｌ}ꎬ点 ｗ 只与一个非悬挂点 ｕ 相邻ꎬｄＴ(ｕ)≥２ꎬ其中 ｄＴ(ｙｉ)＝ １( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌ)ꎬｄＴ(ｖ)＝ １ꎮ 令 Ｔ′＝Ｔ－ｖꎮ

由归纳假设ꎬＴ′存在 ２￣距离和可区别 Δ(Ｔ′)＋１￣边染色ꎮ 如果 Ｔ′在添加 ｖ 点之后得到的树 Ｔ 不存在 ２个
２￣距离以内的最大度点ꎬ即 ｗ 点是树 Ｔ 的唯一最大度点ꎬ根据情形 １ꎬＴ 存在 ２￣距离和可区别 Δ￣边染色ꎬＴ 的

２￣距离和可区别 Δ(Ｔ) ￣边染色还是 Ｔ′的 ２￣距离和可区别 Δ(Ｔ′) ＋１￣边染色(下述的证明不再考虑此情况)ꎮ
不难发现 Δ(Ｔ)＝ Δ(Ｔ′)ꎬ在此基础上ꎬ对边 ｗｖ 进行染色ꎮ 此时ꎬ ｜􀭺ＣＴ′(ｗ) ｜≥２ꎬｄＴ(ｕ)≤Δ(Ｔ)ꎬ点 ｕ 除 ｗ 之外

至多有 Δ(Ｔ)－１个邻点ꎬ记为 ｚ１、ｚ２、􀆺、ｚｉꎬ１≤ｉ≤Δ－１ꎬ有 ｄＴ(ｚｉ)≤Δ(Ｔ)ꎬ １≤ｉ≤Δ－１ꎬ ＳＴ′(ｚｉ)≠ＳＴ′( ｚｊ)ꎬｉ≠ｊꎬ
１≤ｉꎬｊ≤Δ－１ꎮ 下面根据点 ｗ 和点 ｕ 在树 Ｔ 中的情况进行讨论ꎮ

情形 ２.１　 若 ｄＴ(ｗ)＝ ｄＴ(ｕ)＝ Δ(Ｔ)ꎬ根据 ｄＴ(ｚｉ)的大小ꎬ分成以下 ２种情况讨论ꎮ
情形 ２.１.１　 若 ｄＴ(ｚｉ)＝ Δ(Ｔ)ꎬ由归纳得ꎬＳＴ′(ｕ)≠ＳＴ′( ｚｉ)ꎬＴ 中与 ｗ 距离不超过 ２ 的最大度点至多有

Δ(Ｔ)个ꎬＣΔ
Δ＋１ ＝Δ＋１ꎬ这 Δ＋１种组合的和互不相同ꎬ可找到一种色 ｂꎬ在点 ｕ 和 ｚｉ 上都有表现ꎬ在 Δ＋１ 种色中

除去色 ｂꎬ用剩余颜色分别给边 ｗｙ１、ｗｙ２、􀆺、ｗｙｌꎬｗｖ 染色ꎬ可使得到的染色中达到点 ｚｉ、ｕ 与 ｗ 和可区别ꎬ至
于点 ｗ 与 ｖ、ｙｉ 是和可区别的ꎬ得 χ′２－∑(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)＋１ꎮ

情形 ２.１.２　 若 ｄＴ( ｚｉ)≤Δ(Ｔ)ꎬ由 ｄＴ(ｕ)＝ Δ(Ｔ)ꎬ则 ｕ 除 ｗ 之外有 Δ(Ｔ) －１ 个邻点ꎬ分别为 ｚ１、ｚ２、􀆺、

ｚΔ－１ꎮ 由于 ｜ 􀭺ＣＴ′(ｗ) ｜ ＝ ２ꎬ因此存在一色 ａ∈􀭺ＣＴ′(ｗ)ꎬ使得 ａ＋ＳＴ′(ｗ)≠ＳＴ′( ｕ)ꎮ ①若∃ａ∈􀭺ＣＴ′(ｗ)ꎬ使得

ａ＋ＳＴ′(ｗ)≠ＳＴ′(ｚｉ)ꎬ在 Ｔ′染色的基础上给边 ｗｖ 染色 ａꎬ即可得到 Ｔ 的 ２￣距离和可区别(Δ＋１) ￣边染色ꎮ ②若

对∀ａ∈􀭺ＣＴ′(ｗ)ꎬａ＋ＳＴ′(ｗ)＝ ＳＴ′(ｚｉ)ꎬ则 ａ＋ＳＴ′(ｗ)的和只会与 ＳＴ′(ｚｉ)中一个相同ꎬ不妨设为 ｚ１ꎬ给点 ｗ 和 ｚ１ 关
联的边重新染色ꎬ使得 ＳＴ(ｗ)、ＳＴ(ｚ１)≠ＳＴ(ｕ)ꎬＳＴ(ｗ)、ＳＴ(ｚ１)≠ＳＴ(ｚｉ)ꎬＳＴ(ｗ)≠ＳＴ(ｚ１)ꎮ 由于 Ｔ 中与 ｗ 距离

不大于 ２的最大度顶点至多有 Δ(Ｔ)－１个ꎬ加上点 ｗ 有 Δ(Ｔ)个ꎬＣΔ
Δ＋１ ＝Δ＋１ꎬ因此这 Δ＋１种组合的和互不相

同ꎬΔ＋１>Δꎬ可得 χ′２－∑(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)＋１ꎮ
情形 ２.２　 若 ｄＴ(ｗ)＝ ｄＴ(ｕ)<Δ(Ｔ)ꎬ根据 ｄＴ(ｚｉ)的大小ꎬ分成以下 ２种情况讨论ꎮ
情形 ２.２.１　 若 ｄＴ(ｚｉ)＝ Δ(Ｔ)ꎬ由于 ｄＴ(ｗ)＝ ｄＴ(ｕ)ꎬ不妨给点 ｗ 关联的边 ｗｙ１、ｗｙ２、􀆺、ｗｙｌ 重新染色ꎬ使

得所染颜色都在点 ｕ 色集合上得到表现ꎮ 在集合{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬΔ(Ｔ)＋１}中选取一色 ａꎬａ∈􀭺ＣＴ′(ｕ)ꎬ给边 ｗｖ 染色

ａꎬ使得 ＳＴ(ｗ)≠ＳＴ(ｕ)ꎮ 由归纳假设知ꎬＳＴ′(ｕ)≠ＳＴ′( ｚｉ)ꎮ 至于点 ｗ 与 ｖ、ｙｉ 是和可区别的ꎬ可得 χ′２－􀰑(Ｔ)＝
Δ(Ｔ)＋１ꎮ

情形 ２.２.２　 若 ｄＴ(ｚｉ)≤Δ(Ｔ)ꎬ由 ｄＴ(ｕ)<Δ(Ｔ)ꎬ则 ｕ 除 ｗ 之外有 Δ(Ｔ) －２ 个邻点ꎬ且 ｄＴ( ｚｉ)≤Δ(Ｔ)ꎬ

１≤ｉ≤Δ－２ꎬ ＳＴ′(ｚｉ)≠ＳＴ′( ｚｊ)ꎬ ｉ≠ｊꎬ１≤ｉꎬｊ≤Δ－２ꎮ 由于 ｜ 􀭺ＣＴ′(ｗ) ｜≥３ꎬ因此存在一色 ａ∈􀭺ＣＴ′(ｗ)ꎬ使得 ａ＋
ＳＴ′(ｗ)≠ＳＴ′(ｕ)ꎮ ①若 ａ＋ＳＴ′(ｗ)≠ＳＴ′(ｚｉ)ꎬ在 Ｔ′染色的基础上给边 ｗｖ 染色 ａꎬ即得到 Ｔ 的 ２￣距离和可区别

Δ＋１￣边染色ꎮ ②若对∀ａ∈􀭺ＣＴ′(ｗ)ꎬ有 ａ＋ＳＴ′(ｗ)＝ ＳＴ′(ｚｉ)ꎬ则 ａ＋ＳＴ′(ｗ)只会与 ＳＴ′(ｚｉ)中一个相同ꎬ不妨设为

ｚ１ꎬ给点 ｗ 和 ｚ１ 关联的边重新染色ꎬ使得 ＳＴ(ｗ)、ＳＴ(ｚ１)≠ＳＴ(ｕ)ꎬ ＳＴ(ｗ)、ＳＴ( ｚ１)≠ＳＴ( ｚｉ)ꎬ ＳＴ(ｗ)≠ＳＴ( ｚ１)ꎮ
由于 Ｔ 中与 ｗ 距离不超过 ２的同度顶点至多有 Δ(Ｔ)－１个ꎬ加上点 ｗ 有 Δ(Ｔ)个ꎬＣΔ

Δ＋１ ＝Δ＋１ꎬ因此这 Δ＋１种
组合的和互不相同ꎬ故可得 χ′２－∑(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)＋１ꎮ

情形 ２.３　 若 ｄＴ(ｗ)≠ｄＴ(ｕ)ꎬ分成以下 ２种情况讨论ꎮ
(１) ｄＴ(ｗ)＝ Δ(Ｔ)ꎬ由归纳得ꎬＳＴ′(ｕ)≠ＳＴ′(ｚｉ)ꎬＴ′存在 ２￣距离和可区别 Δ(Ｔ′)＋１－边染色 ϕ′ꎮ 令 Ｔ′＝Ｔ－
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ｗｖꎬ下面将染色 ϕ′扩展为图 Ｔ 的 ２￣距离和可区别 Δ(Ｔ)＋１￣边染色 ϕꎮ 现对边 ｗｙ１、ｗｙ２、􀆺、ｗｙｌ 重新染色ꎬ令
ϕ(ｗｙｍ)＝ ｘｍꎬ １≤ｍ≤ｌꎬ其中 ｌ＝Δ(Ｔ)－２ꎬϕ(ｗｖ)＝ ｘｌ＋１ꎬ所得染色为正常染色ꎮ 令 Ｓｍ 表示 ｘｍ 的可用颜色集ꎬ
ｍ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｌ＋１ꎬ则 ｜ Ｓｍ ｜ ＝ (Δ(Ｔ)＋１)－１＝Δꎬ １≤ｍ≤ｌ＋１ꎬ由染色条件得多项式 Ｑ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｌ＋１)ꎮ

Ｑ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｌ＋１)＝ ∏
１≤ｍ <ｎ≤ｌ＋１

(ｘｍ－ｘｎ) ∑
ｌ＋１

ｓ ＝１
ｘｓ＋ϕ′(ｗｕ)－ＳＴ′(ｕ)( ) ∏

ｉ

ｋ ＝１
∑
ｌ＋１

ｓ ＝１
ｘｓ＋ϕ′(ｗｕ)－ ＳＴ′(ｚｋ)( ) ꎮ

去掉 Ｑ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｌ＋１)中的常数得

􀭾Ｑ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｌ＋１)＝ ∏
１≤ｍ <ｎ≤ｌ＋１

(ｘｍ－ｘｎ)(∑
ｌ＋１

ｓ ＝１
ｘｓ) ｉ＋１ꎬ ｉ≤Δ－２ꎮ

令 􀭾Ｑ１(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｌ＋１)＝ 􀭾Ｑ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｌ＋１) ∏
１≤ｍ <ｎ≤ｌ＋１

(ｘｍ－ｘｎ)(∑
ｌ＋１

ｓ ＝１
ｘｓ) θꎬ可得

􀭾Ｑ′１(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｌ＋１)＝ ∏
１≤ｍ <ｎ≤ｌ＋１

(ｘｍ－ｘｎ) ２ ∑
ｌ＋１

ｓ ＝１
ｘｓ( )

ｌ＋１
ꎮ

由引理 ７得ꎬ有 Ｃ􀭾Ｑ１((ｘ１ｘ２􀆺ｘｌ＋１) ｌ＋１)＝ Ｃ􀭾Ｑ′１((ｘ１ｘ２􀆺ｘｌ＋１) ｌ＋１)≠０ꎮ 由组合零点定理ꎬ存在ｓ１∈Ｓ１ꎬｓ２∈Ｓ２ꎬ

􀆺ꎬｓｌ＋１∈Ｓｌ＋１满足 􀭾Ｑ１( ｓ１ꎬｓ２ꎬ􀆺ꎬｓｌ＋１)≠０ꎬ􀭾Ｑ 是 􀭾Ｑ１ 的一个因式ꎬ因此 􀭾Ｑ( ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｌ＋１)≠０ꎬ即 χ′２－∑(Ｔ) ＝
Δ(Ｔ)＋１ꎮ

(２) ｄＴ(ｕ)≤Δ(Ｔ)且 ｄＴ(ｗ)<Δ(Ｔ)ꎬ则 ｜􀭺ＣＴ′(ｗ) ｜≥３ꎬＴ 中与 ｗ 距离不大于 ２ 的同度顶点至多有 Δ(Ｔ)

个ꎬＣΔ
Δ＋１ ＝Δ＋１ꎬ这 Δ＋１种组合的和互不相同ꎬ在􀭺ＣＴ′(ｗ)中至少存在一种颜色给边 ｗｖ 染色ꎬ满足 ２￣距离和可

区别 Δ＋１￣边染色ꎮ
综上所述ꎬ若 Ｔ 存在 ２个距离不大于 ２的最大度点ꎬ有 χ′２－∑(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)＋１ꎬ结论成立ꎮ
定理 ２　 设 Ｔ 是阶数 ｎ≥３的树ꎬ其 ２￣距离和可区别全色数 χ″２－∑(Ｔ)≤Δ(Ｔ)＋２ꎬ其中等号成立的条件是

树 Ｔ 存在 ２个距离不大于 ２的最大度点ꎮ
证明　 对树 Ｔ 的阶数 ｎ 进行归纳ꎮ
当 ｎ＝ ３ꎬ４时ꎬ由引理 ４和引理 ５ 知定理成立ꎮ 当 ｎ≥５ 时ꎬ假设对于 ｎ－１ 阶的树 Ｔ′ꎬ结论 χ″２－∑(Ｔ′)≤

Δ(Ｔ′)＋２成立ꎮ 选取 ｎ 阶树 Ｔ 中一条最长路 ｐ＝α􀆺ｕｗｖꎬｐ 的端点 α 和 ｖ 在 Ｔ 中的度为 １ꎬ令 ＮＴ(ｗ)＝ {ｕꎬｖꎬ
ｙ１ꎬｙ２ꎬ􀆺ꎬｙｔ}ꎬ有 ｄＴ(ｙｉ)＝ １ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｔꎮ 点 ｕ 除点 ｗ 之外的邻点记为 ｚ１、ｚ２、􀆺、ｚｉꎬ令 Ｔ′＝Ｔ－ｖꎮ 根据树 Ｔ′和
Ｔ 中最大度点的特点ꎬ分以下 ２种情形讨论ꎮ

情形 １　 Δ(Ｔ′)＝ Δ(Ｔ)－１ꎮ
显然ꎬ点 ｗ 是树 Ｔ 中唯一的最大度点ꎬ且 ｄＴ(ｗ)≥３ꎮ 根据归纳假设ꎬＴ′存在一个至多 Δ(Ｔ′) ＋２ 种颜色

的 ２￣距离和可区别全染色ꎮ 在树 Ｔ′中ꎬ ｜ＣＴ′(ｗ) ｜ ＝Δ(Ｔ′) ＋１ ＝Δ(Ｔ)ꎬ则 ｜ 􀭺ＣＴ′(ｗ) ｜ ＝ １ꎬ用该色给边 ｗｖ 着色ꎬ

得 ｇＴ(ｗ)＝ １＋２＋３＋􀆺＋(Δ(Ｔ)＋１)＝
(Δ＋１)(Δ＋２)

２
ꎬｇ(ｚｉ)≠ｇ(ｕ) <ｇＴ(ｗ)ꎬ则点 ｕ、ｚｉ 和点 ｗ 和可区别ꎮ 由于

点 ｖ 有 Δ(Ｔ)－１种颜色可供选择ꎬ树 Ｔ 中ꎬ与 ｖ 点距离不大于 ２的同度顶点有 Δ(Ｔ)－２个ꎬ存在一种色ꎬ使得

ｇ(ｖ)≠ｇ(ｙｉ)ꎬ因此 χ″２－􀰑(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)＋１ꎮ
情形 ２　 Δ(Ｔ′)＝ Δ(Ｔ)ꎬ根据树 Ｔ′是否存在 ２个距离不大于 ２的最大度点ꎬ再分 ２种情形ꎮ
情形 ２.１　 树 Ｔ′不存在 ２个 ２￣距离以内的最大度点ꎮ 根据归纳假设ꎬＴ′有一个 Δ(Ｔ′)＋１色的 ２￣距离和可区

别全染色ꎮ 若 ｄＴ(ｗ)＝ Δ(Ｔ)ꎬ且 Ｔ 不存在 ２个 ２￣距离以内的最大度点ꎬ可得 χ″２－∑(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)＋１ꎬ染法同情形 １ꎻ
若树 Ｔ 存在 ２个 ２￣距离以内的最大度点ꎬ则 Ｔ 存在 ２￣距离和可区别 Δ(Ｔ)＋２￣全染色ꎬ染法同情形２.２ꎮ

若 ｄＴ(ｗ)≠Δ(Ｔ)ꎬ此时边 ｗｖ 至少有 ２种色可选ꎬ其中至少存在一色 ａꎬ使得 ｇＴ(ｗ)≠ｇＴ(ｕ)ꎮ 对于点 ｗ
和 ｚｉꎬ①若 ａ＋ｇＴ′(ｗ)≠ｇＴ′(ｚｉ)ꎬ在 Ｔ′染色的基础上给边 ｗｖ 染色 ａꎮ ②若 ａ＋ｇＴ′(ｗ)＝ ｇＴ′( ｚｉ)ꎬ由于 ｇＴ′( ｚｉ)≠
ｇＴ′(ｚｊ)( ｉ≠ｊ)ꎬ则 ａ＋ｇＴ′(ｗ)只会与 ｇＴ′(ｚｉ)中一个相同ꎬ不妨设为 ｚ１ꎬ给点 ｗ 和点 ｚ１ 关联的边重新染色ꎬ使得

ｇＴ(ｗ)ꎬ ｇＴ(ｚ１)≠ｇＴ(ｕ)ꎬｇＴ(ｗ)ꎬ ｇＴ(ｚ１)≠ｇＴ(ｚｉ)ꎬｇＴ(ｗ)≠ｇＴ(ｚ１)ꎮ 由于 Ｔ 中与点 ｗ 距离不超过 ２ 的同度顶

点的个数至多有 Δ(Ｔ)－１个ꎬ加上点 ｗ 有 Δ(Ｔ)个ꎬＣΔ
Δ＋１ ＝Δ＋１ꎬ因此这 Δ＋１ 种组合的和互不相同ꎬ至少存在

一种颜色ꎬ使得 ｇ(ｗ)≠ｇ(ｚｉ)ꎮ 对于点 ｖ 的着色ꎬ由于点 ｖ 有 Δ(Ｔ)－１种颜色可供选择ꎬＴ 中与 ｖ 距离不超过

２的同度顶点有 Δ(Ｔ)－２个ꎬ因此至少存在一种颜色使得 ｇ(ｖ)≠ｇ(ｙｉ)ꎬＴ 满足 ２￣距离和可区别 Δ(Ｔ) ＋１￣全
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染色ꎮ
情形 ２.２　 树 Ｔ′存在 ２个 ２￣距离以内的最大度点ꎮ 由归纳假设知ꎬＴ′存在一个 Δ(Ｔ′) ＋２ 种色的 ２￣距离

和可区别全染色ꎮ 在 Ｔ′染色基础上ꎬ边 ｗｖ 至少有 ２种颜色可选ꎬ其中至少存在一色ꎬ使得 ｇ(ｕ)≠ｇ(ｗ)ꎮ
当 ｕ 和 ｗ 中最多有一个点是 Ｔ 中的最大度点时ꎬ由归纳得ꎬｇＴ′(ｕ)≠ｇＴ′( ｚｉ)ꎬＴ′存在 ２￣距离和可区别

Δ(Ｔ′)＋２￣全染色 ψ′ꎬ令 Ｔ′＝Ｔ－ｗｖꎬ下面将染色 ψ′扩展为图 Ｔ 的 ２￣距离和可区别 Δ(Ｔ)＋２￣全染色 ψꎮ 擦去点

ｗ、ｙ１、ｙ２、􀆺、ｙｔ 的颜色ꎬ对边 ｗｙ１、ｗｙ２、􀆺、ｗｙｔ、ｗｖ 重新染色ꎬ令 ψ(ｗｙｉ ) ＝ ｘｉꎬ １≤ ｉ≤ ｔꎬ其中 ｔ≤Δ(Ｔ) －２ꎬ
ψ(ｗｖ)＝ ｘｔ＋１ꎬψ(ｗ)＝ ｘｔ＋２ꎮ 所得染色为正常染色ꎮ 记 Ｓｍ 表示 ｘｍ 的可用颜色集ꎬ则 ｜ Ｓ１ ｜ ＝ (Δ(Ｔ) ＋２) －１ ＝
Δ(Ｔ)＋１ꎬ􀆺ꎬ ｜ Ｓｔ＋１ ｜ ＝Δ(Ｔ)＋１ꎬ ｜ Ｓｔ＋２ ｜ ＝Δ(Ｔ)ꎬ由染色条件得多项式 Ｑ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｔ＋２)ꎮ

Ｑ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｔ＋２)＝ ∏
１≤ｍ <ｎ≤ｔ＋２

(ｘｍ－ｘｎ)(∑
ｔ＋２

ｓ ＝１
ｘｓ＋ψ′(ｗｕ)－ｇＴ′(ｕ))∏

ｉ

ｋ ＝１
(∑

ｔ＋２

ｓ ＝１
ｘｓ＋ ψ′(ｗｕ) －ｇＴ′(ｚｋ))ꎮ

去掉 Ｑ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｔ＋２)中的常数得

􀭾Ｑ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｔ＋２)＝ ∏
１≤ｍ <ｎ≤ｔ＋２

(ｘｍ－ｘｎ)(∑
ｔ＋２

ｓ ＝１
ｘｓ) ｉ＋１ꎮ

令 􀭾Ｑ１(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｔ＋２)＝ 􀭾Ｑ(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｔ＋２) ∏
１≤ｍ <ｎ≤ｔ＋２

(ｘｍ－ｘｎ)(∑
ｔ＋２

ｓ ＝１
ｘｓ) θꎬ则

􀭾Ｑ′１(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｔ＋２)＝ ∏
１≤ｍ <ｎ≤ｔ＋２

(ｘｍ－ｘｎ) ２(∑
ｔ＋２

ｓ ＝１
ｘｓ) ｔ＋２ꎮ

由引理 ７得ꎬ有 Ｃ􀭾Ｑ１((ｘ１ｘ２􀆺ｘｔ＋２) ｔ＋２)＝ Ｃ􀭾Ｑ′１((ｘ１ｘ２􀆺ｘｔ＋２) ｔ＋２)≠０ꎬ则存在ｓ１∈Ｓ１ꎬｓ２∈Ｓ２ꎬ􀆺ꎬｓｔ＋２∈Ｓｔ＋２ꎬ满足

􀭾Ｑ１(ｓ１ꎬｓ２ꎬ􀆺ꎬｓｔ＋２)≠０ꎬ􀭾Ｑ 是 Ｑ１ 的一个因式ꎬ因此 􀭾Ｑ(ｓ１ꎬｓ２ꎬ􀆺ꎬｓｔ＋２)≠０ꎮ ｙ１、ｙ２、􀆺、ｙｔꎬｖ 是 １－ ￣点ꎬ都是易染的ꎬ
故 χ″２－∑(Ｔ)＝ Δ(Ｔ)＋２ꎮ

若 ｄＴ(ｕ)＝ ｄＴ(ｗ)＝ Δ(Ｔ)ꎬ由于树 Ｔ 中与点 ｗ 距离不超过 ２ 的最大度点至多有 Δ(Ｔ)个ꎬ每个最大度点

及其关联边需 Δ(Ｔ)＋１种颜色ꎬＣΔ＋１
Δ＋２ ＝Δ＋２ꎬ且这 Δ＋２种组合的和互不相同ꎬ因此可满足 ｇ(ｗ)≠ｇ(ｚｉ)ꎮ 对于

点 ｖ 的着色ꎬ由于点 ｖ 有 Δ(Ｔ)种不同颜色可选择ꎬＴ 中与 ｖ 距离不超过 ２的同度顶点有 Δ(Ｔ)－２ 个ꎬ因此至

少存在一种色ꎬ使得 ｇ(ｖ)≠ｇ(ｙｉ)ꎬＴ 满足 ２￣距离和可区别 Δ(Ｔ)＋２－全染色ꎮ
综上所述ꎬ结论成立ꎮ
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