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单位区间图的半配对 ｋ￣不相交路覆盖研究

朱莉ꎬ李鹏ꎬ王爱法
(重庆理工大学理学院ꎬ 重庆 ４０００５４)

摘要:研究单位区间图上的半配对多对多 ｋ￣不相交路覆盖(ｋ￣ｄｉｓｊｏｉｎｔ ｐａｔｈ ｃｏｖｅｒꎬ ｋ￣ＤＰＣ)的容错性问题ꎬ利用路覆盖的结构特

点ꎬ结合单位区间图顶点序的结构性质ꎬ刻画具有半配对 １￣ＤＰＣ 和 ｋ￣ＤＰＣ 性质的单位区间图ꎮ 同时得到单位区间图 Ｇ 任意

删去点集 Ｗ 且任意经过边集 Ｆ 的相关结果:Ｇ－Ｗ 且经过 Ｆ 具有半配对 １￣ＤＰＣ 性质当且仅当 Ｇ 是(２＋ｒ) ￣连通ꎬ其中 ｜Ｗ ｜ ＝ｐꎬ ｜
Ｆ ｜ ＝ｑꎬｐ＋ｑ≤ｒꎻＧ－Ｗ 且经过 Ｆ 具有半配对 ｋ￣ＤＰＣ 性质当且仅当 Ｇ 是(２ｋ＋ｒ－１) ￣连通ꎬ其中 ｋ≥２ꎮ 结果表明:图中不相交路覆

盖的存在与顶点连通度和哈密顿性质密切相关ꎮ 研究方法与结果为进一步研究区间图及其他相关图类的路覆盖问题提供理
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０　 引言

随着大数据时代的来临ꎬ各种路覆盖(ｐａｔｈ ｃｏｖｅｒꎬ ＰＣ)问题成为了图论的重要研究方向ꎬ不相交路覆盖

(ｄｉｓｊｏｉｎｔ ｐａｔｈ ｃｏｖｅｒꎬ ＤＰＣ)的概念是在研究并行和分布式网络中的路径、可靠性及容错性等问题时自然产生

的ꎮ ＤＰＣ 问题可以帮助解决程序代码优化、软件测试、网络以及将并行程序映射到并行结构等各种问题ꎮ
ＰＣ 问题在一般图中是 ＮＰ￣完全的ꎬ对于超立方体[１]、余可比较图[２]和单位区间图[３]等是多项式时间可解的ꎬ
因此 ＰＣ 的大部分研究仍是关于特殊图的结果[４￣６]ꎮ Ｌｉ 等分别于 ２０１７ 和 ２０２０ 年研究了 ｎ 维环面的配对 ２￣
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ＤＰＣ 问题[７]和二分 ｋ￣元 ｎ￣立方网络 Ｑｋ
ｎ 的未配对多对多 ｍ￣ＤＰＣ 容错性问题[８]ꎮ ２０１８年 Ｐａｒｋ 研究二分圆柱

网格的不相交路覆盖特性[９]ꎬ第二年他和 Ｉｈｍ 提出一种有效线性时间算法ꎬ在连通图的立方体中建立一对

多 ３￣不相交的路覆盖[１０]ꎮ ２０２２ 年 Ｃ' ｕｓｔｉｃ'和 Ｌｅｎｄｌ 提出了区间图上的 Ｓｔｅｉｎｅｒ 路覆盖问题的线性时间

算法[１１]ꎮ
区间图是直线上一组区间构成的相交图ꎬ在算法和特殊结构性质的研究中起着关键作用ꎮ 若区间长度

相等ꎬ那么把这个相交图称为单位区间图ꎮ 区间图模型也在大量应用问题中出现ꎬ如车间调度安排[１２]、无线

传感器的网络优化[１３]、通信软件容器的预留[１４]、面部表情的识别和分类[１５]等ꎬ其简单的几何表示以及优美

的性质ꎬ为一般图的许多 ＮＰ￣完全问题提供多项式解ꎬ如最大内点数生成树[１６]、最小半全支配集[１７]和最大

割[１８]等ꎮ 近年来ꎬＰａｒｋ 和他的研究团队一直致力于区间图 ＤＰＣ 问题的研究并获得了许多结论:２０１９年给出

区间图上一对一和一对多 ｋ￣不相交路覆盖(ｋ￣ｄｉｓｊｏｉｎｔ ｐａｔｈ ｃｏｖｅｒꎬ ｋ￣ＤＰＣ)的刻画[１９]ꎻ２０２０年对未配对 ２￣不相

交路覆盖的区间图进行刻画ꎬ并证明区间图的 ｒ￣散射数可以在多项式时间内计算[２０]ꎻ２０２１ 年证明当阶数

ｎ≥２ｋ区间图 Ｇ 的散射数 ｓｃ(Ｇ)≤－ｋ 时ꎬ对任意大小为 ｋ 的源集 Ｓ 和汇集 ＴꎬＧ 中存在连接 Ｓ 和 Ｔ 的未配对

ｋ￣ＤＰＣ[２１]ꎮ
如今关于路覆盖的研究在特殊图类中已有大量成果ꎬ但对于路覆盖容错性的探讨还相对较少ꎬ２０１７ 年

Ｌｉ 和 Ｗｕ 在区间图上研究了 １￣不动点的 ＰＣ 问题ꎬ对区间图标准序进一步分析ꎬ构建了区间图 １哈密顿路径

(Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｐａｔｈꎬ ＨＰ)问题的线性算法[２２]ꎮ 由于半配对 ｋ￣ＤＰＣ 具有更特殊的结构性质ꎬ在 ＰＣ 问题的研究上

更加直观ꎬ因此本文基于文献[２２]的工作ꎬ利用单位区间图和路覆盖的结构特点ꎬ结合数学归纳法和反证法刻

画了单位区间图的半配对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ并研究了其删点与经过指定边后仍保持 ＤＰＣ 性质的容错性问题ꎮ

１　 预备知识

设 Ｇ 是简单无向图ꎬ顶点集为 Ｖ(Ｇ)ꎬ边集为 Ｅ(Ｇ)ꎬ分别用 ｜ Ｖ(Ｇ) ｜ 、 ｜ Ｅ(Ｇ) ｜表示顶点和边的数目ꎻ设
Ｇ 是任意 ｎ￣顶点图ꎬ对任意 ｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬｖ 在 Ｇ 中的开邻域为 ＮＧ(ｖ)＝ {ｗ∈Ｖ(Ｇ)ꎬｖｗ∈Ｅ(Ｇ)}ꎬ闭邻域为

ＮＧ[ｖ] ＝{ｖ}∪ＮＧ(ｖ)ꎻ设 Ｓ⊆Ｖ(Ｇ)ꎬ用 Ｇ[Ｓ]表示由 Ｓ 诱导的 Ｇ 的子图ꎬ用 Ｇ－Ｓ 表示 Ｇ[Ｖ(Ｇ) ＼Ｓ]ꎮ
设 ｉ、 ｊ 是 ２个正整数ꎬｉ<ｊꎬ定义[ ｉ] ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｉ}ꎬ[ ｉꎬｊ] ＝ { ｉꎬｉ＋１ꎬ􀆺ꎬｊ}ꎻ设 π１ꎬπ２ꎬ􀆺ꎬπｎ 是任意排序ꎬ定

义 π[ ｉ] ＝{π１ꎬπ２ꎬ􀆺ꎬπｉ}ꎬπ[ ｉꎬｊ] ＝{πｉꎬπｉ＋１ꎬ􀆺ꎬπｊ}ꎮ 对任意 ｉ∈[ｎ－１]ꎬ用 ｄＧꎬπ(πｉ)表示 ＮＧ(πｉ)∩π[ ｉ＋１ꎬ
ｎ]的顶点数ꎬ若 π[ ｉ＋１ꎬｎ]⊆ＮＧ(πｉ)ꎬ则定义 ｄＧꎬπ(πｉ)＝ ＋∞ ꎮ Ｇ 的连通度 κ(Ｇ)是最小顶点数ꎬ使得删除这

些顶点后剩下的图不连通或者只有一个顶点ꎮ 如果 κ(Ｇ)≥ｋꎬ那么称图 Ｇ 是 ｋ￣连通的ꎮ
１.１　 单位区间图

定义 １.１　 图 Ｇ 的区间表示 Ｉ 是把所有 ｘ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ都对应到实数轴上闭区间[ ｌＩ(ｘ)ꎬｒＩ(ｘ)]的映射ꎬ使得

对任意 ｘꎬｙ∈Ｖ(Ｇ)ꎬｘｙ∈Ｅ(Ｇ)ꎬ当且仅当 ｘ≠ｙ 且 Ｉ(ｘ)∩Ｉ(ｙ)≠Φꎮ 若 ｒＩ－ｌＩ 为常数ꎬ则称 Ｉ 是单位区间表

示ꎮ 存在单位区间表示的图称为单位区间图ꎬ示例如图 １ꎮ

图 １　 单位区间图及其区间表示
Ｆｉｇ.１　 Ａ ｕｎｉｔ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｇｒａｐｈ ａｎｄ ｉｔｓ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ
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　 　 定义 １.２　 设 Ｇ 是 ｎ￣顶点单位区间图ꎬπ＝π１ꎬπ２ꎬ􀆺ꎬπｎ 是 Ｖ(Ｇ)的一个排序ꎬ称 π 是 Ｇ 的单位区间序

(ｕｎｉｔ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｏｒｄｅｒｉｎｇꎬ ＵＩＯ)ꎬ如果ｖｐｖｒ∈Ｅ(Ｇ)表示 ｖｐｖｑꎬｖｑｖｒ∈Ｅ(Ｇ)ꎬ其中 ｐ<ｑ<ｒꎮ
定理 １.１[２３] 　 ｎ￣顶点简单图 Ｇ 是单位区间图ꎬ当且仅当 Ｇ 有 ＵＩＯꎮ
定理 １.２[２４] 　 任意具有连续排序 ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ 的 ｎ￣顶点单位区间图 Ｇ 是 ｋ￣连通ꎬ当且仅当ｖｉｖｊ∈Ｅ(Ｇ)ꎬ

其中 ｋ 为任意正整数ꎬｎ≥ｋ＋１ꎬ１≤｜ ｉ－ｊ ｜≤ｋꎮ
１.２　 路覆盖

定义 １.３　 如果 ｘ０ꎬｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｋ 是 Ｖ(Ｇ)的两两不同顶点ꎬ对任意 ｉ∈[ｋ]有 ｘｉ－１ｘｉ∈Ｅ(Ｇ)ꎬ则称 Ｐ ＝ (ｘ０ꎬｘ１ꎬ
􀆺ꎬｘｋ)是 Ｇ 的一条从 ｘ０ 开始到 ｘｋ 结束的路径ꎬ记为 ｘ０ꎬｘｋ￣路ꎮ 若 Ｐ 包含 Ｇ 的所有顶点ꎬ则称 Ｐ 为 Ｇ 的 ＨＰꎮ

定义 １.４　 设 ｋ 是[ｎ－１]的任意整数ꎬ若 π 是 Ｇ 的 ＨＰꎬ对任意 ｉ∈[ｎ－１]有 ｄＧꎬπ(πｉ)≥ｋꎬ那么称 π 是 ｋ￣
厚的(ｋ￣ｔｈｉｃｋ)ꎮ

引理 １.１　 设 Ｇ 是 ｎ￣顶点单位区间图ꎬπ 是 Ｇ 的 ＵＩＯꎬｋ∈[ｎ]ꎬ则以下命题等价:
(１) 对任意 ｉꎬｊ∈[ｎ]ꎬ如果 ｜ ｉ－ｊ ｜≤ｋꎬ那么πｉ∈ＮＧ[πｊ]ꎻ
(２) Ｇ 是 ｋ￣连通ꎻ
(３) π 是 Ｇ 的 ｋ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎮ
注 １.１　 设 π 是 ｎ￣顶点单位区间图 Ｇ 的任意 ｋ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ其中 ｋ∈[ｎ－１]ꎬ则:
(１) 对于任意 ｉ∈[ｎ－１]和 ｊ∈[ ｉ＋１ꎬｎ]ꎬπ[ ｉꎬｊ]是 Ｇ[π[ ｉꎬｊ]]的 ｋ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎻ
(２) 任意 Ｓ⊆Ｖ(Ｇ)且 ｜ Ｓ ｜ ＝ｐꎬｐ∈[ｋ－１]ꎬ则 Ｇ－Ｓ 是(ｋ－ｐ) ￣连通ꎬπ－Ｓ 是 Ｇ－Ｓ 的(ｋ－ｐ) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎮ
定义 １.５　 图 Ｇ 的不相交路覆盖是一组顶点不相交路径ꎬ它们共同覆盖 Ｇ 的每个顶点ꎮ 设 Ｓ ＝ { ｓ１ꎬｓ２ꎬ

􀆺ꎬｓｋ}和 Ｔ＝{ ｔ１ꎬｔ２ꎬ􀆺ꎬｔｋ}是 Ｖ(Ｇ)的 ２个不相交子集ꎬＰ＝{Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}是 Ｇ 的一组 ＤＰＣꎮ 如果每条 Ｐ ｉ 是

ｓｉꎬｔｉ￣路ꎬ则对于 Ｓ 和 Ｔ 称 Ｐ 是配对的多对多 ｋ￣ＤＰＣꎮ 此时称 Ｓ 为 Ｐ 的源集ꎬＴ 为 Ｐ 的汇集ꎮ
注 １.２　 本文研究的单位区间图为无向图ꎬ因此 ｓｉꎬｔｉ￣路也表示 ｔｉꎬｓｉ￣路ꎬ此时可称 Ｔ 为 Ｐ 的源集ꎬＳ 为 Ｐ

的汇集ꎮ
定义 １.６　 设 Ｇ 是任意 ｎ￣顶点单位区间图ꎬ任意 ｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ若存在 Ｇ 的 ＵＩＯ 从 ｖ 开始ꎬ则称 ｖ 是 Ｇ 的一

个好顶点ꎮ 如果在 Ｇ 中ꎬ对于任意大小为 ｋ 的顶点不相交子集 Ｓ 和 Ｔꎬ其中 Ｓ 包含一个好顶点ꎬＧ 都有配对

的多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ则称 Ｇ 具有半配对 ｋ￣ＤＰＣ 性质ꎮ
注 １.３　 研究路覆盖时总是指一系列路径ꎬ其中每条路径应被视为顶点序列ꎬ因此具有自然方向ꎮ 定义

本文经过的指定边 Ｆ＝{长度为 １的顶点不相交路径的边}ꎬ ｜Ｆ ｜表示边的数目ꎮ

２　 半配对 １￣ＤＰＣ

２.１　 刻画

定理 ２.１　 ｎ￣顶点单位区间图 Ｇ 具有半配对 １￣ＤＰＣ 性质ꎬ当且仅当 Ｇ 是 ２￣连通ꎮ
证明　 必要性ꎮ 假设 Ｇ 具有半配对 １￣ＤＰＣ 性质ꎬ则对任意 πｔꎬＧ－πｔ 存在 ＨＰꎬ因此 κ(Ｇ－πｔ)≥１ꎮ 由注

１.１得ꎬＧ 是 ２￣连通ꎮ
充分性ꎮ 假设 Ｇ 是 ２￣连通ꎬ设 π 是 Ｇ 的任意 ２￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ需要找到 Ｇ 的 π１ꎬπｔ￣ＨＰꎮ 设 ｜ Ｖ(Ｇ) ｜ ＝ ｎꎬ对

ｎ 采用数学归纳ꎬ当 ｎ＝ ３时ꎬ图 Ｇ 是一个团ꎬＧ 显然具有半配对 １￣ＤＰＣ 性质ꎬ结论成立ꎮ 假设 ｎ>３ꎬ分以下 ２
种情形ꎮ

情形 １　 ｔ＝ｎꎮ
π 是 Ｇ 的一个 π１ꎬπｔ￣ＨＰꎬ如图 ２ꎮ

图 ２　 π１ꎬπｔ ￣ＨＰ 示意图
Ｆｉｇ.２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ π１ꎬπｔ ￣ＨＰ
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　 　 情形 ２　 ｔ<ｎꎮ
设 π′＝π[ ｔꎬｎ]ꎬＧ′＝Ｇ[π[ ｔꎬｎ]]ꎬ由注 １.１得ꎬπ′是 Ｇ′的 ２￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ则 Ｇ′是 ２￣连通ꎮ 由于 πｔ 是 Ｇ′的

好顶点ꎬ因此由归纳假设得存在 Ｇ′的 πｔ＋１ꎬπｔ￣ＨＰ 称为 τꎮ 因为 π 是 Ｇ 的 ２￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ所以 πｔ－１ꎬπｔ＋１∈Ｅ(Ｇ)ꎬ
因此 π[ ｔ－１]＋πｔ－１πｔ＋１＋τ 是 Ｇ 的 π１ꎬπｔ￣ＨＰꎬ如图 ３ꎮ 证毕ꎮ

图 ３　 π[ ｔ－１]＋πｔ－１πｔ＋１＋τ 示意图
Ｆｉｇ.３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ π[ ｔ－１]＋πｔ－１πｔ＋１＋τ

２.２　 容错性

引理 ２.１　 设 Ｇ 是阶数为 ｎ 的单位区间图ꎬ对任意 Ｗ⊆Ｖ(Ｇ)ꎬＧ－Ｗ 仍具有半配对 １￣ＤＰＣ 性质ꎬ当且仅

当 Ｇ 是(２＋ｐ) ￣连通ꎬ其中 ｜Ｗ ｜≤ｐꎬｎ≥２ꎬ０≤ｐ≤ｎ－２ꎮ
证明　 必要性ꎮ 反证法ꎬ假设 Ｇ 不是(２＋ｐ) ￣连通ꎬ则 κ(Ｇ)≤１＋ｐꎮ 由注 １.１ 得ꎬ存在 Ｍ⊆Ｖ(Ｇ)且

｜Ｍ ｜ ＝ｐ使得 κ(Ｇ－Ｍ)≤１ꎮ 由定理 ２.１得ꎬＧ－Ｍ 不具有半配对 １￣ＤＰＣ 性质ꎬ矛盾ꎬ因此ꎬＧ 是(２＋ｐ) ￣连通ꎮ
充分性ꎮ 设 Ｇ 是(２＋ｐ) ￣连通ꎬ则 κ(Ｇ－Ｗ)≥２ꎮ 由定理 ２.１得ꎬＧ－Ｗ 具有半配对１￣ＤＰＣ性质ꎮ 证毕ꎮ
定理 ２.２　 设 Ｇ 是阶数为 ｎ 的单位区间图ꎬ对任意 Ｗ⊆Ｖ(Ｇ)和 ＦꎬＧ－Ｗ 且经过 Ｆ 仍具有半配对 １￣ＤＰＣ

性质ꎬ当且仅当 Ｇ 是(２＋ｒ) ￣连通ꎬ其中 ｜Ｗ ｜ ＝ｐꎬ ｜Ｆ ｜ ＝ｑꎬ０≤ｐ≤ｎ－２ꎬｐ＋ｑ≤ｒꎬｎ≥２ꎮ 当 ｎ>２时ꎬπ１πｔ∉Ｆꎮ
证明　 必要性ꎮ 假设 Ｇ－Ｗ 且经过 Ｆ 仍具有半配对 １￣ＤＰＣ 性质ꎬ若 ｐ ＝ ｒꎬｑ ＝ ０ꎬ则由引理 ２.１ 得ꎬＧ 是

(２＋ｒ) ￣连通ꎮ
充分性ꎮ 假设 Ｇ 是(２＋ｒ) ￣连通ꎬ由注 １.１ 得ꎬＧ－Ｗ 是(２＋ｒ－ｐ) ￣连通ꎬ即 κ(Ｇ－Ｗ)≥２＋ｑꎬ故只需证:

(２＋ｑ) ￣连通图 Ｇꎬ存在经过 Ｆ 的 π１ꎬπｔ￣ＨＰꎮ 若 ｑ＝ ０ꎬ则由定理 ２.１得结论成立ꎬ因此接下来探讨 ｑ≥１ꎮ 设 π
是 Ｇ 的任意(２＋ｑ) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ ｜Ｖ(Ｇ) ｜ ＝ｎꎬ对 ｎ 采用数学归纳ꎬ当 ｎ ＝ ３＋ｑ 时ꎬＧ 是一个团ꎬ结论成立ꎮ 假设

ｎ>３＋ｑꎬ分以下 ２种情形ꎮ
情形 １　 任意π１πｉ∉Ｆꎬｉ∈[２ꎬ３＋ｑ]ꎮ
设 π′＝π[２ꎬｎ]ꎬＧ′＝Ｇ－π１ꎬ设 ｊ 是 Ｇ′－πｔ 中的第一个点ꎬ即 ｊ∈[２ꎬ３]ꎬ则π１πｊ∈Ｅ(Ｇ)ꎮ 由注 １.１ 得 π′

是 Ｇ′的(２＋ｑ) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ则 Ｇ′是(２＋ｑ) ￣连通ꎮ 由归纳假设得ꎬＧ′中存在经过 Ｆ 的 πｊꎬπｔ￣ＨＰ 记为 τꎬ因此ꎬ
π１πｊ＋τ 是 Ｇ 中经过 Ｆ 的 π１ꎬπｔ￣ＨＰꎬ如图 ４ꎮ

图 ４　 π１πｊ＋τ 示意图
Ｆｉｇ.４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ π１πｊ＋τ

　 　 情形 ２　 存在π１πｉ∈Ｆꎬｉ∈[２ꎬ３＋ｑ]ꎮ
设 π′＝π[２ꎬｎ]－πｉꎬＧ′＝Ｇ－π１－πｉꎬＦ′＝Ｆ－π１πｉꎬ显然 ｜Ｆ′ ｜ ＝ ｜Ｆ ｜ －１ ＝ ｑ－１ꎮ 设 ｊ 是 Ｇ′－πｔ 中的第一个点ꎬ

即 ｊ∈[２ꎬ４]ꎬ则πｉπｊ∈Ｅ(Ｇ)ꎮ 由注 １.１ 得ꎬπ′是 Ｇ′的(１＋ｑ) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ则 Ｇ′是(１＋ｑ) ￣连通ꎮ 由归纳假设

得ꎬＧ′中存在经过 Ｆ′的 πｊꎬπｔ￣ＨＰ 记为 τꎬ因此ꎬπ１πｉ＋πｉπｊ＋τ 是 Ｇ 中经过 Ｆ 的 π１ꎬπｔ￣ＨＰꎬ如图 ５ꎮ 证毕ꎮ

图 ５　 经过 Ｆ 的 π１ꎬπｔ ￣ＨＰ
Ｆｉｇ.５　 π１ꎬπｔ ￣ＨＰ ｐａｓｓ ｔｈｒｏｕｇｈ Ｆ
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３　 半配对 ｋ￣ＤＰＣ

３.１　 刻画

定理 ３.１　 ｎ￣顶点单位区间图 Ｇ 具有半配对 ｋ￣ＤＰＣ 性质ꎬ当且仅当 Ｇ 是(２ｋ－１)￣连通ꎬ其中 ｎ≥２ｋꎬｋ≥２ꎮ
证明　 设 Ｓ＝{πｓ１

＝π１ꎬπｓ２ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ＝{πｔ１ꎬπｔ２ꎬ􀆺ꎬπｔｋ}是 Ｖ(Ｇ)的任意 ２个不相交子集ꎬ对任意ｊ∈[ｋ]
有 ｓ１<ｓ２<􀆺<ｓｋꎬｓｊ<ｔｊꎮ

必要性ꎮ 假设 Ｇ 具有半配对 ｋ￣ＤＰＣ 性质ꎬ要证 Ｇ 是(２ｋ－１) ￣连通ꎮ 反证法ꎮ 假设 κ(Ｇ)<２ｋ－１ꎬ则存在

ｉ０∈[ｎ－２ｋ＋１]使得πｉ０πｉ０＋２ｋ－１
∉Ｅ(Ｇ)ꎬ则对任意 ｉ∈[ ｉ０]和 ｊ∈[ ｉ０＋２ｋ－１ꎬｎ]有πｉπｊ∉Ｅ(Ｇ)ꎮ 设 πｓ１

＝π１ꎬπｔ１
＝

πｉ０＋２ｋ－１ꎬ对任意 ｍ∈[２ꎬｋ]ꎬｓｍ ＝ ｉ０ ＋ｍ－１ꎬ ｔｊ ＝ ｉ０ ＋ｋ＋ｍ－２ꎬ则在 Ｇ－{πｓ２ꎬπｓ２＋１ꎬ􀆺ꎬπｓｋꎬπｔ２ꎬπｔ２＋１ꎬ􀆺ꎬπｔｋ} ＝Ｇ－
π[ ｉ０＋１ꎬｉ０＋２ｋ－２]中没有任何一条从 ｓ１ 到 ｔ１ 路径ꎬ如图 ６ꎮ

图 ６　 Ｇ－π[ ｉ０＋１ꎬｉ０＋２ｋ－２]中不存在 ｓ１ꎬｔ１ ￣路径
Ｆｉｇ.６　 Ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｎｏ ｓ１ꎬｔ１ ￣ｐａｔｈ ｉｎ Ｇ－π[ ｉ０＋１ꎬｉ０＋２ｋ－２]

　 　 对于 Ｓ 和 Ｔꎬ由于 Ｇ 中没有配对的多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ因此 Ｇ 不具有半配对 ｋ￣ＤＰＣ 性质ꎬ矛盾ꎬ因此 Ｇ 是

(２ｋ－１) ￣连通ꎮ
充分性ꎮ 假设 Ｇ 是(２ｋ－１) ￣连通ꎬπ 是 Ｇ 的任意(２ｋ－１) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ需要找到对于 Ｓ 和 ＴꎬＧ 中有配对的

多对多 ｋ￣ＤＰＣꎮ 设 ｜Ｖ(Ｇ) ｜ ＝ｎꎬ对 ｎ 采用数学归纳ꎬ当 ｎ＝ ２ｋ 时ꎬＧ 是一个团ꎬ结论成立ꎮ 假设 ｎ>２ｋꎬ分以下 ２
种情形ꎮ

情形 １　 ｔ１<ｓ２ꎮ
设 π′＝π[ｓ２ꎬｎ]ꎬＧ′＝Ｇ[π[ｓ２ꎬｎ]]ꎬＳ′＝ {πｓ２ꎬπｓ３ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ′＝ {πｔ２ꎬπｔ３ꎬ􀆺ꎬπｔｋ}ꎬＳ′包含好顶点 πｓ２ꎮ 由

注 １.１得ꎬπ[ｓ２－１]是 Ｇ[π[ｓ２－１]]的(２ｋ－１) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬπ′是 Ｇ′的(２ｋ－１) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ则 Ｇ′是(２ｋ－１) ￣连通ꎮ
因为 ｋ≥２ꎬ所以 Ｇ[π[ｓ２－１]]是 ２￣连通ꎮ 由定理 ２.１得ꎬ存在 Ｇ[π[ｓ２－１]]的 π１ꎬπｔ１￣ＨＰꎬ记为 Ｐ１ꎮ

情形 １.１　 ｋ＝ ２ꎮ
π′是 Ｇ′的 ３￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ则 Ｇ′是 ３￣连通ꎬ因此由定理 ２.１ 得ꎬＧ′中存在 πｓ２ꎬπｔ２￣ＨＰꎬ记为 Ｐ２ꎮ 那么对于 Ｓ

和 ＴꎬＰ＝{Ｐ１ꎬＰ２}是 Ｇ 中配对的多对多 ２￣ＤＰＣꎬ如图 ７ꎮ

图 ７　 {Ｐ１ꎬＰ２}示意图
Ｆｉｇ.７　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ {Ｐ１ꎬＰ２}

　 　 情形 １.２　 ｋ>２ꎮ
由归纳假设得ꎬ对于 Ｓ′和 Ｔ′ꎬＧ′中存在配对的多对多(ｋ－１) ￣ＤＰＣꎬ记为 Ｐ′＝{Ｐ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}ꎮ 那么对于 Ｓ

和 ＴꎬＰ＝{Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}是 Ｇ 中配对的多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ如图 ８ꎮ

图 ８　 半配对 ｋ￣ＤＰＣ
Ｆｉｇ.８　 Ｓｅｍｉ￣ｐａｉｒｅｄ ｋ￣ＤＰＣ
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　 　 情形 ２　 ｔ１>ｓ２ꎮ
由于 π 是 Ｇ 的(２ｋ－１) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ因此对于任意 ｊ∈[ｓ２ꎬｓ２＋２ｋ－２]有πｊπｓ２－１

∈Ｅ[Ｇ]ꎮ
情形 ２.１　 存在 ｊ∈[ｓ２＋１ꎬｓ２＋２ｋ－２] ＼{ｓ３ꎬｓ４ꎬ􀆺ꎬｓｋꎬｔ１ꎬｔ２ꎬ􀆺ꎬｔｋ}ꎮ
设 π′＝π[ｓ２ꎬｎ]ꎬＧ′＝Ｇ[π[ｓ２ꎬｎ]]ꎬＳ′＝{πｊꎬπｓ２ꎬπｓ３ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ′＝ＴꎬＳ′包含好顶点 πｓ２ꎬ由注 １.１得ꎬπ′是

Ｇ′的(２ｋ－１) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ则 Ｇ′是(２ｋ－１) ￣连通ꎮ 由归纳假设得ꎬ对于 Ｓ′和 Ｔ′ꎬＧ′中存在配对的多对多ｋ￣ＤＰＣꎬ
记为 Ｐ′＝{Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}ꎬ其中 Ｐ１ 是 πｊꎬπｔ１￣路径ꎮ 设 Ｑ＝π[ｓ２－１]＋πｓ２－１πｊ＋Ｐ１ꎬ那么对于 Ｓ 和 ＴꎬＰ＝{ＱꎬＰ２ꎬ
Ｐ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}是 Ｇ 中配对的多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ如图 ９ꎮ

图 ９　 {π[ｓ２－１]＋πｓ２－１
πｊ＋Ｐ１ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}示意图

Ｆｉｇ.９　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ {π[ｓ２－１]＋πｓ２－１
πｊ＋Ｐ１ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}

　 　 情形 ２.２　 [ｓ２＋１ꎬｓ２＋２ｋ－２] ＝{ｓ３ꎬｓ４ꎬ􀆺ꎬｓｋꎬｔ１ꎬｔ２ꎬ􀆺ꎬｔｋ}ꎮ
设 Ｐ１ ＝π[ｓ２－１]＋πｓ２－１πｔ１ꎬπ′＝π[ｓ２ꎬｎ]－πｔ１ꎬＧ′＝Ｇ[π[ｓ２ꎬｎ]]－πｔ１ꎬＳ′＝{πｓ２ꎬπｓ３ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ′＝ {πｔ２ꎬπｔ３ꎬ

􀆺ꎬπｔｋ}ꎬＳ′包含好顶点 πｓ２ꎮ 由注 １.１得ꎬπ′是 Ｇ′的(２ｋ－２) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ则 Ｇ′是(２ｋ－２) ￣连通ꎮ
情形 ２.２.１　 ｋ＝ ２ꎮ
π′是 Ｇ′的 ２￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ那么 Ｇ′是 ２￣连通ꎬ从而根据定理 ２.１知ꎬＧ′中存在 πｓ２ꎬπｔ２￣ＨＰꎬ记为 Ｐ２ꎬ因此在 Ｇ

中ꎬ对于 Ｓ 和 ＴꎬＰ＝{Ｐ１ꎬＰ２}是配对的多对多 ２￣ＤＰＣꎬ如图 １０ꎮ

图 １０　 {π[ｓ２－１]＋πｓ２－１
πｔ１
ꎬＰ２}示意图

Ｆｉｇ.１０　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ {π[ｓ２－１]＋πｓ２－１
πｔ１
ꎬＰ２}

　 　 情形 ２.２.２　 ｋ>２ꎮ
根据归纳假设知ꎬ在 Ｇ′中对于 Ｓ′和 Ｔ′存在配对的多对多(ｋ－１) ￣ＤＰＣꎬ记为 Ｐ′＝ {Ｐ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}ꎬ因此在

Ｇ 中ꎬ对 Ｓ 和 ＴꎬＰ＝{Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}是配对的多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ如图 １１ꎮ 证毕ꎮ

图 １１　 {π[ｓ２－１]＋πｓ２－１
πｔ１
ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}示意图

Ｆｉｇ.１１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ {π[ｓ２－１]＋πｓ２－１
πｔ１
ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}

３.２　 容错性

引理 ３.１　 设 Ｇ 是阶数为 ｎ 的单位区间图ꎬ对任意Ｗ⊆Ｖ(Ｇ)ꎬＧ－Ｗ 仍具有半配对ｋ￣ＤＰＣ性质ꎬ当且仅当

Ｇ 是(２ｋ＋ｐ－１) ￣连通ꎬ其中 ｜Ｗ ｜≤ｐꎬｋ≥２ꎬｎ≥２ｋꎬ０≤ｐ≤ｎ－２ｋꎮ
证明　 与引理 ２.１证明过程类似ꎬ利用定理 ３.１得到ꎬ限于篇幅不详述证明ꎮ
定理 ３.２　 设 Ｇ 是阶数为 ｎ 的单位区间图ꎬ对任意 Ｗ⊆Ｖ(Ｇ)和 ＦꎬＧ－Ｗ 且经过 Ｆ 仍具有半配对 ｋ￣ＤＰＣ

性质ꎬ当且仅当 Ｇ 是(２ｋ＋ｒ－１) ￣连通ꎬ其中 ｜Ｗ ｜ ＝ ｐꎬ ｜ Ｆ ｜ ＝ ｑꎬ０≤ｐ≤ｎ－２ｋꎬｐ＋ｑ≤ｒꎬｋ≥２ꎬｎ≥２ｋꎮ 当 ｎ>２ｋ 时ꎬ
(π１πｔ１∪πｓ２πｔ２∪􀆺∪πｓｋπｔｋ)⊄Ｆꎮ
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证明　 设 Ｓ＝ {πｓ１
＝π１ꎬπｓ２ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ ＝ {πｔ１ꎬπｔ２ꎬ􀆺ꎬπｔｋ}是 Ｖ(Ｇ)的任意 ２ 个不相交子集ꎬ对任意 ｊ∈

[ｋ]有 ｓ１<ｓ２<􀆺<ｓｋꎬｓｊ<ｔｊꎮ
必要性ꎮ 假设 Ｇ－Ｗ 且经过 Ｆ 具有半配对 ｋ￣ＤＰＣ 性质ꎬ若 ｐ ＝ ｒꎬｑ ＝ ０ꎬ则由引理 ３.１ 得ꎬＧ 是(２ｋ＋ｒ－１) ￣

连通ꎮ
充分性ꎮ 假设 Ｇ 是(２ｋ＋ｒ－１) ￣连通ꎬ由注 １.１得ꎬＧ－Ｗ 是(２ｋ＋ｒ－ｐ－１) ￣连通ꎬ即 κ(Ｇ－Ｍ)≥２ｋ＋ｑ－１ꎬ故只

需证:(２ｋ＋ｑ－１) ￣连通图 Ｇꎬ对于 Ｓ 和 Ｔꎬ存在经过 Ｆ 的配对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎮ 若 ｑ ＝ ０ꎬ则由定理 ３.１ 得结论成

立ꎬ因此接下来探讨 ｑ≥１ꎮ 设 π 是 Ｇ 的任意(２ｋ＋ｑ－１) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ ｜ Ｖ(Ｇ) ｜ ＝ ｎꎬ对 ｎ 采用数学归纳ꎮ 当

ｎ＝ ２ｋ＋ｑ时ꎬＧ 是一个团ꎬ结论成立ꎮ 假设 ｎ>２ｋ＋ｑꎬ分以下 ２种情形ꎮ
情形 １　 任意π１πｉ∉Ｆꎬｉ∈[２ꎬ２ｋ＋ｑ]ꎮ
设 π′＝π[２ꎬｎ]ꎬＧ′＝Ｇ－π１ꎬ由注 １.１得ꎬπ′是 Ｇ′的(２ｋ＋ｑ－１) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ则 Ｇ′是(２ｋ＋ｑ－１) ￣连通ꎮ
情形 １.１　 ２∉{ ｔ１ꎬｓ２}ꎮ
设 Ｓ′＝{π２ꎬπｓ２ꎬπｓ３ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ′＝ＴꎬＳ′包含好顶点 π２ꎬ由归纳假设得ꎬ对于 Ｓ′和 Ｔ′ꎬＧ′中存在经过 Ｆ 的配

对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ记为 Ｐ′＝{Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}ꎬ其中 Ｐ１ 是 π２ꎬπｔ１￣路径ꎮ 设 Ｑ ＝π１π２＋Ｐ１ꎬ因此对于 Ｓ 和 ＴꎬＰ ＝
{ＱꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}是 Ｇ 中经过 Ｆ 的配对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ如图 １２ꎮ

图 １２　 {π１π２＋Ｐ１ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}示意图
Ｆｉｇ.１２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ {π１π２＋Ｐ１ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}

　 　 情形 １.２　 ｔ１ ＝ ２ꎮ
由于 Ｇ 是(２ｋ＋ｑ－１) ￣连通ꎬ且 ｑ≥１ꎬ因此存在 ｊ∈[３ꎬ２ｋ＋ｑ] ＼ { ｓ２ꎬｓ３ꎬ􀆺ꎬｓｋꎬ ｔ２ꎬ ｔ３ꎬ􀆺ꎬ ｔｋ}ꎬ使得π１πｊ∈

Ｅ(Ｇ)ꎮ 设 Ｓ′＝{πｔ１ꎬπｓ２ꎬπｓ３ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ′＝{πｊꎬπｔ２ꎬπｔ３ꎬ􀆺ꎬπｔｋ}ꎬＳ′包含好顶点 πｔ１ꎬ由归纳假设得:对于 Ｓ′和
Ｔ′ꎬＧ′中存在经过 Ｆ 的配对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ记为 Ｐ′＝{Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}ꎬ其中 Ｐ１ 是 πｔ１ꎬπｊ￣路径ꎮ 由于 Ｇ 是简单

图ꎬ因此 Ｐ１ 也是 πｊꎬπｔ１￣路径ꎮ 设 Ｑ＝π１πｊ＋Ｐ１ꎬ那么对于 Ｓ 和 ＴꎬＰ＝{ＱꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}是 Ｇ 中经过 Ｆ 的配对

多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ如图 １３ꎮ

图 １３　 {π１πｊ＋Ｐ１ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}示意图
Ｆｉｇ.１３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ {π１πｊ＋Ｐ１ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}

　 　 情形 １.３　 ｓ２ ＝ ２ꎮ
由于 Ｇ 是(２ｋ＋ｑ－１) ￣连通且 ｑ≥１ꎬ所以存在 ｊ∈[３ꎬ２ｋ＋ｑ] ＼ { ｓ３ꎬｓ４ꎬ􀆺ꎬｓｋꎬ ｔ１ꎬ ｔ２ꎬ􀆺ꎬ ｔｋ}ꎬ使得π１πｊ∈

Ｅ(Ｇ)ꎮ 设 Ｓ′＝{πｊꎬπｓ２ꎬπｓ３ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ′＝ＴꎬＳ′包含好顶点 πｓ２ꎬ由归纳假设得ꎬ对于 Ｓ′和 Ｔ′ꎬＧ′中存在经过 Ｆ
的配对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ记为 Ｐ′＝{Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}ꎬ其中 Ｐ１ 是 πｊꎬπｔ１￣路径ꎮ 设 Ｑ ＝π１πｊ＋Ｐ１ꎬ那么对于 Ｓ 和 Ｔꎬ
Ｐ＝{ＱꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}是 Ｇ 中经过 Ｆ 的配对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ如图 １４ꎮ

图 １４　 {ＱꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}示意图
Ｆｉｇ.１４　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ {ＱꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}
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　 　 情形 ２　 存在π１πｉ∈Ｆꎬｉ∈[２ꎬ２ｋ＋ｑ]ꎬ设 Ｆ′＝Ｆ－π１πｉꎬ显然 ｜Ｆ′ ｜ ＝ ｜Ｆ ｜ －１ ＝ｑ－１ꎮ
情形 ２.１　 ｔ１ ＝ ｉꎮ
情形 ２.１.１　 ２∉{ ｔ１ꎬｓ２}ꎮ
设 Ｐ１ ＝(π１ꎬπｉ)ꎬπ′＝π[２ꎬｎ]－πｉꎬＧ′＝Ｇ－π１－πｉꎮ 由注 １.１ 得ꎬπ′是 Ｇ′的(２ｋ＋ｑ－２) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ则 Ｇ′是

(２ｋ＋ｑ－２) ￣连通ꎮ 设 Ａ＝{ａ / π２πａ∈Ｆꎬａ∈[３ꎬ２ｋ＋ｑ＋１]}ꎬ由于Ｇ 是(２ｋ＋ｑ－１)￣连通ꎬ因此存在 ｊ∈[３ꎬ２ｋ＋ｑ＋１] ＼
({ｓ２ꎬｓ３ꎬ􀆺ꎬｓｋꎬｔ１ꎬｔ２ꎬ􀆺ꎬｔｋ}∪Ａ)ꎬ使得π２πｊ∈Ｅ(Ｇ)ꎮ 由于(π１πｔ１∪πｓ２πｔ２∪􀆺∪πｓｋπｔｋ)⊄Ｆ 且π１πｔ１

∈Ｆꎬ因
此存在πｓｍπｔｍ

∉Ｆꎬｍ∈[２ꎬｋ]ꎮ 设 Ｓ′ ＝ {π２ꎬπｊꎬπｓ２ꎬπｓ３ꎬ􀆺ꎬπｓｍ－１ꎬπｓｍ＋１ꎬπｓｍ＋２ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ′ ＝ {πｓｍꎬπｔ２ꎬπｔ３ꎬ􀆺ꎬ
πｔｋ}ꎬＳ′包含好顶点 π２ꎬ由归纳假设得:对于 Ｓ′和 Ｔ′ꎬＧ′中存在经过 Ｆ′的配对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ记为 Ｐ′ ＝ {Ｐ２ꎬ
Ｐ３ꎬ􀆺ꎬＰｍ－１ꎬＰｍ１ꎬＰｍ２ꎬＰｍ＋１ꎬ􀆺ꎬＰｋ}ꎬ其中 Ｐｍ１是 π２ꎬπｓｍ￣路径ꎬＰｍ２是 πｊꎬπｔｍ￣路径ꎮ 由于 Ｇ 是简单图ꎬ因此 Ｐｍ１

也是 πｓｍꎬπ２￣路径ꎮ 设 Ｐｍ ＝Ｐｍ１＋π２πｊ ＋Ｐｍ２ꎬ则对 Ｓ 和 ＴꎬＰ ＝ {Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}是 Ｇ 中过 Ｆ 的配对多对多 ｋ￣
ＤＰＣꎬ如图 １５ꎮ

图 １５　 {Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}示意图
Ｆｉｇ.１５　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ {Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}

　 　 情形 ２.１.２　 ｔ１ ＝ ２ꎮ
设 Ｐ１ ＝(π１ꎬπ２)ꎬπ′ ＝ π[３ꎬｎ]ꎬＧ′ ＝Ｇ－π１ －π２ꎬ由注 １.１ 得ꎬπ′是 Ｇ′的(２ｋ＋ｑ－１) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ则 Ｇ′是

(２ｋ＋ｑ－１) ￣连通ꎮ
情形 ２.１.２.１　 ｓ２ ＝ ３ꎮ
设 Ｓ′＝{πｓ２ꎬπｓ３ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ′＝{πｔ２ꎬπｔ３ꎬ􀆺ꎬπｔｋ}ꎬＳ′包含好顶点 πｓ２ꎮ
若 ｋ＝ ２ꎬ那么 π′是 Ｇ′的(３＋ｑ) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬＧ′是(３＋ｑ) ￣连通ꎬ因此由定理 ２.２ 得ꎬＧ′中存在过 Ｆ′的 πｓ２ꎬ

πｔ２￣ＨＰ 记为 Ｐ２ꎮ 则对 Ｓ 和 ＴꎬＰ＝{Ｐ１ꎬＰ２}是 Ｇ 中经过 Ｆ 的配对多对多 ２￣ＤＰＣꎬ如图 １６ꎮ

图 １６　 {π１π２ꎬＰ２}示意图
Ｆｉｇ.１６　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ {π１π２ꎬＰ２}

　 　 若 ｋ>２ꎬ由归纳假设得ꎬ对于 Ｓ′和 Ｔ′ꎬＧ′中存在经过 Ｆ′的配对多对多(ｋ－１) ￣ＤＰＣꎬ记为 Ｐ′＝ {Ｐ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬ
Ｐｋ}ꎬ则对 Ｓ 和 ＴꎬＰ＝{Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}是 Ｇ 中经过 Ｆ 的配对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ如图 １７ꎮ

图 １７　 {π１π２ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}示意图
Ｆｉｇ.１７　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ {π１π２ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}

　 　 情形 ２.１.２.２　 ｓ２≠３ꎮ
设 Ａ＝{ａ / π３πａ∈Ｆꎬａ∈[４ꎬ２ｋ＋ｑ＋２]}ꎬ由于 Ｇ 是(２ｋ＋ｑ－１) ￣连通ꎬ因此存在π３πｊ∈Ｅ(Ｇ)ꎬ其中 ｊ∈

[４ꎬ２ｋ＋ｑ＋２] ＼({ｓ２ꎬｓ３ꎬ􀆺ꎬｓｋꎬｔ２ꎬｔ３ꎬ􀆺ꎬｔｋ}∪Ａ)ꎮ 由于(π１πｔ１∪πｓ２πｔ２∪􀆺∪πｓｋπｔｋ)⊄Ｆ 且π１πｔ１
∈Ｆꎬ因此存
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在πｓｍπｔｍ
∉Ｆꎬｍ∈[２ꎬｋ]ꎮ 设 Ｓ′＝ {π３ꎬπｊꎬπｓ２ꎬπｓ３ꎬ􀆺ꎬπｓｍ－１ꎬπｓｍ＋１ꎬπｓｍ＋２ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ′ ＝ {πｓｍꎬπｔ２ꎬ􀆺ꎬπｔｋ}ꎬＳ′包

含好顶点 π３ꎬ由归纳假设得ꎬ对于 Ｓ′和 Ｔ′ꎬＧ′中存在经过 Ｆ′的配对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ记为 Ｐ′＝{Ｐ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｍ－１ꎬ
Ｐｍ１ꎬＰｍ２ꎬＰｍ＋１ꎬ􀆺ꎬＰｋ}ꎬ其中 Ｐｍ１是 π３ꎬπｓｍ￣路径ꎬＰｍ２是 πｊꎬπｔｍ￣路径ꎮ 由于 Ｇ 是简单图ꎬ因此 Ｐｍ１也是 πｓｍꎬπ３￣
路径ꎮ 设 Ｐｍ ＝Ｐｍ１＋π３πｊ＋Ｐｍ２ꎬ则对 Ｓ 和 ＴꎬＰ＝{Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}是 Ｇ 中过 Ｆ 的配对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ如图 １８ꎮ

图 １８　 经过 Ｆ 的半配对 ｋ￣ＤＰＣ
Ｆｉｇ.１８　 Ｓｅｍｉ￣ｐａｉｒｅｄ ｋ￣ＤＰＣ ｐａｓｓ ｔｈｒｏｕｇｈ Ｆ

　 　 情形 ２.１.３　 ｓ２ ＝ ２ꎮ
设 Ｐ１ ＝(π１ꎬπｉ)ꎬπ′＝π[２ꎬｎ]－πｉꎬＧ′＝Ｇ－π１－πｉꎬ由注 １.１ 得ꎬπ′是 Ｇ′的(２ｋ＋ｑ－２) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ则 Ｇ′是

(２ｋ＋ｑ－２) ￣连通ꎮ 设 Ｓ′＝{πｓ２ꎬπｓ３ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ′＝{πｔ２ꎬπｔ３ꎬ􀆺ꎬπｔｋ}ꎬＳ′包含好顶点 πｓ２ꎮ
若 ｋ＝ ２ꎬ那么 π′是 Ｇ′的(２＋ｑ) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬＧ′是(２＋ｑ) ￣连通ꎬ因此由定理 ２.２得ꎬＧ′中存在经过 Ｆ′的 πｓ２ꎬ

πｔ２￣ＨＰ 记为 Ｐ２ꎬ则对 Ｓ 和 ＴꎬＰ＝{Ｐ１ꎬＰ２}是 Ｇ 中经过 Ｆ 的配对多对多 ２￣ＤＰＣꎬ如图 １９ꎮ

图 １９　 {π１πｉꎬＰ２}示意图
Ｆｉｇ.１９　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ {π１πｉꎬＰ２}

　 　 若 ｋ>２ꎬ由归纳假设得ꎬ对于 Ｓ′和 Ｔ′ꎬＧ′中存在经过 Ｆ′的配对多对多(ｋ－１) ￣ＤＰＣꎬ记为 Ｐ′＝ {Ｐ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬ
Ｐｋ}ꎬ则对 Ｓ 和 ＴꎬＰ＝{Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}是 Ｇ 中经过 Ｆ 的配对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ如图 ２０ꎮ

图 ２０　 {π１πｉꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}示意图
Ｆｉｇ.２０　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ {π１πｉꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}

　 　 情形 ２.２　 ｔ１≠ｉꎮ
情形 ２.２.１　 ２∉{ ｔ１ꎬｓ２}ꎮ
设 π′＝π[２ꎬｎ]－πｉꎬＧ′＝Ｇ－π１－πｉꎬＳ′＝{π２ꎬπｓ２ꎬπｓ３ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ′＝ ＴꎬＳ′包含好顶点 π２ꎬ由注 １.１ 得ꎬπ′是

Ｇ′的(２ｋ＋ｑ－２) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ则 Ｇ′是(２ｋ＋ｑ－２) ￣连通ꎬ因此由归纳假设得ꎬ对于 Ｓ′和 Ｔ′ꎬＧ′中存在经过 Ｆ′的配

对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ记为 Ｐ′＝{Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}ꎬ其中 Ｐ１ 是 π２ꎬπｔ１￣路径ꎮ 由于 Ｇ 是(２ｋ＋ｑ－１) ￣连通ꎬ因此πｉπ２∈

Ｅ(Ｇ)ꎮ 设 Ｑ＝π１πｉ＋πｉπ２＋Ｐ１ꎬ那么对于 Ｓ 和 ＴꎬＰ ＝ {ＱꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}是 Ｇ 中经过 Ｆ 的配对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ
如图 ２１ꎮ

图 ２１　 {π１πｉ＋πｉπ２＋Ｐ１ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}示意图
Ｆｉｇ.２１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ {π１πｉ＋πｉπ２＋Ｐ１ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}
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　 　 情形 ２.２.２　 ｔ１ ＝ ２ꎮ
设 π′＝π[２ꎬｎ]ꎬＧ′＝Ｇ－π１ꎬＳ′＝{πｔ１ꎬπｓ２ꎬπｓ３ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ′＝{πｉꎬπｔ２ꎬπｔ３ꎬ􀆺ꎬπｔｋ}ꎬＳ′包含好顶点 πｔ１ꎬ由注

１.１得ꎬπ′是 Ｇ′的(２ｋ＋ｑ－１) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ则 Ｇ′是(２ｋ＋ｑ－１) ￣连通ꎬ因此由归纳假设得ꎬ对于 Ｓ′和 Ｔ′ꎬＧ′中存在

经过 Ｆ′的配对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ记为 Ｐ′＝{Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}ꎬ其中 Ｐ１ 是 πｔ１ꎬπｉ￣路径ꎮ 由于 Ｇ 是简单图ꎬ因此 Ｐ１

也是 πｉꎬπｔ１￣路径ꎮ 设 Ｑ＝π１πｉ＋Ｐ１ꎬ那么对于 Ｓ 和 ＴꎬＰ ＝ {ＱꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}是 Ｇ 中经过 Ｆ 的配对多对多 ｋ￣
ＤＰＣꎬ如图 ２２ꎮ

图 ２２　 路覆盖{ＱꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}
Ｆｉｇ.２２　 Ｐａｔｈ ｃｏｖｅｒ {ＱꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}

　 　 情形 ２.２.３　 ｓ２ ＝ ２ꎮ
设 π′＝π[２ꎬｎ]ꎬＧ′＝Ｇ－π１ꎬＳ′＝{πｉꎬπｓ２ꎬπｓ３ꎬ􀆺ꎬπｓｋ}ꎬＴ′ ＝ ＴꎬＳ′包含好顶点 πｓ２ꎬ由注 １.１ 得ꎬπ′是 Ｇ′的

(２ｋ＋ｑ－１) ￣ｔｈｉｃｋ ＵＩＯꎬ则 Ｇ′是(２ｋ＋ｑ－１) ￣连通ꎮ 因此由归纳假设得ꎬ对于 Ｓ′和 Ｔ′ꎬＧ′中存在经过 Ｆ′的配对多

对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ记为 Ｐ′＝{Ｐ１ꎬＰ２ꎬ􀆺ꎬＰｋ}ꎬ其中 Ｐ１ 是 πｉꎬπｔ１￣路径ꎮ 设 Ｑ＝π１πｉ＋Ｐ１ꎬ那么对于 Ｓ 和 ＴꎬＰ＝{ＱꎬＰ２ꎬ
Ｐ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}是 Ｇ 中经过 Ｆ 的配对多对多 ｋ￣ＤＰＣꎬ如图 ２３ꎮ 证毕ꎮ

图 ２３　 {π１πｉ＋Ｐ１ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}示意图
Ｆｉｇ.２３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ {π１πｉ＋Ｐ１ꎬＰ２ꎬＰ３ꎬ􀆺ꎬＰｋ}

４　 结束语

本文讨论了具有指定源集 Ｓ 和汇集 Ｔ 的半配对多对多 ｋ￣ＤＰＣ 问题ꎬ给出了具有错误顶点和边的单位区

间图仍然保持不相交路覆盖性质的结构特点ꎮ 结合单位区间图和路覆盖的性质定理得到以下结论:ｎ￣顶点

单位区间图 Ｇ 任意删去 ｐ 个点且任意经过 ｑ 条边得到 Ｇ′ꎬ其中(ｐ＋ｑ)≤ｒꎬＧ′具有半配对 １￣ＤＰＣ 性质的充要

条件 Ｇ 是(２＋ｒ) ￣连通ꎻ对于任意 ｋ￣顶点不相交子集 Ｓ 和 ＴꎬＳ 包含一个好顶点ꎬ那么 Ｇ′有配对多对多ｋ￣ＤＰＣ
当且仅当 Ｇ 是(２ｋ＋ｒ－１) ￣连通ꎬ其中 ｋ≥２ꎮ 研究方法和结论有助于设计在单位区间图上寻找点容错和边容

错的半配对 ｋ￣ＤＰＣ 的有效算法ꎮ 接下来深入探讨的开放性课题有:
(１) 单位区间图任意删去 ｒ 条边仍具有半配对 ｋ￣ＤＰＣ 性质的充要条件ꎻ
(２) 区间图任意删去 ｐ 个点且经过 ｑ 条边仍具有半配对 ｋ￣ＤＰＣ 性质的充要条件ꎮ
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