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广义 Ｐｅｔｅｒｓｅｎ 图 Ｐ(ｎꎬｋ)的等全着色

苏亚男ꎬ仝春灵∗ꎬ李勇ꎬ苏森原
(山东交通学院信息科学与电气工程学院ꎬ 山东 济南 ２５０３５７)

摘要:广义 Ｐｅｔｅｒｓｅｎ 图 Ｐ(ｎꎬｋ)是着色问题中研究得最广泛的一类图ꎬ但是当 ｋ(ｍｏｄ ４)＝ ０ 时 Ｐ(ｎꎬｋ)的全着色还有待进一步

研究ꎮ 采用计算机搜索和数学证明相结合的方法ꎬ求得 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ４ꎬ８ꎬ１２ 以及 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ０∧ｎ(ｍｏｄ ２ｋ)＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ４ 时

Ｐ(ｎꎬｋ)的等全色数ꎮ
关键词:广义 Ｐｅｔｅｒｓｅｎ 图ꎻ等全着色ꎻ等全色数
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０　 引言

图着色是图论主要的研究方向ꎬ不仅在理论上具有重要的研究意义ꎬ而且在现实生活中也有广泛的应

用[１]ꎮ 学者们在点着色和边着色的基础上ꎬ又提出了全着色和等全着色的概念[２￣３]ꎬ该问题得到大量关注和

研究ꎮ
定义 １　 给定图 Ｇ＝(ＶꎬＥ)ꎬ 对它的一个映射 σ:Ｖ∪Ｅ→{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ 若满足下列条件:

(１) ∀ｕꎬｖ∈Ｖꎬｕｖ∈Ｅꎬ 有 σ(ｕ)≠σ(ｖ)ꎬ σ(ｕｖ)≠σ(ｕ)ꎬ σ(ｕｖ)≠σ(ｖ)ꎻ
(２) ∀ｕｖ′ꎬｕｖ″∈Ｅꎬ 有 σ(ｕｖ′)≠σ(ｕｖ″)ꎬ

则称 σ 是图 Ｇ 的一个 ｋ￣全着色ꎮ 使图 Ｇ 可 ｋ￣全着色的最小 ｋ 值称为 Ｇ 的全色数ꎬ记为 χ″(Ｇ)ꎮ
Ｓ􀅡ｎｃｈｅｚ￣Ａｒｒｏｙｏ[４]证明了确定一个任意图的全色数是不确定多项式(ｎｏｎ￣ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌꎬ ＮＰ)

困难的ꎻＭｃｄｉａｒｍｉｄ 和 Ｓ􀅡ｎｃｈｅｚ￣Ａｒｒｏｙｏ[５]证明了对于 ｋ≥３ꎬ确定一个 ｋ￣正则二部图的全色数也是 ＮＰ 困难的ꎮ
对图 Ｇ＝(ＶꎬＥ) 的一个映射 σ:Ｖ∪Ｅ→{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ若除了满足定义 １ 的(１)、(２)外ꎬ还满足∀ｉꎬｊ∈

{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ有 ｜ ｜σ－１( ｉ) ｜ － ｜σ－１( ｊ) ｜ ｜≤１ꎬ则称 σ 是图 Ｇ 的一个 ｋ￣等全着色ꎮ 使图 Ｇ 可 ｋ￣等全着色的最小 ｋ
值称为 Ｇ 的等全色数ꎬ记为 χ″ ＝(Ｇ)ꎮ Ｆｕ[３] 最早提出了等全着色的概念ꎬ并猜想:对于图 Ｇꎬ若 ｋ≥
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ｍａｘ(χ″(Ｇ)ꎬΔ(Ｇ)＋２)(Δ(Ｇ)为图 Ｇ 的最大度)ꎬ则图 Ｇ 存在 ｋ￣等全着色ꎮ Ｗａｎｇ[６]进一步猜想:对于图 Ｇꎬ
有χ″＝(Ｇ)≤Δ(Ｇ)＋２ꎮ 这些猜想对树、完全图、多部图、３￣退化图和 Δ(Ｇ)≤３ 的图等成立[３ꎬ６￣１２] ꎮ 也有一些

特殊的图类ꎬ如笛卡尔积图 Ｃｍ□Ｃｎ、Ｋｎöｄｅｌ 图、 ｓｎａｒｋｓ 图、平面图、联图等[１３￣２２] ꎬ求得了等全色数的确

切值ꎮ
　 　 在与着色相关的图当中ꎬ有一类非常重要的三正则图———广义 Ｐｅｔｅｒｓｅｎ 图ꎬ人们对其着色进行了广泛而

深入的研究ꎮ Ｄａｎｔａｓ 等[２３]给出了 ｎ≥(２ｋ－１)(２ｋ－２)时 Ｐ(ｎꎬｋ)的全色数ꎬＴｏｎｇ 等[２４]找到了 ｋ(ｍｏｄ ４)＝ １ꎬ
２ꎬ３时 Ｐ(ｎꎬｋ)的等全色数ꎬ 但是 ｋ(ｍｏｄ ４) ＝ ０ 时 Ｐ( ｎꎬｋ)的全色数还有很多未知结果ꎮ 本文研究了

ｋ(ｍｏｄ ４)＝ ０时 Ｐ(ｎꎬｋ) 的等全着色ꎬ证明了 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ４ꎬ８ꎬ１２以及 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ０∧ｎ(ｍｏｄ ２ｋ)＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ４时
Ｐ(ｎꎬｋ)的等全色数是 ４ꎬ并猜想 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ０时 Ｐ(ｎꎬｋ)的等全色数也是 ４ꎮ

１　 引理及证明

定义 ２　 广义 Ｐｅｔｅｒｓｅｎ 图 Ｐ(ｎꎬｋ) [２５]是由顶点集 Ｖ(Ｐ(ｎꎬｋ))和边集 Ｅ(Ｐ(ｎꎬｋ))构成的具有 ２ｎ 个顶点

的图ꎬ 其中顶点集 Ｖ(Ｐ(ｎꎬｋ))＝ {ｖ０ꎬｖ１ꎬ􀆺ꎬｖｎ－１ꎬｕ０ꎬｕ１ꎬ􀆺ꎬｕｎ－１}ꎬ 边集 Ｅ(Ｐ(ｎꎬｋ))＝ {ｖｉｕｉꎬｖｉｖｉ＋１ꎬｕｉｕｉ＋ｋ ｜ ｉ＝ ０ꎬ
１ꎬ􀆺ꎬｎ－１}ꎬ 所有顶点下标对 ｎ 取模ꎮ 通常ꎬｖｉｖｉ＋１称为外圈的边ꎬｕｉｕｉ＋ｋ称为内圈的边ꎬｖｉｕｉ 称为弦ꎮ 图 １给出

了 Ｐｅｔｅｒｓｅｎ 图 Ｐ(５ꎬ２)ꎮ
令导出子图 Ｇｉ ＝Ｐ(ｎꎬｋ)[ｖｉ－１ꎬｖｉꎬｖｉ＋１ꎬｕｉ－ｋꎬｕｉꎬｕｉ＋ｋ](０≤ｉ≤ｎ－１)ꎬ如图 ２ 所示ꎮ

图 １　 Ｐｅｔｅｒｓｅｎ 图 Ｐ(５ꎬ２) 图 ２　 导出子图 Ｇｉ

Ｆｉｇ.１　 Ｐｅｔｅｒｓｅｎ ｇｒａｐｈ Ｐ(５ꎬ２) Ｆｉｇ.２　 Ｉｎｄｕｃｅｄ ｓｕｂｇｒａｐｈ Ｇｉ

　 　 引理 １[２４] 　 如果 σ 是 Ｐ(ｎꎬｋ)的 ４￣全着色ꎬ则:
σ(ｖｉｕｉ)＝ {１ꎬ２ꎬ３ꎬ４}－σ(Ｅ(Ｇｉ)－ｖｉｕｉ)ꎻ
σ(ｖｉ)＝ {１ꎬ２ꎬ３ꎬ４}－σ({ｖｉ－１ｖｉꎬｖｉｖｉ＋１ꎬｖｉｕｉ})ꎻ
σ(ｕｉ)＝ {１ꎬ２ꎬ３ꎬ４}－σ({ｕｉ－ｋｕｉꎬｕｉｕｉ＋ｋꎬｕｉｖｉ})ꎮ

令

Ｅ１ ＝{ｖｉｖｉ＋１:０≤ｉ≤ｎ－１}ꎻ
Ｅ２ ＝{ｕｉｕｉ＋ｋ:０≤ｉ≤ｎ－１}ꎻ
Ｅ３ ＝{ｖｉｕｉ:０≤ｉ≤ｎ－１}ꎻ
Ｖ１ ＝{ｖｉ:０≤ｉ≤ｎ－１}ꎻ
Ｖ２ ＝{ｕｉ:０≤ｉ≤ｎ－１}ꎮ

根据引理 １ꎬ如果 σ 是 Ｐ(ｎꎬｋ) 的 ４￣全着色ꎬ则 σ 可由 σ(Ｅ１∪Ｅ２)决定ꎬ因此ꎬ在后面的证明过程中只给

出 σ(Ｅ１∪Ｅ２)ꎮ
引理 ２　 当 ｋ(ｍｏｄ ８)＝ ４时ꎬＰ(ｎꎬｋ)可 ４￣等全着色ꎮ
证明　 用 ( ｉ１ ｉ２ ｉ３ ｉ４) ｍ 表示 ｉ１ ｉ２ ｉ３ ｉ４􀆺ｉ１ ｉ２ ｉ３ ｉ４

üþ ýï ï ï ï ï ï

ｍ

( ｉ１ꎬ ｉ２ꎬ ｉ３ꎬ ｉ４∈{１ꎬ２ꎬ３ꎬ４} ) ꎬ 例如:２３( ２４３１) ２３１２ ＝

２３２４３１２４３１３１２ꎮ 令 ｎ８ ＝ｎ(ｍｏｄ ８)ꎬ 根据 ｎ８ 的取值ꎬ构造如下的 σ(Ｅ１∪Ｅ２):
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σ(Ｅ１)＝

(１２１２３４３４)
ｎ
８ ꎬ ｎ８ ＝ ０ꎻ

(３４３４２１２１)
ｎ－ｋ－５
８ (４３４２１２１３)

ｋ－４
８ ４３４２４２１２１ꎬ ｎ８ ＝ １ꎻ

(２３２３４１４１)
ｎ－２ｋ－２
８ ２３２３４１４１(２３２３４１４１)

ｋ－４
８ (２１２３４３４１)

ｋ－４
８ ２１ꎬ ｎ８ ＝ ２ꎻ

(３２３４１４１２)
ｎ－１１
８ ３２３４３４３４１３２ꎬ ｋ＝ ４ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

(２３２３４２３１)
ｋ－４
８ ２３２３４２４１(４１３４１４３１)

ｋ－１２
８ ４１３４１４１３２１４ꎬ ｋ≥１２ꎬ ｎ＝ ２ｋ＋３ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

(３２３４１４１２)
ｎ－２ｋ－３
８ ３２３(２３４１４１２３)

ｋ－４
８ １４３４(２１３２４３１４)

ｋ－１２
８ ２１３２４３１３４１３２ꎬ ｋ≥１２ꎬ ｎ≥２ｋ＋１１ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

(１２３２３４１４)
ｎ－２ｋ－４
８ １２３２３４(２４３２４２１４)

ｋ－４
８ ２４３２１３(２１３１４３１３)

ｋ－４
８ ꎬ ｎ８ ＝ ４ꎻ

(２３１４１４２３)
ｎ－２ｋ－５
８ ２３１４１２(３２３１４１４２)

ｋ－４
８ ３２３４３４１(２４３２１３４１)

ｋ－４
８ ꎬ ｎ８ ＝ ５ꎻ

(１２１２３４３４)
ｎ－ｋ－２
８ １４２３４３(４１２１２３４３)

ｋ－４
８ ꎬ ｎ８ ＝ ６ꎻ

(１２１２３４３４)
ｎ－７
８ １２１２３４３ꎬ ｎ８ ＝ ７ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

σ(Ｅ２)＝

(１２１２３４３４)
ｎ
８ ꎬ ｎ８ ＝ ０ꎻ

(１２１３４３４２)
ｎ－ｋ－５
８ (２１２１３４３４)

ｋ－４
８ ２１２１３４３４２ꎬ ｎ８ ＝ １ꎻ

(１２１２３４３４)
ｎ－２ｋ－２
８ １２１２３１３４(１３１２３１３４)

ｋ－４
８ (２４１２４２３４)

ｋ－４
８ ２４ꎬ ｎ８ ＝ ２ꎻ

(１２１２３４３４)
ｎ－１１
８ １２１２３３３３４２４ꎬ ｋ＝ ４ꎬｎ８ ＝ ３ꎻ

(１２１２３４３４)
ｋ－４
８ １２１２３３２４(４２４２３１３３)

ｋ－１２
８ ４２４２３１３３４２４ꎬ ｋ≥１２ꎬ ｎ＝ ２ｋ＋３ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

(１２１２３４３４)
ｎ－２ｋ－３
８ １２１(２２３３４４１１)

ｋ－４
８ １３３３(３４２４１２４２)

ｋ－１２
８ ３４２４１２４２３４２４ꎬ ｋ≥１２ꎬ ｎ≥２ｋ＋１１ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

(１２１２３４３４)
ｎ－２ｋ－４
８ １２１２３４(２３２３４１４１)

ｋ－４
８ ２３２３３４(１２１２３４３４)

ｋ－４
８ ꎬ ｎ８ ＝ ４ꎻ

(１３１４２４２３)
ｎ－２ｋ－５
８ １３１４２２(３３１１４４２２)

ｋ－４
８ ３３１４１２３(４３１４３４２３)

ｋ－４
８ ꎬ ｎ８ ＝ ５ꎻ

(１２１２３４３４)
ｎ－ｋ－２
８ １２４３４３(４１２１２３４３)

ｋ－４
８ ꎬ ｎ８ ＝ ６ꎻ

(１２１２３４３４)
ｎ－７
８ １２１２３４３ꎬ ｎ８ ＝ ７ꎮ
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由引理 １ꎬ可得到:

σ(Ｅ３)＝

(２３４３４１２１)
ｎ
８ ꎬ ｎ８ ＝ ０ꎻ

(２１２１３４３４)
ｎ－ｋ－５
８ ３２１３(４３４２１２１３)

ｋ－４
８ １３４３４ꎬ ｎ８ ＝ １ꎻ

(４１４１２３２３)
ｎ－２ｋ－２
８ ４１４１２３２３(４１４１２３２３)

ｋ－４
８ (４３４１２１２３)

ｋ－４
８ ４３ꎬ ｎ８ ＝ ２ꎻ

(４１４１２３２３)
ｎ－１１
８ ４１４１２１２１２４１ꎬ ｋ＝ ４ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

３１４１１１４２(４１４１１１４２)
ｋ－１２
８ ４１４１２１３３(２３２１２３２４)

ｋ－４
８ １４３ꎬ ｋ≥１２ꎬ ｎ＝ ２ｋ＋３ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

(４１４１２３２３)
ｎ－２ｋ－３
８ ４１(４１４１２３２３)

ｋ－４
８ ４２２１２(１３４１３１２３)

ｋ－１２
８ １３４１３１２４２２４１ꎬ ｋ≥１２ꎬ ｎ≥２ｋ＋１１ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

４４４１４(１２３２３４１４)
ｎ－２ｋ－４
８ １３１１１(１３３３３１１１)

ｋ－４
８ (４２４４２４２２)

ｋ－４
８ ４２ꎬ ｎ８ ＝ ４ꎻ

３４４２(３２３１４１４２)
ｎ－２ｋ－５
８ ３４４１４(２３２３１４１４)

ｋ－４
８ １２１２(３１２１４２１２)

ｋ－４
８ ꎬ ｎ８ ＝ ５ꎻ

２４３４(１２１２３４３４)
ｋ－４
８ ４(１２１２３４３４)

ｎ－２ｋ－６
８ １２１２３１１２１(２３４３４１２１)

ｋ－４
８ ꎬ ｎ８ ＝ ６ꎻ

４４３４(１２１２３４３４)
ｋ－４
８ ４(１２１２３４３４)

ｎ－ｋ－３
８ １２ꎬ ｎ８ ＝ ７ꎮ
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σ(Ｖ１)＝

(３４３４１２１２)
ｎ
８ ꎬ ｎ８ ＝ ０ꎻ

(４２１２１３４３)
ｎ－ｋ－５
８ (２１２１３４３４)

ｋ－４
８ ２１２１３１３４３ꎬ ｎ８ ＝ １ꎻ

(３４１４１２３２)
ｎ－２ｋ－２
８ ３４１４１２３２(３４１４１２３２)

ｋ－４
８ (３４３４１２１２)

ｋ－４
８ ３４ꎬ ｎ８ ＝ ２ꎻ

(１４１２３２３４)
ｎ－１１
８ １４１２１２１２３２４ꎬ ｋ＝ ４ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

１４１４(２３１４３４１４)
ｋ－４
８ １３(１２３２４２３２)

ｋ－１２
８ １２３２４２３２３２４３２ꎬ ｋ≥１２ꎬ ｎ＝ ２ｋ＋３ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

(１４１２３２３４)
ｎ－２ｋ－３
８ １(４１４１２３２３)

ｋ－４
８ ４１４３２１(３４２４１２４２)

ｋ－１２
８ ３４２４１２４２１３２４ꎬ ｋ≥１２ꎬ ｎ≥２ｋ＋１１ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

２３１４(１２３２３４１４)
ｎ－２ｋ－４
８ １２１３２４(３１４２１３２４)

ｋ－４
８ ３４(１３４２３１２４)

ｋ－４
８ ꎬ ｎ８ ＝ ４ꎻ

４１２３２３(１４１４２３２３)
ｎ－２ｋ－５
８ (１４１４２３２３)

ｋ－４
８ １４１２１２３(４３１４３４２３)

ｋ－４
８ ꎬ ｎ８ ＝ ５ꎻ

４３４３(４１２１２３４３)
ｋ－４
８ (１２１２３４３４)

ｎ－２ｋ－６
８ １２１２３２３４１２(１２３４３４１２)

ｋ－４
８ ꎬ ｎ８ ＝ ６ꎻ

２３４３(４１２１２３４３)
ｋ－４
８ (１２１２３４３４)

ｎ－ｋ－３
８ １２１ꎬ ｎ８ ＝ ７ꎮ
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σ(Ｖ２)＝

(４１２１２３４３)
ｎ
８ ꎬ ｎ８ ＝ ０ꎻ

(３４３４２１２１)
ｎ－ｋ－５
８ １４３(４２１２１３４３)

ｋ－４
８ ４４２１２１ꎬ ｎ８ ＝ １ꎻ

２３３３４(１４１２３２３４)
ｎ－１０
８ ４４１１２ꎬ ｋ＝ ４ꎬ ｎ８ ＝ ２ꎻ

２３３３４(１１１２３３３４)
ｎ－２ｋ－２
８ (４１１２２３３４)

３ｋ－ｎ－２
８ (４４１２２２３４)

ｎ－２ｋ－２
８ (４４１１２２３３)

ｋ－４
８ ４４１１２ꎬ

ｋ≥１２ꎬ ２ｋ＋２≤ｎ≤３ｋ－１０ꎬ ｎ８ ＝ ２ꎻ

２３３３４(１１１２３３３４)
ｋ－４
８ (１４１２３２３４)

ｎ－３ｋ＋２
８ (４４１２２２３４)

ｋ－４
８ (４４１１２２３３)

ｋ－４
８ ４４１１２ꎬ

ｋ≥１２ꎬ ｎ≥３ｋ－２ꎬ ｎ８ ＝ ２ꎻ

２３３３(４１４１２３２３)
ｎ－１１
８ ４４４４１１２ꎬ ｋ＝ ４ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

２３３３(４２２１２３３３)
ｋ－４
８ (４４４１１１１３)

ｋ－４
８ ４４４１２１１ꎬ ｋ≥１２ꎬ ｎ＝ ２ｋ＋３ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

２３３３(４１１１２３３３)
ｎ－２ｋ－３
８ ３(４１１１２３３３)

３ｋ－ｎ－１
８ ４４１１２２３(３４４１１２２３)

ｎ－２ｋ－１１
８ ４４４４１１２(２３３４４１１２)

ｋ－１２
８ ２３３３４１１２ꎬ

　 ｋ≥２０ꎬ ２ｋ＋１１≤ｎ≤３ｋ－９ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

２３３３(４１１１２３３３)
ｋ－４
８ (４１４１２３２３)

ｎ－３ｋ＋１
８ (３４４１１２２３)

ｋ－４
８ ４４４４１１２(２３３４４１１２)

ｋ－１２
８ ２３３３４１１２ꎬ
ｋ≥１２ꎬ ｎ≥３ｋ－１ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

３１２３２３(４１４１２３２３)
ｎ－２ｋ－４
８ ４４４(２２２２４４４４)

ｋ－４
８ ２１１(３１３３１３１１)

ｋ－４
８ ꎬ ｎ８ ＝ ４ꎻ

２２３(１４１４２３２３)
ｎ－１３
８ １４１２２３３４４４ꎬ ｋ＝ ４ꎬ ｎ８ ＝ ５ꎻ

２２３(１１１４２２２３)
ｎ－２ｋ－５
８ １１１２２２３(１１１４２２２３)

３ｋ－ｎ－７
８ (１１４４２２３３)

ｎ－２ｋ＋３
８ ４４４(２２３３１１４４)

ｋ－４
８ ꎬ

ｋ≥１２ꎬ ２ｋ＋５≤ｎ≤３ｋ－７ꎬ ｎ８ ＝ ５ꎻ

２２３(１１１４２２２３)
ｋ－４
８ (１４１４２３２３)

ｎ－３ｋ－１
８ １４１２２３３(１１４４２２３３)

ｋ－４
８ ４４４(２２３３１１４４)

ｋ－４
８ ꎬ
ｋ≥１２ꎬ ｎ≥３ｋ＋１ꎬ ｎ８ ＝ ５ꎻ

３(１２１２３４３４)
ｎ－ｋ－２
８ １２２３４(３４１２１２３４)

ｋ－４
８ ꎬ ｎ８ ＝ ６ꎻ

３(１２１２３４３４)
ｎ－７
８ １２１２３４ꎬ ｎ８ ＝ ７ꎮ
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根据全着色的定义ꎬ可以证明 σ 是 Ｐ(ｎꎬｋ)的 ４￣全着色ꎮ 由
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｜σ－１(１) ｜ ＝ ｜σ－１(２) ｜ ＝ ｜σ－１(３) ｜ ＝ ｜σ－１(４) ｜ ＝ ５ｎ
４
ꎬ ｎ８ ＝ ０ꎬ４ꎻ

｜σ－１(１) ｜ ＝ ５ｎ
＋３
４
ꎬ　 ｜σ－１(２) ｜ ＝ ｜σ－１(３) ｜ ＝ ｜σ－１(４) ｜ ＝ ５ｎ

－１
４
ꎬ ｎ８ ＝ １ꎻ

｜σ－１(１) ｜ ＝ ｜σ－１(２) ｜ ＝ ５ｎ
－２
４
ꎬ　 ｜σ－１(３) ｜ ＝ ｜σ－１(４) ｜ ＝ ５ｎ

＋２
４
ꎬ ｎ８ ＝ ２ꎻ

｜σ－１(１) ｜ ＝ ｜σ－１(２) ｜ ＝ ｜σ－１(４) ｜ ＝ ５ｎ
＋１
４
ꎬ　 ｜σ－１(３) ｜ ＝ ５ｎ

－３
４
ꎬ ｎ８ ＝ ３ꎻ

｜σ－１(１) ｜ ＝ ｜σ－１(３) ｜ ＝ ｜σ－１(４) ｜ ＝ ５ｎ
－１
４
ꎬ　 ｜σ－１(２) ｜ ＝ ５ｎ

＋３
４
ꎬ ｎ８ ＝ ５ꎻ

｜σ－１(１) ｜ ＝ ｜σ－１(４) ｜ ＝ ５ｎ
－２
４
ꎬ　 ｜σ－１(２) ｜ ＝ ｜σ－１(３) ｜ ＝ ５ｎ

＋２
４
ꎬ ｎ８ ＝ ６ꎻ

｜σ－１(１) ｜ ＝ ｜σ－１(２) ｜ ＝ ｜σ－１(３) ｜ ＝ ５ｎ
＋１
４
ꎬ　 ｜σ－１(４) ｜ ＝ ５ｎ

－３
４
ꎬ ｎ８ ＝ ７ꎬ

得 ｜ ｜σ－１( ｉ) ｜ － ｜σ－１( ｊ) ｜ ｜≤１(１≤ｉ≤ｊ≤４)ꎬ 因此ꎬ当 ｋ(ｍｏｄ ８)＝ ４ 时ꎬσ 是 Ｐ(ｎꎬｋ)的 ４￣等全着色ꎮ
图 ３给出了 ｎ＝ ９ꎬ１０ꎬ１１ꎬ１２ 时 Ｐ(ｎꎬ４) 的 ４￣等全着色ꎮ

图 ３　 ｎ＝ ９ꎬ１０ꎬ１１ꎬ１２ 时 σ(Ｐ(ｎꎬ４))
Ｆｉｇ.３　 σ(Ｐ(ｎꎬ４)) ｆｏｒ ｎ＝ ９ꎬ１０ꎬ１１ꎬ１２

　 　 引理 ３　 当 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ８ 时ꎬ Ｐ(ｎꎬｋ) 可 ４￣等全着色ꎮ
证明　 令 ｎ１６ ＝ｎ(ｍｏｄ １６)ꎬ 构造如下的 σ(Ｅ１∪Ｅ２):

σ(Ｅ１)＝

(１２１２１２１２３４３４３４３４)
ｎ
１６ꎬ ｎ１６ ＝０ꎻ

(２３４３４３４３ ４１２１２１２１)
ｎ－ｋ－９
１６ ２３４３４３４３４２１２１２１２３(４３４３４３４１２１２１２１２３)

ｋ－８
１６ ꎬ ｎ１６ ＝１ꎻ

(１２１２３４３４３４３４１２１２)
ｎ－２ｋ－２
１６ １２１２１２４３(１４３４３４２１３２１２１２４３)

ｋ－８
１６ １４３４３１２１４２(１２１３４３２４３４３１２１４２)

ｋ－８
１６ ꎬ

ｎ１６ ＝２ꎻ

(１２１４３４３４ ３４３２１２１２)
ｎ－２ｋ－３
１６ １２１４３４３１(３２３２１２１２１４１４３４３１)

ｋ－８
１６ ３２３４２４２１４１２(４２１３１４２３４２４２１４１２)

ｋ－８
１６ ꎬ

ｎ１６ ＝３ꎻ

(２３２３２３２３４１４１４１４１)
ｎ－２ｋ－４
１６ ２３２３２３２３(１２３４１３１４２４１３２３２３)

ｋ－８
１６ １２３４１４１４２３１３(２４２３４１２４１４１４２３１３)

ｋ－８
１６ ꎬ

ｎ１６ ＝４ꎻ

(１２３２３４３４ ３４１４１２１２)
ｎ－２ｋ－５
１６ １２３２３４３２(３４１４１２１４１２３２３４３２)

ｋ－８
１６ ３４１４１３１２１４２３２(４２４３１４２４３１２１４２３２)

ｋ－８
１６ ꎬ

ｎ１６ ＝５ꎻ

(２３２３２３２３４１４１４１４１)
ｎ－２ｋ－６
１６ ２３２３２３２３(２４１２３４１４２１４２１３２３)

ｋ－８
１６ ２４１２３４１３４１３２１３(２３４１２３１４１３４１３２１３)

ｋ－８
１６ ꎬ

ｎ１６ ＝６ꎻ

(１２４３４１２１ ４３１２３２４３)
ｎ－２ｋ－７
１６ １２４３４１２４(１３１４２４２４３２４３４１２４)

ｋ－８
１６ １３１４２４２４１２４２３２３(２１４２１３２１４１２４２３２３)

ｋ－８
１６ ꎬ

ｎ１６ ＝７ꎻ
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σ(Ｅ１)＝

(１４１４１４１２３２３２３２３４)
ｎ－２ｋ－８
１６ １４１４１４１２４１２３１３４１(２３４１３１２３４１２３１３４１)

ｋ－８
１６ ３４１２４２３４(１２３４２４１２３４１２４２３４)

ｋ－８
１６ ꎬ

ｎ１６ ＝８ꎻ

(１２１２３４１２ ３４３４１２３４)
ｎ－２ｋ－９
１６ １２１２３４１２３２４３４１３４(１２４１２３４２３２４３４１３４)

ｋ－８
１６ ２３４１２４１３４(１２３１２３４２３４１２４１３４)

ｋ－８
１６ ꎬ
ｎ１６ ＝９ꎻ

(４１４１４１４１ ２３２３２３２３)
ｎ－２ｋ－１０
１６ ４１４１４１４１２３４１２３１４(１４２１２３１３２３４１２３１４)

ｋ－８
１６ １４２１４２３４２３(２４１２３４１４２１４２３４２３)

ｋ－８
１６ ꎬ
ｎ１６ ＝１０ꎻ

(４３４３２１２１２１２１４３４３)
ｎ－２ｋ－１１
１６ ４３４３２１２１２１２４１３２４(３１３２３１４２１２１４１３２４)

ｋ－８
１６ ３１３２３２１２３４３(４１４３１２１３２３２１２３４３)

ｋ－８
１６ ꎬ
ｎ１６ ＝１１ꎻ

(４１４１４１４１ ２３２３２３２３)
ｎ－２ｋ－１２
１６ ４１４１４１４１２３２３２３４３(４１４１４１２１２３２３２３４３)

ｋ－８
１６ ４１４１２４２３２３２３(４２４１４１４１２４２３２３２３)

ｋ－８
１６ ꎬ

ｎ１６ ＝１２ꎻ

(４３４３２１２１ ２１２１４３４３)
ｎ－２ｋ－１３
１６ ４３４３２１２１２１２１４１４２(４３１３１３２４２１２４３１４２)

ｋ－８
１６ ４３１３１２３２１４３４３(４１４３２１２１２３２１４３４３)

ｋ－８
１６ ꎬ

ｎ１６ ＝１３ꎻ

(１２１２１２１２３４３４３４３４)
ｎ－ｋ－６
１６ １２１２１４２３４３４３４３(４１２１２１２１２３４３４３４３)

ｋ－８
１６ ꎬ ｎ１６ ＝１４ꎻ

(１２１２１２１２ ３４３４３４３４)
ｎ－１５
１６ １２１２１２１２３４３４３４３ꎬ ｎ１６ ＝１５ꎮ
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σ(Ｅ２)＝

(１２１２１２１２３４３４３４３４)
ｎ
１６ꎬ ｎ１６ ＝ ０ꎻ

(１２１２１２１２ ３４３４３４３４)
ｎ－ｋ－９
１６ １２１２１２１２３３４３４３４３４(１２１２１２１２３４３４３４３４)

ｋ－８
１６ ꎬ ｎ１６ ＝ １ꎻ

(１２１２１２１２ ３４３４３４３４)
ｎ－２ｋ－２
１６ １２１２１１２２(４１３４３３４４２３１２１１２２)

ｋ－８
１６ ４１３４３４３４３４(１２１２１２１２３４３４３４３４)

ｋ－８
１６ ꎬ ｎ１６ ＝２ꎻ

(１２１２１２１２ ３４３４３４３４)
ｎ－２ｋ－３
１６ １２１２１２１１(２４２４３４３４１２４２１２１１)

ｋ－８
１６ ２４２３４３４３４３４(１２１２１２１２３４３４３４３４)

ｋ－８
１６ ꎬ ｎ１６ ＝３ꎻ

(１２１２１２１２ ３４３４３４３４)
ｎ－２ｋ－４
１６ １２１２１２１２(２３２３３３４４４１４１１２１２)

ｋ－８
１６ ２３２３３４３４３４３４(１２１２１２１２３４３４３４３４)

ｋ－８
１６ ꎬ ｎ１６ ＝４ꎻ

(１２１２１２１２ ３４３４３４３４)
ｎ－２ｋ－５
１６ １２１２１２１２(２４３１３４３４４１１３１２１２)

ｋ－８
１６ ２４３１３３４３４２４３４(１２１２４２２２３４３４２４３４)

ｋ－８
１６ ꎬ

ｎ１６ ＝５ꎻ

(１２１２１２１２ ３４３４３４３４)
ｎ－２ｋ－６
１６ １２１２１２１３(２３２３２３３４４１４１１１１３)

ｋ－８
１６ ２３２３２３３４３４３４３４(１２１２１２４２３４３４３４３４)

ｋ－８
１６ ꎬ

ｎ１６ ＝６ꎻ

(１１３２３４３１２４４３１２２４)
ｎ－２ｋ－７
１６ １１３２３４３１(３２４４４１２２４３１２３１３１)

ｋ－８
１６ ３２４４４１２２４４３１２２４(１１１２３４３１２４４３１２２４)

ｋ－８
１６ ꎬ ｎ１６ ＝７ꎻ

(１２１２１２１２３４３４３４３４)
ｎ－２ｋ－８
１６ １２１２１２１２４１４１４１４１(２３２３２３２３４１４１４１４１)

ｋ－８
１６ ３４３４３４３４(１２１２１２１２３４３４３４３４)

ｋ－８
１６ ꎬ
ｎ１６ ＝８ꎻ

(１２１２３４１２３４３４１２３４)
ｎ－２ｋ－９
１６ １２１２３４１２３４２４１２４４(１２４２３１２３３４２４１２４４)

ｋ－８
１６ ２３４３４１２３４(１２１２３４１２３４３４１２３４)

ｋ－８
１６ ꎬ
ｎ１６ ＝９ꎻ

(１２１２１２１２ ３４３４３４３４)
ｎ－２ｋ－１０
１６ １２１２１２１２３４４１４１４１(４２２２２３２３３４４１４１４１)

ｋ－８
１６ ４２３４３４３４３４(１３１２１２１２３４３４３４３４)

ｋ－８
１６ ꎬ
ｎ１６ ＝１０ꎻ

(１２１２１２１２３４３４３４３４)
ｎ－２ｋ－１１
１６ １２１２１２１２３４３１３１２３(２１２３１３４１３４３１３１２３)

ｋ－８
１６ ２１２３４３４２４３４(１２１２４２１２３４３４２４３４)

ｋ－８
１６ ꎬ

ｎ１６ ＝１１ꎻ

(１２１２１２１２３４３４３４３４)
ｎ－２ｋ－１２
１６ １２１２１２１２３４３４２４４３(１２１２４２２１３４３４２４４３)

ｋ－８
１６ １２１２３１３４３４３４(１３１２１２１２３１３４３４３４)

ｋ－８
１６ ꎬ

ｎ１６ ＝１２ꎻ

(１２１２１２１２ ３４３４３４３４)
ｎ－２ｋ－１３
１６ １２１２１２１２３４３４３１３１(２１２１２３１３４３４３４１３１)

ｋ－８
１６ ２１２１２３４３４３４３４(１２１２１２１２３４３４３４３４)

ｋ－８
１６ ꎬ

ｎ１６ ＝１３ꎻ

(１２１２１２１２ ３４３４３４３４)
ｎ－ｋ－６
１６ １２１２１２４３４３４３４３(４１２１２１２１２３４３４３４３)

ｋ－８
１６ ꎬ ｎ１６ ＝１４ꎻ

(１２１２１２１２ ３４３４３４３４)
ｎ－１５
１６ １２１２１２１２３４３４３４３ꎬ ｎ１６ ＝１５ꎮ
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　 第 ２期 苏亚男ꎬ等:广义 Ｐｅｔｅｒｓｅｎ 图 Ｐ(ｎꎬｋ)的等全着色 ７７　　　 　

　 　 用与引理 ２类似的方法可证明ꎬ当 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ８ 时ꎬ该着色 σ 是 Ｐ(ｎꎬｋ)的 ４￣等全着色ꎬ此处不再赘述ꎮ
图 ４给出了 ｎ＝ １７ꎬ１８ꎬ１９ꎬ２０ 时 Ｐ(ｎꎬ８)的 ４￣等全着色ꎮ

图 ４　 ｎ＝ １７ꎬ１８ꎬ１９ꎬ２０ 时 σ(Ｐ(ｎꎬ８))
Ｆｉｇ.４　 σ(Ｐ(ｎꎬ８)) ｆｏｒ ｎ＝ １７ꎬ１８ꎬ１９ꎬ２０

　 　 引理 ４　 当 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ０∧ｎ(ｍｏｄ ２ｋ)＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ４ 时ꎬＰ(ｎꎬｋ) 可 ４￣等全着色ꎮ
证明　 令 ｎ２ｋ ＝ｎ(ｍｏｄ ２ｋ)ꎬ 构造如下的 σ(Ｅ１∪Ｅ２):

σ(Ｅ１)＝

((１２)
ｋ
２(３４)

ｋ
２ )

ｎ
２ｋꎬ ｎ２ｋ ＝ ０ꎻ

(２３(４３)
ｋ－２
２ ４１(２１)

ｋ－２
２ )

ｎ－２ｋ－１
２ｋ ２３(４３)

ｋ－２
２ ４２(１２)

ｋ－２
２ ３ꎬ ｎ２ｋ ＝ １ꎻ

((１２)
ｋ－４
２ ３４３４(３４)

ｋ－４
２ １２１２)

ｎ－２ｋ－２
２ｋ (１２)

ｋ－２
２ ４３１(４３)

ｋ－４
２ １２１４２ꎬ ｎ２ｋ ＝ ２ꎻ

((２３)
ｋ
２(４１)

ｋ
２ )

ｎ－２ｋ－４
２ｋ (２３)

ｋ
２ １２３４(１４)

ｋ－４
２ ２３１３ꎬ ｎ２ｋ ＝ ４ꎮ
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σ(Ｅ２)＝

((１２)
ｋ
２(３４)

ｋ
２ )

ｎ
２ｋꎬ ｎ２ｋ ＝ ０ꎻ

((１２)
ｋ
２(３４)

ｋ
２ )

ｎ－２ｋ－１
２ｋ (１２)

ｋ
２ ３(３４)

ｋ
２ ꎬ ｎ２ｋ ＝ １ꎻ

((１２)
ｋ
２(３４)

ｋ
２ )

ｎ－２ｋ－２
２ｋ (１２)

ｋ－４
２ １１２２４１(３４)

ｋ
２ ꎬ ｎ２ｋ ＝ ２ꎻ

((１２)
ｋ
２(３４)

ｋ
２ )

ｎ－２ｋ－４
２ｋ (１２)

ｋ
２ ２３２３(３４)

ｋ
２ ꎬ ｎ２ｋ ＝ ４ꎮ
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用与引理 ２类似的方法可证明ꎬ当 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ０∧ｎ(ｍｏｄ ２ｋ)＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ４ 时ꎬ该着色 σ 是 Ｐ(ｎꎬｋ)的 ４￣
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等全着色ꎮ
图 ５给出了 ｎ＝ ３３ꎬ３４时 Ｐ(ｎꎬ１６)的 ４￣等全着色ꎮ

图 ５　 ｎ＝ ３３ꎬ３４时 σ(Ｐ(ｎꎬ１６))
Ｆｉｇ.５　 σ(Ｐ(ｎꎬ１６)) ｆｏｒ ｎ＝ ３３ꎬ３４

　 　 由引理 ２、３得ꎬ当 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ４ꎬ８ꎬ１２ 时ꎬ χ″＝(Ｐ(ｎꎬｋ))≤４ꎮ 又因为 χ″＝(Ｐ(ｎꎬｋ))≥χ″(Ｐ(ｎꎬｋ))≥
Δ(Ｐ(ｎꎬｋ))＋１＝ ４ꎬ所以有如下定理:

定理 １　 当 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ４ꎬ８ꎬ１２ 时ꎬ χ″＝(Ｐ(ｎꎬｋ))＝ ４ꎮ
同理ꎬ由引理 ４ꎬ可证明ꎬ当 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ０∧ｎ(ｍｏｄ ２ｋ)＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ４ 时ꎬ χ″＝(Ｐ(ｎꎬｋ))＝ ４ꎮ 进一步ꎬ有如下

猜想:
猜想 １　 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ０时ꎬ χ″＝(Ｐ(ｎꎬｋ))＝ ４ꎮ

２　 结论

证明了 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ４ꎬ８ꎬ１２以及 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ０∧ｎ(ｍｏｄ ２ｋ)＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ４ 时 Ｐ(ｎꎬｋ)的等全色数是 ４ꎬ并
进一步猜想 ｋ(ｍｏｄ １６)＝ ０时 Ｐ(ｎꎬｋ) 的等全色数也是 ４ꎬ改进和扩展了 Ｐ(ｎꎬｋ)的等全色数的现有结果ꎮ
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