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一类 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶发展方程 ｍｉｌｄ 解的存在性
与近似可控性

冯玉欣ꎬ杨和∗

(西北师范大学数学与统计学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:用线性算子余弦族理论和 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理证明 Ｂａｎａｃｈ 空间中一类 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶半线性发展方程 ｍｉｌｄ
解的存在性ꎬ并建立相应的控制系统的近似可控性结果ꎮ 最后给出抽象结果的应用举例ꎮ
关键词:分数阶发展方程ꎻｍｉｌｄ 解ꎻ近似可控性ꎻ余弦族
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Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｍｉｌｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ
Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ＦＥＮＧ Ｙｕｘｉｎꎬ ＹＡＮＧ Ｈｅ∗

(Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｌａｎｚｈｏｕ ７３００７０ꎬ Ｇａｎｓｕꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｍｉｌｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｂａｎａｃｈ ｓｐａｃｅ
ｉｓ ｐｒｏｖｅｄ ｂｙ ｕｔｉｌｉｚｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｓｉｎｅ ｆａｍｉｌｙ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ａｎｄ Ｓｃｈａｕｄｅｒ′ｓ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｔｈｅｏｒｅｍ. Ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｉｌｉｔｙ
ｒｅｓｕｌｔ ｉｓ ａｌｓｏ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍｓ. Ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ｔｏ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ａｂｓｔｒａｃｔ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ｉｎ
ｔｈｅ ｅｎｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎꎻ ｍｉｌｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎻ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｉｌｉｔｙꎻ ｃｏｓｉｎｅ ｆａｍｉｌｙ

０　 引言

近年来ꎬ分数阶微积分理论已被广泛应用于自然科学的各个领域ꎬ成为了许多工程和物理问题极有利的

数学工具ꎮ 分数阶微分方程解的存在性和可控性已成为微分方程理论中的热点问题而受到众多学者的广泛

关注ꎮ ２０１３年ꎬＦěｃｋａｎ 等[１]利用 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理证明一类 Ｓｏｂｏｌｅｖ 型 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶发展方程 ｍｉｌｄ 解

的存在性和精确可控性ꎮ 后来ꎬ常永奎等[２￣３]运用预解算子理论给出了两类分数阶发展方程 ｍｉｌｄ 解的定义ꎬ
并证明其近似可控性和最优控制结果ꎮ ２０２１ 年ꎬ周勇等[４]利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换、余弦族理论和 Ｍａｉｎａｒｄｉ′ ｓ
Ｗｒｉｇｈｔ 型函数给出一类 α∈(１ꎬ２)阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶发展方程 ｍｉｌｄ 解的新概念ꎬ并证明该系统的精确可控性

结果ꎮ Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶微分系统比 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶微分系统更适合描述黏弹性材料的性质ꎬ且被广

泛的应用于流体力学、黏弹性力学等领域ꎬ具有实际意义[５￣６]ꎮ 由于使用余弦族理论和 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理

证明 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶半线性发展方程可解性和近似可控性的研究相对较少ꎬ所以本文加以补充和
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丰富ꎮ
受上述文献启发ꎬ本文考虑 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶发展方程初值问题

Ｄα
ｔ ｕ( ｔ)＝ Ａｕ( ｔ)＋ｆ( ｔꎬｕ( ｔ))＋Ｂｙ( ｔ)ꎬ　 ｔ∈(０ꎬｂ]ꎬ
(ｇ２－α∗ｕ)(０)＝ ｕ０ꎬ　 (ｇ２－α∗ｕ) ′(０)＝ ｕ１

{ (１)

ｍｉｌｄ 解的存在性和近似可控性ꎬ其中 Ｄα
ｔ 为 α∈(１ꎬ２)阶 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数算子ꎮ 状态 ｕ(􀅰)取

值于 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｅꎮ Ｊ ＝ [０ꎬｂ]ꎬＪ′ ＝ (０ꎬｂ]ꎬｂ > ０ 为常数ꎮ Ａ:Ｄ(Ａ) ⊂Ｅ→Ｅ 生成 Ｅ 中强连续余弦族

{Ｃ( ｔ)} ｔ≥０ꎬＤ(Ａ)表示算子 Ａ 的定义域ꎬ按图像范数‖ｕ‖Ａ ＝‖ｕ‖＋‖Ａｕ‖构成 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ 控制函数

ｙ∈Ｌ２(ＪꎬＵ)ꎬＵ 是一个自反 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬＢ:Ｕ→Ｅ 是线性有界算子ꎮ ｆ:Ｊ×Ｅ→Ｅ 是给定函数ꎬｕ０∈Ｄ(Ａ)ꎬ
ｕ１∈Ｅꎮ

符号∗表示卷积ꎬ对 α>０ꎬ记

ｇα( ｔ)＝
１
Γ(α)

ｔα－１ꎬ　 ｔ>０ꎬ

０ꎬ ｔ≤０ꎬ

ì

î

í
ïï

ïï

其中 Γ(α)是 Ｇａｍｍａ 函数ꎮ 一般地ꎬ函数 ｆ 和 ｇ 的卷积定义为

( ｆ∗ｇ)( ｔ)＝∫ｔ
０
ｆ( ｔ－ｓ)ｇ(ｓ)ｄｓꎮ

１　 预备知识

设 Ｅ 为 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ其范数用‖􀅰‖表示ꎬＬ(Ｅ)为 Ｅ 中的线性有界算子全体构成的 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ 设

(Ｃ(ＪꎬＥ)ꎬ‖􀅰‖Ｃ)为通常的 Ｅ 值连续函数空间ꎬ其范数用‖ｕ‖Ｃ ＝ ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ
‖ｕ( ｔ)‖表示ꎮ 定义

Ｃα(ＪꎬＥ)＝ {ｕ∈Ｃ(Ｊ′ꎬＥ)ꎬ ｌｉｍ
ｔ→０

ｔ２－αｕ( ｔ)存在且有限}ꎬ

则 Ｃα(ＪꎬＥ)按范数‖ｕ‖Ｃα ＝ ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ
‖ｔ２－αｕ( ｔ)‖构成 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ

令

Ｂｒ(Ｊ)＝ {ｖ∈Ｃ(ＪꎬＥ) ｜‖ｖ‖Ｃ≤ｒ}ꎬ
Ｂα

ｒ(Ｊ′)＝ {ｕ∈Ｃα(ＪꎬＥ) ｜‖ｕ‖Ｃα≤ｒ}ꎬ
则 Ｂｒ、Ｂα

ｒ 分别是 Ｃ(ＪꎬＥ)、Ｃα(ＪꎬＥ)中的有界闭凸子集ꎮ
定义 １[７￣８] 　 函数 ｆ:[０ꎬ＋∞ )→Ｅ 的 >０阶 Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶积分可定义为

Ｉ０＋ ｆ( ｔ)＝ (ｇ ∗ｆ)( ｔ)＝ １
Γ( ) ∫

ｔ

０
( ｔ－ｓ) －１ ｆ(ｓ)ｄｓꎬ　 ｔ>０ꎬ　 >０ꎮ

定义 ２[９] 　 设 Ｅ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ称从 Ｅ 到 Ｅ 的线性有界算子单参数族{Ｃ( ｔ)} ｔ∈Ｒ为强连续余弦族ꎬ当
且仅当

(ⅰ) Ｃ(ｓ＋ｔ)＋Ｃ(ｓ－ｔ)＝ ２Ｃ(ｓ)Ｃ( ｔ)ꎬ　 ｓꎬｔ∈Ｒꎻ
(ⅱ) Ｃ(０)＝ Ｉꎻ
(ⅲ) 对于∀ｘ∈Ｅꎬ Ｃ( ｔ)ｘ 在 Ｒ 上关于 ｔ 连续ꎮ
记{Ｓ( ｔ)} ｔ∈Ｒ是与强连续余弦族{Ｃ( ｔ)} ｔ∈Ｒ相关联的正弦族ꎬ具体形式为

Ｓ( ｔ)ｕ＝ ∫ｔ
０
Ｃ(ｓ)ｕｄｓꎬ　 ｕ∈Ｅꎬ　 ｔ∈Ｒꎮ (２)

引理 １[９] 　 设{Ｃ( ｔ)} ｔ∈Ｒ是 Ｅ 上的强连续余弦族ꎬ则
(ⅰ) 对于∀ｕ∈Ｅꎬ Ｓ( ｔ)ｕ 在 Ｒ 上关于 ｔ 连续ꎻ

(ⅱ) 如果 ｕ∈Ｅꎬ则 Ｓ( ｔ)ｕ∈Ｄ (Ａ)且 ｄ
ｄｔ
Ｃ( ｔ)ｕ＝ＡＳ( ｔ)ｕꎻ

(ⅲ) 如果 ｕ∈Ｄ (Ａ)ꎬ则 Ｓ( ｔ)ｕ∈Ｄ (Ａ)且 ＡＳ( ｔ)ｕ＝Ｓ( ｔ)Ａｕꎻ
(ⅳ) Ｓ(ｓ＋ｔ)＋Ｓ(ｓ－ｔ)＝ ２Ｓ(ｓ)Ｃ( ｔ)ꎬ ｓꎬｔ∈Ｒꎻ
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(ⅴ) 对所有的 ｓꎬｔ∈Ｒꎬ存在常数 Ｋ≥１ꎬω≥０ꎬ使得‖Ｃ( ｔ)‖≤Ｋｅω ｜ ｔ ｜ ꎬ则

‖Ｓ( ｔ)－Ｓ(ｓ)‖≤Ｋ ｜∫ｔ
ｓ
ｅω ｜ ｓ ｜ ｄｓ ｜ ꎮ

引理 ２[９] 　 设{Ｃ( ｔ)} ｔ∈Ｒ是 Ｅ 上的强连续余弦族ꎬ满足‖Ｃ( ｔ)‖≤Ｋｅω∣ｔ∣ꎬｔ∈ＲꎬＡ 是 Ｃ( ｔ)的无穷小生

成元ꎬ则对 ｕ∈Ｅ 和{λ２:Ｒｅ λ>ω}⊂ρ(Ａ)ꎬ有

λ(λ２Ｉ－Ａ) －１ｕ＝ ∫∞
０

ｅ－λｔＣ( ｔ)ｕｄｔꎬ　 (λ２Ｉ－Ａ) －１ｕ＝ ∫∞
０

ｅ－λｔＳ( ｔ)ｕｄｔꎬ (３)

其中 ρ(Ａ)是算子 Ａ 的预解集ꎮ
本文假设条件:
(Ｈ１) 算子 Ａ 生成强连续余弦族{Ｃ( ｔ)} ｔ∈Ｒꎬ且当 ｔ≥０时ꎬ余弦族{Ｃ( ｔ)} ｔ∈Ｒ一致有界ꎮ
显然ꎬ由条件(Ｈ１)可知ꎬ当 ｔ≥０时ꎬ存在常数 Ｍ≥１ꎬ使得‖Ｃ( ｔ)‖≤Ｍꎮ

记 ｑ＝ α
２
ꎬ则 ｑ∈( １

２
ꎬ１)ꎮ

引理 ３[１０] 　 设ｕ０∈Ｄ (Ａ)ꎬ ｕ１∈Ｅꎬ ｆ∈Ｌ１([０ꎬ∞ )ꎬＥ)ꎬ如果 ｕ 是问题

Ｄα
ｔ ｕ( ｔ)＝ Ａｕ( ｔ)＋ｆ( ｔ)ꎬ　 ｔ∈[０ꎬ∞ )ꎬ　 α∈(１ꎬ２)ꎬ
(ｇ２－α∗ｕ)(０)＝ ｕ０ꎬ　 (ｇ２－α∗ｕ) ′(０)＝ ｕ１

{ (４)

的 ｍｉｌｄ 解ꎬ则 ｕ 满足方程

ｕ( ｔ)＝ ｇ２ｑ－１( ｔ)ｕ０＋(ｇ２ｑ－１∗ＡＴｑ)( ｔ)ｕ０＋Ｔｑ( ｔ)ｕ１＋ ∫ｔ
０
Ｔｑ( ｔ－ｓ) ｆ(ｓ)ｄｓꎬ　 ｔ∈[０ꎬ∞ )ꎬ

其中

Ｔｑ( ｔ)＝ ｔｑ
－１∫∞

０
ｑθＭｑ(θ)Ｓ( ｔｑθ)ｄθꎬ

这里ꎬＭｑ(􀅰)是 Ｍａｉｎａｒｄｉ′ｓ Ｗｒｉｇｈｔ 型函数ꎬ

Ｍｑ(θ)＝ ∑
∞

ｋ ＝０

(－θ) ｋ

ｋ! Γ(１－ｑ(ｋ＋１))
ꎬ　 ｑ∈(０ꎬ１)ꎬ

且满足

Ｍｑ(θ)≥０ꎬ　 ∫∞
０
θδＭｑ(θ)ｄθ＝

Γ(１＋δ)
Γ(１＋ｑδ)

ꎬ　 δ∈(－１ꎬ∞ )ꎮ

定义 ３　 设ｕ０∈Ｄ (Ａ)ꎬｕ１∈Ｅꎬ如果 ｕ 满足积分方程

ｕ( ｔ)＝ ｇ２ｑ－１( ｔ)ｕ０＋(ｇ２ｑ－１∗ＡＴｑ)( ｔ)ｕ０＋Ｔｑ( ｔ)ｕ１

＋ ∫ｔ
０
Ｔｑ( ｔ－ｓ)Ｂｙ(ｓ)ｄｓ＋ ∫ｔ

０
Ｔｑ( ｔ－ｓ) ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))ｄｓꎬ　 ｔ∈Ｊ′ꎬ (５)

则称函数 ｕ∈Ｃα(ＪꎬＥ)是初值问题(１)的 ｍｉｌｄ 解ꎮ
引理 ４　 设条件(Ｈ１)成立ꎬ对任意 ｔ∈Ｊꎬｕ∈ＥꎬＴｑ( ｔ)是线性算子ꎬ且

‖Ｔｑ( ｔ)ｕ‖≤
Ｍ

Γ(２ｑ)
‖ｕ‖ｔ２ｑ－１ꎮ

证明　 因为当 ｔ∈Ｊ 时ꎬＳ( ｔ)是线性算子ꎬ所以 Ｔｑ( ｔ)也是线性算子ꎮ 根据条件(Ｈ１)可得

‖Ｔｑ( ｔ)ｕ‖≤ｔｑ－１∫∞
０
ｑθＭｑ(θ)‖Ｓ( ｔｑθ)ｕ‖ｄθ

≤ｔｑ－１∫∞
０
ｑθＭｑ(θ)‖ ∫ｔ

ｑθ

０
Ｃ(ｓ)ｕｄｓ‖ｄθ

＝Ｍ‖ｕ‖ｔ２ｑ－１∫∞
０
ｑθ２Ｍｑ(θ)ｄθ

＝Ｍ‖ｕ‖ｔ２ｑ－１ｑ Γ(１
＋２)

Γ(１＋２ｑ)

＝ Ｍ
Γ(２ｑ)

‖ｕ‖ｔ２ｑ－１ꎮ

引理 ５　 设条件(Ｈ１)成立ꎬ对任意 ｔ∈Ｊꎬ有
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‖(ｇ２ｑ－１∗ＡＴｑ)( ｔ)ｕ‖≤
Ｍ

Γ(４ｑ－１)
ｔ４ｑ－２‖ｕ‖Ａꎬ　 ｕ∈Ｄ (Ａ)ꎮ

证明　 对∀ｔ∈Ｊꎬ根据条件(Ｈ１)可得

‖(ｇ２ｑ－１∗ＡＴｑ)( ｔ)ｕ‖≤ ∫ｔ
０
ｇ２ｑ－１( ｔ－ｓ)ｓｑ

－１∫∞
０
ｑθＭｑ(θ)‖Ｓ(ｓｑθ)Ａｕ‖ｄθｄｓ

≤Ｍ ∫ｔ
０
ｇ２ｑ－１( ｔ－ｓ)ｓ２ｑ

－１∫∞
０
ｑθ２Ｍｑ(θ)ｄθｄｓ‖ｕ‖Ａ

＝Ｍ ∫ｔ
０
ｇ２ｑ－１( ｔ－ｓ)ｓ２ｑ

－１ｑ Γ(１
＋２)

Γ(１＋２ｑ)
ｄｓ‖ｕ‖Ａ

＝Ｍ ∫ｔ
０
ｇ２ｑ－１( ｔ－ｓ)ｓ２ｑ

－１ １
Γ(２ｑ)

ｄｓ‖ｕ‖Ａ

＝ Ｍ
Γ(２ｑ) ∫

ｔ

０
ｇ２ｑ－１( ｔ－ｓ)ｓ２ｑ

－１ｄｓ‖ｕ‖Ａ

＝ Ｍ
Γ(４ｑ－１)

ｔ４ｑ－２‖ｕ‖Ａꎮ

引理 ６　 设条件(Ｈ１)成立ꎬ对任意 ｕ∈Ｅꎬ０≤ｔ１<ｔ２≤ｂꎬ有
‖Ｔｑ( ｔ２)ｕ－Ｔｑ( ｔ１)ｕ‖→０ꎬ　 ｔ２→ｔ１ꎮ

证明　 对于∀ｕ∈Ｅꎬ０≤ｔ１<ｔ２≤ｂꎬ根据引理 ４可得

‖Ｔｑ( ｔ２)ｕ－Ｔｑ( ｔ１)ｕ‖≤‖ ∫∞
０
ｑθＭｑ(θ)[ ｔｑ

－１
２ Ｓ( ｔｑ２θ)－ｔｑ

－１
１ Ｓ( ｔｑ１θ)]ｕｄθ‖

≤ ∫∞
０
ｑθＭｑ(θ)[ ｔｑ

－１
２ ‖Ｓ( ｔｑ２θ)－Ｓ( ｔｑ１θ)‖＋ ｜ ｔｑ

－１
２ －ｔｑ

－１
１ ｜ Ｓ( ｔｑ１θ)]‖ｕ‖ｄθ

≤ １
Γ(２ｑ)

Ｍｔｑ－１２ ｜ ｔｑ２－ｔｑ１ ｜‖ｕ‖＋ １
Γ(２ｑ)

Ｍｔｑ１ ｜ ｔｑ
－１
２ －ｔｑ

－１
１ ｜‖ｕ‖ꎬ

因此ꎬ当 ｔ２－ｔ１→０时ꎬ‖Ｔｑ( ｔ２)ｕ－Ｔｑ( ｔ１)ｕ‖→０ꎮ
引理 ７　 设条件(Ｈ１)成立ꎬ对任意 ｔꎬｓ≥０ꎬ有

‖Ｔｑ( ｔ)－Ｔｑ(ｓ)‖→０ꎬｔ→ｓꎮ

证明　 设 Ｔｑ( ｔ)＝ ｔｑ
－１Ｐｑ( ｔ)ꎬ其中 Ｐｑ( ｔ)＝ ∫∞

０
ｑθＭｑ(θ)Ｓ( ｔｑθ)ｄθꎮ 当 ｔ∈Ｊ 时ꎬＳ( ｔ)是线性算子ꎬ所以 Ｐｑ( ｔ)

也是线性算子ꎮ 由式(２)可得

‖Ｐｑ( ｔ)ｕ‖≤ ∫∞
０
ｑθＭｑ(θ)‖Ｓ( ｔｑθ)ｕ‖ｄθ≤ ∫∞

０
ｑθＭｑ(θ) ∫ｔ

ｑθ

０
‖Ｃ(ｓ)ｕ‖ｄｓｄθ

≤Ｍｑ‖ｕ‖ｔｑ ∫∞
０
θ２Ｍｑ(θ)ｄθ＝

Ｍ
Γ(２ｑ)

‖ｕ‖ｔｑꎮ

对任意 ｔ１ꎬｔ２≥０ꎬ根据引理 １(ⅴ)可得

‖Ｐｑ( ｔ２)－Ｐｑ( ｔ１)‖≤ ∫∞
０
ｑθＭｑ(θ)‖Ｓ( ｔｑ２θ)－Ｓ( ｔｑ１θ)‖ｄθ

≤ Ｍ
Γ(２ｑ)

｜ ｔｑ２－ｔｑ１ ｜→０ꎬ　 ｔ２→ｔ１ꎬ

则对∀ｔꎬｓ≥０ꎬｕ∈Ｅꎬ有
ｌｉｍ
ｔ→０

ｔｑ－１Ｐｑ( ｔ)ｕ＝ ０ꎬ　 ‖ｔｑ－１Ｐｑ( ｔ)－ｓｑ
－１Ｐｑ(ｓ)‖→０ꎬ　 ｔ→ｓꎮ

根据正弦族紧性的有关文献[１１￣１３]ꎬ得到引理 ８ꎮ
引理 ８　 设条件(Ｈ１)成立ꎬ则对每个 ｔ≥０ꎬＳ( ｔ)在 Ｅ 上是紧算子ꎮ
引理 ９[１０] 　 对于每一个 ｔ>０ꎬ若 Ｓ( ｔ)在 Ｅ 上是紧的ꎬ则 Ｔｑ( ｔ)在 Ｅ 上也是紧的ꎮ

２　 ｍｉｌｄ 解的存在性

对∀ｕ∈Ｃα(ＪꎬＥ)ꎬ定义算子 Ｐ:
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(Ｐ ｕ)( ｔ)＝ ｇ２ｑ－１( ｔ)ｕ０＋(ｇ２ｑ－１∗ＡＴｑ)( ｔ)ｕ０＋Ｔｑ( ｔ)ｕ１

＋ ∫ｔ
０
Ｔｑ( ｔ－ｓ)Ｂｙ(ｓ)ｄｓ＋ ∫ｔ

０
Ｔｑ( ｔ－ｓ) ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))ｄｓꎬ ｔ∈Ｊ′ꎮ (６)

易证

ｌｉｍ
ｔ→０＋

ｔ２－α(Ｐ ｕ)( ｔ)＝
ｕ０

Γ(α－１)
ꎮ

对∀ｖ∈Ｃ(ＪꎬＥ)ꎬ令 ｕ( ｔ)＝ ｔα－２ｖ( ｔ)ꎬ则 ｕ∈Ｃα(ＪꎬＥ)ꎮ 定义算子 ｐ:

( ｐｖ)( ｔ)＝
ｔ２－α(Ｐ ｕ)( ｔ)ꎬ　 ｔ∈(０ꎬｂ]ꎬ

ｕ０
Γ(α－１)

ꎬ ｔ＝ ０ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

(７)

由定义可知ꎬ如果 ｖ(􀅰)＝􀅰２－αｕ(􀅰)∈Ｃ(ＪꎬＥ)满足算子方程 ｖ＝ｐｖꎬ则 ｕ∈Ｃα(ＪꎬＥ)是初值问题(１)的 ｍｉｌｄ 解ꎮ
定理 １　 设条件(Ｈ１)成立ꎬ且满足

(Ｈ２) 对任意 ｔ∈Ｊꎬ函数 ｆ( ｔꎬ􀅰):Ｅ→Ｅ 连续ꎬ对每个 ｕ∈Ｅꎬ函数 ｆ(􀅰ꎬｕ):Ｊ→Ｅ 是强可测的ꎬ且存在函数

ｍ∈Ｌ２(ＪꎬＲ＋)ꎬ使得

Ｉα０＋ｍ∈Ｃ(Ｊ′ꎬＲ＋)ꎬ　 ｌｉｍ
ｔ→０＋

ｔ２－αＩα０＋ｍ( ｔ)＝ ０ꎬ

‖ｆ( ｔꎬｕ)‖≤ｍ( ｔ)ꎬ　 ｕ∈Ｅꎬ　 ｔ∈Ｊꎻ
(Ｈ３) 存在函数 ψ( ｔ)∈Ｌ２(ＪꎬＲ＋)ꎬ使得对每个 ｙ(􀅰)∈Ｌ２(ＪꎬＵ)ꎬ有‖Ｂｙ( ｔ)‖≤ψ( ｔ)ꎬ ｔ∈Ｊꎮ

则初值问题(１)至少有一个 ｍｉｌｄ 解ꎮ
证明　 设 Ｂｒ(Ｊ)＝ {ｖ∈Ｃ(ＪꎬＥ) ｜‖ｖ‖Ｃ≤ｒ}ꎬ下面分 ４步证明算子方程 ｖ＝ｐｖ 在某个 Ｂｒ(Ｊ)⊆Ｃ(ＪꎬＥ)中

至少有一个解ꎮ
第 １步: 证明存在 ｒ>０ꎬ使得 ｐ:Ｂｒ(Ｊ)→Ｂｒ(Ｊ)ꎮ
取 ｒ>０充分大ꎬ使得

ｒ≥ Ｍ
Γ(４ｑ－１)

ｂα‖ｕ０‖Ａ＋
Ｍ

Γ(２ｑ)
[ｂ‖ｕ１‖Ｃ＋ｂ(‖ｍ‖Ｌ２(ＪꎬＲ＋) ＋‖ψ‖Ｌ２(ＪꎬＲ＋))]ꎮ

对∀ｖ∈Ｂｒ(Ｊ)ꎬ根据引理 ４、５可得

‖(ｐｖ)( ｔ)‖＝‖ｔ２－α(Ｐ ｕ)( ｔ)‖
≤‖ｔ２－αｇ２ｑ－１( ｔ)ｕ０‖＋‖ｔ２－α(ｇ２ｑ－１∗ＡＴｑ)( ｔ)ｕ０‖＋‖ｔ２－αＴｑ( ｔ)ｕ１‖

＋‖ ∫ｔ
０
ｔ２－αＴｑ( ｔ－ｓ) ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))ｄｓ‖＋‖ ∫ｔ

０
ｔ２－αＴｑ( ｔ－ｓ)Ｂｙ(ｓ)ｄｓ‖

≤ Ｍ
Γ(４ｑ－１)

ｔα‖ｕ０‖＋
Ｍ

Γ(２ｑ)
ｔ‖ｕ１‖＋

Ｍ
Γ(２ｑ)

ｔ ∫ｔ
０
[ｍ(ｓ)＋ψ(ｓ)]ｄｓ

≤ Ｍ
Γ(４ｑ－１)

ｂα‖ｕ０‖Ａ＋
Ｍ

Γ(２ｑ)
ｂ‖ｕ１‖Ｃ＋

Ｍ
Γ(２ｑ)

ｂ(‖ｍ‖Ｌ２(ＪꎬＲ＋) ＋‖ψ‖Ｌ２(ＪꎬＲ＋))

≤ｒꎬ
因此ꎬ对∀ｖ∈Ｂｒ(Ｊ)ꎬ‖ｐｖ‖Ｃ≤ｒꎮ

第 ２步: 证明 ｐ:Ｂｒ(Ｊ)→Ｂｒ(Ｊ)连续ꎮ
设{ｕｎ} ｎ≥１⊂Ｂｒ(Ｊ)ꎬ且ｌｉｍ

ｎ→∞
ｕｎ ＝ｕꎬ由 ｆ 的连续性ꎬ有

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ( ｔꎬｕｎ( ｔ))＝ ｆ( ｔꎬｕ( ｔ))ꎬ　 ｔ∈Ｊꎮ

对 ｔ∈Ｊ′ꎬ由条件(Ｈ２)可得

( ｔ－ｓ) α－１‖ｆ(ｓꎬｕｎ(ｓ))－ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))‖≤２( ｔ－ｓ) α－１ｍ(ｓ)ꎬ　 ｓ∈[０ꎬｔ)ꎮ
因为函数 ｓ→２( ｔ－ｓ) α－１ｍ(ｓ)是可积的ꎬ所以根据 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 控制收敛定理ꎬ可得

　 ‖(ｐｖｎ)( ｔ)－(ｐｖ)( ｔ)‖＝‖ｔ２－α(Ｐｕｎ)( ｔ)－ｔ２
－α(Ｐｕ)( ｔ)‖

≤ ∫ｔ
０
ｔ２－α Ｔｑ( ｔ－ｓ)‖ｆ(ｓꎬｕｎ(ｓ))－ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))‖ｄｓ
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≤ Ｍ
Γ(２ｑ)

ｔ２－α∫ｔ
０
( ｔ－ｓ) α－１‖ｆ(ｓꎬｕｎ(ｓ))－ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))‖ｄｓ

→０ꎬ 　 ｎ→∞ꎬ
因此ꎬｐ:Ｂｒ(Ｊ)→Ｂｒ(Ｊ)是连续算子ꎮ

第 ３步:证明{ｐｖ:ｖ∈Ｂｒ(Ｊ)}等度连续ꎮ
对 ｖ∈Ｂｒ(Ｊ)ꎬ设 ｔ１ ＝ ０ꎬ０<ｔ２≤ｂꎬ由式(６)和(７)可得

　 ‖(ｐｖ)( ｔ２)－(ｐｖ)(０)‖

＝‖ｔ２－α２ (Ｐ ｕ)( ｔ２)－ｔ２
－α
１ (Ｐ ｕ)(０)‖

＝‖ｔ２－α２ (ｇ２ｑ－１∗ＡＴｑ)( ｔ２)ｕ０＋ｔ２
－α
２ Ｔｑ( ｔ２)ｕ１＋ｔ２

－α
２ ∫ｔ ２

０
Ｔｑ( ｔ２－ｓ)[ ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))＋Ｂｙ(ｓ)]ｄｓ‖

≤ Ｍ
Γ(４ｑ－１)

ｔα２‖ｕ０‖Ａ＋
Ｍ

Γ(２ｑ)
ｔ２‖ｕ１‖Ｃ＋

Ｍ
Γ(２ｑ)

ｔ２ ∫ｔ ２
０
[ｍ(ｓ)＋ψ(ｓ)]ｄｓ

→０ꎬ　 ｔ２→０ꎮ
设 ０<ｔ１<ｔ２≤ｂꎬ对∀ε∈(０ꎬｔ１)ꎬ根据算子 ｐ 的定义ꎬ可得

‖(ｐｖ)( ｔ２)－(ｐｖ)( ｔ１)‖＝‖ｔ２－α２ (Ｐ ｕ)( ｔ２)－ｔ２
－α
１ (Ｐ ｕ)( ｔ１)‖

＝‖ｔ２－α２ ｇ２ｑ－１( ｔ２)ｕ０－ｔ２
－α
１ ｇ２ｑ－１( ｔ１)ｕ０‖

＋‖ｔ２－α２ (ｇ２ｑ－１∗ＡＴｑ)( ｔ２)ｕ０－ｔ２
－α
１ (ｇ２ｑ－１∗ＡＴｑ)( ｔ１)ｕ０‖

＋‖ｔ２－α２ Ｔｑ( ｔ２)ｕ１－ｔ２
－α
１ Ｔｑ( ｔ１)ｕ１‖

＋‖ ∫ｔ ２
０
ｔ２－α２ Ｔｑ( ｔ２－ｓ)[ ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))＋Ｂｙ(ｓ)]ｄｓ

－ ∫ｔ １
０
ｔ２－α１ Ｔｑ( ｔ１－ｓ)[ ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))＋Ｂｙ(ｓ)]ｄｓ‖

≤( ｔ２－α２ －ｔ２
－α
１ ) ∫ｔ １

０
‖(ｇ２ｑ－１( ｔ２－ｓ)－ｇ２ｑ－１( ｔ１－ｓ))ＡＴｑ(ｓ)ｕ０‖ｄｓ

＋ｔ２－α２ ∫ｔ ２
ｔ１
‖ｇ２ｑ－１( ｔ２－ｓ)ＡＴｑ(ｓ)ｕ０‖ｄｓ＋ｔ２－α２ ‖Ｔｑ( ｔ２)ｕ１－Ｔｑ( ｔ１)ｕ１‖

＋ｔ２－α２ ∫ｔ １－ε
０
‖Ｔｑ( ｔ２－ｓ)－Ｔｑ( ｔ１－ｓ)‖[ ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))＋Ｂｙ(ｓ)]ｄｓ

＋( ｔ２－α２ －ｔ２
－α
１ ) ∫ｔ １－ε

０
‖Ｔｑ( ｔ１－ｓ)‖[ ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))＋Ｂｙ(ｓ)]ｄｓ

＋ｔ２－α２ ∫ｔ １
ｔ１－ε
‖Ｔｑ( ｔ２－ｓ)－Ｔｑ( ｔ１－ｓ)‖[ ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))＋Ｂｙ(ｓ)]ｄｓ

＋ｔ２－α２ ∫ｔ ２
ｔ１
‖Ｔｑ( ｔ２－ｓ)‖[ ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))＋Ｂｙ(ｓ)]ｄｓ

≤( ｔ２－α２ －ｔ２
－α
１ ) ∫ｔ １

０
‖(ｇ２ｑ－１( ｔ２－ｓ)－ｇ２ｑ－１( ｔ１－ｓ))ＡＴｑ(ｓ)ｕ０‖ｄｓ

＋ｔ２－α２ ∫ｔ ２
ｔ１
‖ｇ２ｑ－１( ｔ２－ｓ)ＡＴｑ(ｓ)ｕ０‖ｄｓ＋ｔ２－α２ ‖Ｔｑ( ｔ２)ｕ１－Ｔｑ( ｔ１)ｕ１‖

＋ｔ２－α２ ｓｕｐ
ｓ∈[０ꎬｔ１－ε]

‖Ｔｑ( ｔ２－ｓ)－Ｔｑ( ｔ１－ｓ)‖∫ｔ １－ε
０
[ｍ(ｓ)＋ψ(ｓ)]ｄｓ

＋ｔ２－α２ ｓｕｐ
ｓ∈[ ｔ１－εꎬｔ１]

‖Ｔｑ( ｔ２－ｓ)－Ｔｑ( ｔ１－ｓ)‖∫ｔ １
ｔ１－ε
[ｍ(ｓ)＋ψ(ｓ)]ｄｓ

＋ Ｍ
Γ(２ｑ)

ｔα－１１ ( ｔ２
－α
２ －ｔ２

－α
１ ) ∫ｔ １－ε

０
[ｍ(ｓ)＋ψ(ｓ)]ｄｓ

＋ Ｍ
Γ(２ｑ)

ｔ２ ∫ｔ ２
ｔ１
[ｍ(ｓ)＋ψ(ｓ)]ｄｓꎬ
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因此ꎬ由引理 ６、７可知当 ｔ２－ｔ１→０且 ε→０时ꎬ有
‖(ｐｖ)( ｔ２)－(ｐｖ)( ｔ１)‖→０ꎬ　 ｔ２→ｔ１ꎬ

所以{ｐｖ:ｖ∈Ｂｒ(Ｊ)}是等度连续的ꎮ
第 ４步:证明对∀ｔ∈ＪꎬＨ( ｔ)＝ {(ｐｖ)( ｔ)ꎬｖ∈Ｂｒ(Ｊ)}在 Ｅ 中相对紧ꎮ
显然ꎬＨ(０)在 Ｅ 中相对紧ꎮ
设 ０<ｔ≤ｂꎬ０<ε<ｔꎬ定义算子 ｐε:

(ｐεｖ)( ｔ)＝
ｕ０

Γ(α－１)
＋ｔ２－α∫ｔ

０
ｇ２ｑ－１( ｔ－ｓ)ＡＴｑ(ｓ)ｕ０ｄｓ＋ｔ２

－αＴｑ( ｔ)ｕ１

＋ｔ２－α∫ｔ－ε
０
Ｔｑ( ｔ－ｓ－ε)[Ｂｙ(ｓ)＋ｆ(ｓꎬｖ(ｓ))]ｄｓꎮ

与第 １、３步证明类似ꎬ可验证{ｐεｖ:ε∈(０ꎬｔ－ｓ)ꎬｖ∈Ｂｒ(Ｊ)}一致有界且等度连续ꎬ故根据 Ａｒｚｅｌａ－Ａｓｃｏｌｉ定理

可知ꎬ集合 Ｈ ε( ｔ):＝{(ｐεｖ)( ｔ)ꎬε∈(０ꎬｔ－ｓ)ꎬｖ∈Ｂｒ(Ｊ)}在 Ｅ 中相对紧ꎮ 进一步ꎬ有

‖(ｐεｖ)( ｔ)－(ｐｖ)( ｔ)‖≤ｔ２－α∫ｔ
ｔ－ε

Ｔｑ( ｔ－ｓ)[Ｂｙ(ｓ)＋ｆ(ｓꎬｖ(ｓ))]ｄｓ

≤ Ｍ
Γ(２ｑ)

ｔ ∫ｔ
ｔ－ε
[Ｂｙ(ｓ)＋ｆ(ｓꎬｖ(ｓ))]ｄｓ

≤ Ｍ
Γ(２ｑ)

ｔ ∫ｔ
ｔ－ε

ｍ(ｓ)ｄｓ＋ ∫ｔ
ｔ－ε

ψ(ｓ)ｄｓ[ ]
→０ꎬ　 ε→０ꎮ

因此ꎬ对∀ｔ∈Ｊ′ꎬ存在一个相对紧的集合 Ｈ ε( ｔ)任意逼近 Ｈ( ｔ)ꎬ故 Ｈ( ｔ)在 Ｅ 中相对紧ꎮ 由 Ａｒｚｅｌａ－Ａｓｃｏｌｉ
定理可知ꎬ集合{ｐｖꎬｖ∈Ｂｒ(Ｊ)}相对紧ꎬ故 ｐ 为 Ｃ(ＪꎬＥ)中的全连续算子ꎮ 根据 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理ꎬ算子 ｐ
有不动点ꎬ则初值问题(１)至少有一个 ｍｉｌｄ 解ꎮ

３　 近似可控性

设 ｙ∈Ｌ２(ＪꎬＵ)是给定的控制函数ꎬｕ( ｔꎻｙ)为系统(１)相应于控制函数 ｙ 的 ｍｉｌｄ 解ꎬ称集合 Ｋｂ( ｆ)＝

{ｕ(ｂꎻｙ)∈Ｅ:ｙ∈Ｌ２(ＪꎬＵ)ꎬｕ 为系统(１)相应于 ｙ 的 ｍｉｌｄ 解}为系统(１)的可达集ꎮ

定义 ４　 如果Ｋｂ( ｆ)＝ Ｅꎬ其中Ｋｂ( ｆ)表示 Ｋｂ( ｆ)的闭包ꎬ则称系统(１)在区间 Ｊ 上是近似可控的ꎮ
由定义 ４可知ꎬ对给定的状态值􀭵ｕｂ∈Ｅ 和∀ε>０ꎬ如果存在控制函数 ｙ∈Ｌ２(ＪꎬＵ)ꎬ使得控制系统(１)的

ｍｉｌｄ 解 ｕ( ｔꎻｙ)满足

‖ｕ(ｂꎻｙ)－􀭵ｕｂ‖<εꎬ
则称控制系统(１)在区间 Ｊ 上近似可控ꎮ

定义算子 Γｂ
０:

Γｂ
０ ＝ ∫ｂ

０
Ｔｑ(ｂ－ｓ)ＢＢ∗Ｔ∗ｑ (ｂ－ｓ)ｄｓꎬ

其中 Ｂ∗、Ｔ∗ｑ (ｂ－ｓ)分别表示 Ｂ、Ｔｑ(ｂ－ｓ)的共轭算子ꎮ 记

Ｒ(μꎬΓｂ
０)＝ (μＩ＋Γｂ

０)
－１ꎬ　 μ>０ꎮ

定理 ２　 设条件(Ｈ１)—(Ｈ３)成立ꎬ且满足

(Ｈ４) 在强算子拓扑意义下ꎬ有
μＲ(μꎬΓｂ

０)→０ꎬ　 μ→０＋ꎬ
则分数阶控制系统(１)在 Ｊ 上近似可控ꎮ

证明　 对 μ>０ꎬ定义算子 Ｐμ:
(Ｐμｕ)( ｔ)＝ ｇ２ｑ－１( ｔ)ｕ０＋(ｇ２ｑ－１∗ＡＴｑ)( ｔ)ｕ０＋Ｔｑ( ｔ)ｕ１

＋ ∫ｔ
０
Ｔｑ( ｔ－ｓ)[Ｂｙμ(ｓ)＋ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))]ｄｓꎬ (８)

其中
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ｙμ( ｔ)＝ Ｂ∗Ｔｑ(ｂ－ｔ)Ｒ(μꎬΓｂ
０)ｐ(ｕ(􀅰))ꎬ

ｐ(ｕ(􀅰))＝ 􀭵ｕｂ－ｇ２ｑ－１(ｂ)ｕ０－(ｇ２ｑ－１∗ＡＴｑ)(ｂ)ｕ０－Ｔｑ(ｂ)ｕ１－ ∫ｂ
０
Ｔｑ(ｂ－ｓ) ｆ(ｓꎬｕ(ｓ))ｄｓꎮ

由定理 １知ꎬ算子 ｐμ 在 Ｂｒ(Ｊ)中存在不动点ꎬ设为 ｖμ( ｔ)ꎬ则对 ｔ∈Ｊ′ꎬ有
ｖμ( ｔ)＝ (ｐμｖμ)( ｔ)＝ ｔ２

－α(Ｐμｕμ)( ｔ)ꎮ
令 ｕμ( ｔ)＝ ｔα

－２ｖμ( ｔ)ꎬ则由式(８)知
ｕμ( ｔ)＝ (Ｐμｕμ)( ｔ)

＝ ｇ２ｑ－１( ｔ)ｕ０＋(ｇ２ｑ－１∗ＡＴｑ)( ｔ)ｕ０＋Ｔｑ( ｔ)ｕ１

＋ ∫ｔ
０
Ｔｑ( ｔ－ｓ)[Ｂｙμ(ｓ)＋ｆ(ｓꎬｕμ(ｓ))]ｄｓꎬ

其中

ｙμ( ｔ)＝ Ｂ∗Ｔｑ(ｂ－ｔ)Ｒ(μꎬΓｂ
０)ｐ(ｕμ(􀅰))ꎬ

ｐ(ｕμ(􀅰))＝ 􀭵ｕｂ－ｇ２ｑ－１(ｂ)ｕ０－(ｇ２ｑ－１∗ＡＴｑ)(ｂ)ｕ０－Ｔｑ(ｂ)ｕ１－ ∫ｂ
０
Ｔｑ(ｂ－ｓ) ｆ(ｓꎬｕμ(ｓ))ｄｓꎮ

直接计算可得

ｕμ(ｂ)＝ 􀭵ｕｂ－μＲ(μꎬΓｂ
０)ｐ(ｕμ(􀅰))ꎮ

由条件(Ｈ２)可得

∫ｂ
０
‖ｆ(ｓꎬｕμ(ｓ))‖２ｄｓ( )

１
２≤‖ｍ‖Ｌ２(ＪꎬＲ＋) <∞ ꎬ

所以序列{ ｆ(􀅰ꎬｕμ(􀅰)):μ>０}在 Ｌ２( ＪꎬＵ)中有界ꎮ 存在{ ｆ(􀅰ꎬｕμ(􀅰)):μ>０}的子序列ꎬ仍然记作{ ｆ(􀅰ꎬ
ｕμ(􀅰)):μ>０}ꎬ在 Ｌ２(ＪꎬＵ)中弱收敛到函数 Ｆ (􀅰)∈Ｌ２(ＪꎬＵ)ꎮ

令

ω＝􀭵ｕｂ－ｇ２ｑ－１(ｂ)ｕ０－(ｇ２ｑ－１∗ＡＴｑ)(ｂ)ｕ０－Ｔｑ(ｂ)ｕ１－ ∫ｂ
０
Ｔｑ(ｂ－ｓ)Ｆ (ｓ)ｄｓꎬ

则

‖ｐ(ｕμ(􀅰))－ω‖＝‖ ∫ｂ
０
Ｔｑ(ｂ－ｓ)[ ｆ(ｓꎬｕμ(ｓ))－Ｆ (ｓ)]ｄｓ‖ꎮ (９)

因为当 ｔ>０时ꎬＴｑ( ｔ)是紧算子ꎬ与定理 １中算子 ｐ 的紧性证明类似ꎬ可验证

∫ｂ
０
Ｔｑ(ｂ－ｓ)[ ｆ(ｓꎬｕμ(ｓ))－Ｆ (ｓ)]ｄｓ→０ꎬ　 μ→０＋ꎬ (１０)

所以根据式(９)和(１０)可得

‖ｐ(ｕμ(􀅰))－ω‖→０ꎬ　 μ→０＋ꎮ (１１)
结合式(１１)以及条件(Ｈ４)可得

‖ｕμ(ｂ)－􀭵ｕｂ‖＝‖μＲ(μꎬΓｂ
０)ｐ(ｕμ(􀅰))‖

≤‖μＲ(μꎬΓｂ
０)ω‖＋‖μＲ(μꎬΓｂ

０)‖􀅰‖ｐ(ｕμ(􀅰))－ω‖
→０ꎬ μ→０＋ꎬ

故由定义 ４可知ꎬ分数阶控制系统(１)在区间 Ｊ 上近似可控ꎮ

４　 应用

例 １　 考虑分数阶发展方程初边值问题

Ｄα
ｔ ｕ( ｔꎬｘ)＝

∂２

∂ｘ２
ｕ( ｔꎬｘ)＋Ｂｙ( ｔꎬｘ)＋ｆ( ｔꎬｕ( ｔꎬｘ))ꎬ 　 ｔ∈Ｊꎬｘ∈[０ꎬπ]ꎬ

ｕ( ｔꎬ０)＝ ｕ( ｔꎬπ)＝ ０ꎬ ｔ∈Ｊꎬｘ∈[０ꎬπ]ꎬ
Ｉ２－α０＋ ｕ(０ꎬｘ)＝ ｕ０(ｘ)ꎬ( Ｉ２

－α
０＋ ｕ(０ꎬｘ)) ′＝ｕ１(ｘ)ꎬ ｘ∈[０ꎬπ]

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１２)

其中 Ｊ＝[０ꎬｂ]ꎬｙ∈Ｌ２(ＪꎬＬ２(０ꎬπꎻＲ))ꎮ
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设 Ｅ＝Ｌ２[０ꎬπ]ꎬ记 ｅｎ(ｘ)＝
　 ２
π

ｓｉｎ(ｎｘ)ꎬ则{ｅｎ:ｎ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺}是 Ｅ 中的一组完备正交基ꎮ 定义算子 Ａ:

Ｄ (Ａ)⊂Ｅ→Ｅꎬ具体形式为

Ａｕ＝∂
２ｕ
∂ｘ２
＝ｕ″(ｘ)ꎬ

其中 Ｄ (Ａ)＝ {ｕ∈Ｅ:ｕ″∈Ｅꎬｕ(０)＝ ｕ(π)＝ ０}ꎮ 算子 Ａ 可表示为

Ａｕ＝∑
∞

ｎ ＝１
－ｎ２(ｕꎬｅｎ)ｅｎꎬ　 ｕ∈Ｄ (Ａ)ꎮ

易知ꎬ算子 Ａ 是 Ｅ 中强连续余弦族{Ｃ( ｔ)} ｔ∈Ｒ的无穷小生成元ꎬ并且

Ｃ( ｔ)ｕ＝∑
∞

ｎ ＝１
ｃｏｓ(ｎｔ)(ｕꎬｅｎ)ｅｎꎬ　 ｕ∈Ｅꎮ

在 Ｅ 中与其相关联的正弦族{Ｓ( ｔ)} ｔ∈Ｒ表示为

Ｓ( ｔ)ｕ＝∑
∞

ｎ ＝１

１
ｎ
ｓｉｎ(ｎｔ)(ｕꎬｅｎ)ｅｎꎬ　 ｕ∈Ｅꎮ

定义空间 Ｕ 为

Ｕ＝ ｙ ＝∑
∞

ｎ ＝２
ｙｎｅｎ(ｘ) ｜∑

∞

ｎ ＝２
ｙ２ｎ <∞{ }⊂ Ｌ２[０ꎬπ]ꎬ

其范数为‖ｙ‖＝
　

∑
∞

ｎ ＝２
ｙ２ｎ ꎮ

定义线性算子 Ｂ:Ｕ→Ｅꎬ具体形式为

(Ｂｙ)( ｔ)＝ ２ｙ２ｅ１(ｘ)＋∑
∞

ｎ ＝２
ｙｎｅｎ(ｘ)ꎬ　 ｙ＝∑

∞

ｎ ＝２
ｙｎｅｎ(ｘ)∈Ｕꎮ

由计算可得‖Ｂ‖有界ꎬ则 Ｂ 是线性有界算子ꎬ条件(Ｈ３)成立ꎮ
设

ｕ( ｔ)(ｘ)＝ ｕ( ｔꎬｘ)ꎬ　 ｆ( ｔꎬｕ( ｔ))(ｘ)＝ ｆ( ｔꎬｕ( ｔꎬｘ))ꎬ　 ｔ∈Ｊꎬ　 ｘ∈[０ꎬπ]ꎬ
故分数阶微分系统(１２)可化为抽象分数阶发展系统(１)ꎮ

定理 ３　 初边值问题(１２)在 Ｊ 上是近似可控的ꎬ如果下列条件成立:
(ⅰ) 函数 ｆ:Ｊ×Ｒ→Ｒ 连续ꎬ且存在 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 可测函数 ｈｒ( ｔ)ꎬ使得对任意 ｔ∈Ｊꎬｘ∈[０ꎬπ]ꎬｕ∈Ｌ２[０ꎬπ]ꎬ

有 ｜ ｆ( ｔꎬｕ( ｔꎬｘ)) ｜≤ｈｒ( ｔ)ꎻ
(ⅱ) μＲ(μꎬΓｂ

０)→０ꎬμ→０
＋ꎮ

证明　 设 ｕ( ｔ)(ｘ)＝ ｕ( ｔꎬｘ)ꎬ ｙ( ｔ)(ｘ)＝ ｙ( ｔꎬｘ)ꎬ ｆ( ｔꎬｕ( ｔ))(ｘ)＝ ｆ( ｔꎬｕ( ｔꎬｘ))ꎬ 则初边值问题(１２)可转

化为抽象分数阶发展方程初值问题(１)ꎮ 由定理 ３的条件可知ꎬ条件(Ｈ１)—(Ｈ４)成立ꎬ所以由定理 ２可知ꎬ
初边值问题(１２)在 Ｊ 上是近似可控的ꎮ
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由引理 ２.２可知ꎬ
Ｘ１

Ｆ (Ｘ１)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷∈Ａｄｄ(ＦꎬＢ)(Ｃ)ꎬ故 Ｈｏｍ(ＦꎬＢ) Ｌ􀅰ꎬ

Ｘ１
Ｆ (Ｘ１)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 是正合的ꎮ 又因为 Ｆ 是相容的ꎬ并

且 ＨｏｍＢ(Ｐ􀅰ꎬＡｄｄＢ (Ｃ２))是正合的ꎬ所以 ＨｏｍＢ(Ｐ􀅰ꎬＦ (Ｘ１))是正合的ꎬ因此ꎬＨｏｍＡ(Ｑ􀅰ꎬＸ１)是正合的ꎬ说
明Ｍ１∈ＧＣ１Ｐｒｏｊ(Ａ)ꎮ
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