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１ꎬ３－丙二醇间歇发酵中的时滞最优控制

王晓１ꎬ刘重阳２ ∗ꎬ胡电中３ꎬ刘刚３

(１.山东工商学院信息与电子工程学院ꎬ 山东 烟台 ２６４００５ꎻ ２.山东工商学院数学与信息科学学院ꎬ 山东 烟台 ２６４００５ꎻ ３.烟台

海颐软件股份有限公司ꎬ 山东 烟台 ２６４０００)

摘要:在甘油通过间歇发酵转化为 １ꎬ３－丙二醇的生产过程中ꎬ微生物和甘油的初始浓度会影响产物的生产效率ꎮ 为了最大化

１ꎬ３－丙二醇生产效率ꎬ提出了一个含有约束的时滞最优控制模型ꎮ 对于该时滞最优控制问题ꎬ首先ꎬ通过时域变换将其转化

为一个等价的最优控制问题ꎻ然后ꎬ使用罚函数方法来处理其中的约束条件ꎻ最后ꎬ构造了一种模拟退火与遗传混合算法对其

进行求解ꎮ 数值结果表明ꎬ终端时刻 １ꎬ３－丙二醇的生产效率比已有结果提高了 ２１.１２％ꎮ
关键词:非线性时滞系统ꎻ最优控制ꎻ间歇发酵ꎻ模拟退火算法ꎻ遗传算法
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０　 引言

１ꎬ３－丙二醇是一种重要的有机化工原料ꎬ广泛应用于润滑剂、药品和化妆品等制造业中[１]ꎮ １ꎬ３－丙二

醇可通过化学合成或微生物发酵法得到ꎮ 微生物发酵的方法操作简单ꎬ绿色环保且反应条件温和[２]ꎮ 微生

物发酵法生产 １ꎬ３－丙二醇的操作方式有 ３ 种ꎬ即间歇方式、批式流加方式和连续方式ꎮ 其中间歇发酵是批

式流加发酵和连续发酵的基础ꎬ具有不易染菌、操作成本较低和操作过程简易等优点ꎮ
近年来ꎬ国内外学者非常重视微生物间歇生产 １ꎬ３－丙二醇方面的研究ꎮ ２００４ 年ꎬ高彩霞等[３]建立了间

歇发酵过程的参数辨识模型并研究了相应的最优控制问题ꎮ ２００９ 年ꎬ王磊等[４]研究了间歇发酵中改进的多

阶段系统的参数辨识问题ꎮ ２０１４ 年ꎬＣｈｅｎｇ 等[５]研究了 １ꎬ３－丙二醇间歇生产过程的最优控制问题ꎻ然而ꎬ上



　 第 １ 期 王晓ꎬ等:１ꎬ３－丙二醇间歇发酵中的时滞最优控制 １２５　　 　

述非线性系统中均未考虑时滞影响ꎮ ２０１３ 年ꎬ刘重阳[６] 提出了一个非线性时滞系统来描述发酵过程ꎬ并建

立了一个受连续状态约束和参数约束的参数辨识模型ꎮ 基于文献[６]ꎬ２０１４ 年ꎬＹｕ[７] 研究了间歇过程的非

线性时滞最优控制问题ꎻ上述最优控制问题中均未考虑甘油的消耗速率ꎮ
　 　 针对微生物间歇发酵过程ꎬ本文提出了一个含控制的时滞微分方程系统来描述这一过程ꎮ 为了最大化

１ꎬ３－丙二醇的生产效率ꎬ建立了一个含有甘油消耗率和连续状态不等式约束的最优控制模型ꎮ 通过时域变

换技术将其转化为一个等价的最优控制问题ꎻ然后ꎬ引入罚函数来处理甘油消耗速率和连续状态不等式约

束ꎻ进一步ꎬ构造了一种模拟退火与遗传混合算法来求解转化后的问题ꎻ最后ꎬ通过数值求解得到最优的

结果ꎮ

１　 间歇发酵动力学系统

在间歇发酵开始前ꎬ需向发酵罐内添加底物和微生物菌种ꎬ并在指定条件下搅拌均匀ꎬ同时ꎬ微生物在生

成产物之前必须经历生长过程ꎬ因此ꎬ发酵过程中存在时滞[８]ꎮ 根据发酵过程ꎬ作出如下假设:
(Ｈ１) 在发酵过程中ꎬ不向发酵罐添加或取出微生物、底物和产物ꎮ
(Ｈ２) 发酵罐里的所有物质浓度分布均匀ꎮ
(Ｈ３) 发酵时刻 ｔ 的物质浓度由 ｔ－τ 时刻的生物量决定ꎬ这里ꎬτ 是一个给定的时滞参数ꎮ
基于假设(Ｈ１)—(Ｈ３)ꎬ微生物间歇发酵过程的物量平衡方程可表示为如下时滞微分方程组[８]:

ｘ̇１( ｔ)＝ μ( ｔ)ｘ１( ｔ－τ)ꎬ

ｘ̇２( ｔ)＝ －ｑ２( ｔ)ｘ１( ｔ－τ)ꎬ　 ｔ∈(０ꎬｔｆ]ꎬ
ｘ̇ｉ( ｔ)＝ ｑｉ( ｔ)ｘ１( ｔ－τ)ꎬ ｉ＝ ３ꎬ４ꎬ５ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１)

ｘ( ｔ)＝ ϕ( ｔꎬζ)ꎬ　 ｔ≤０ꎬ (２)
其中ꎬｘ( ｔ):＝ [ｘ１( ｔ)ꎬｘ２( ｔ)ꎬｘ３( ｔ)ꎬｘ４( ｔ)ꎬｘ５( ｔ)] Ｔ 为状态向量ꎬ其分量分别表示生物量(ｇ􀅰Ｌ－１)、甘油浓度

(ｍｍｏｌ􀅰Ｌ－１)、１ꎬ３－丙二醇的浓度(ｍｍｏｌ􀅰Ｌ－１)、乙酸的浓度(ｍｍｏｌ􀅰Ｌ－１)和乙醇的浓度(ｍｍｏｌ􀅰Ｌ－１)ꎻｔｆ 是终端

时刻ꎻξ:＝[ξ１ꎬξ２ꎬξ３ꎬξ４ꎬξ５] Ｔ 是初始状态ꎬϕ:Ｒ×Ｒ５→Ｒ５ 是一个给定的历史函数ꎮ 此外ꎬ细胞比生长速率

μ( ｔ)、底物的比消耗速率 ｑ２( ｔ)和产物的比生成速率 ｑｉ( ｔ)ꎬ ｉ＝ ３ꎬ４ꎬ５ꎬ可表示为

μ( ｔ)＝ μｍ

ｘ２( ｔ)
ｘ２( ｔ)＋ｋ１

∏
５

ｉ ＝２
１－

ｘｉ( ｔ)
ｘ∗
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (３)

ｑ２( ｔ)＝ ｍ２( ｔ)＋
μ( ｔ)
Ｙ２

ꎬ (４)

ｑｉ( ｔ)＝ ｍｉ＋μ( ｔ)Ｙｉꎬ　 ｉ＝ ３ꎬ４ꎬ５ꎬ (５)
式中:ｋ１(ｍｍｏｌ􀅰Ｌ－１)为 Ｍｏｎｏｄ 饱和常数ꎻμｍ(ｈ

－１)是最大比生长率ꎻｍ２(ｍｍｏｌ􀅰ｇ－１􀅰ｈ－１)是底物限制条件下底

物消耗的维持期ꎻｍｉꎬ ｉ＝ ３ꎬ４ꎬ５ꎬ (ｍｍｏｌ􀅰ｇ－１ｈ－１)为底物限制条件下产物生长的维持期ꎻＹ２(ｍｍｏｌ􀅰ｇ－１)是最大

生长速率ꎻＹｉꎬ ｉ＝ ３ꎬ４ꎬ５ꎬ (ｍｍｏｌ􀅰ｇ－１)为产物的最大产量ꎮ 在温度 ３７℃和 ｐＨ 为 ７.０ 的条件下ꎬ式(３)—(５)
中的参数值列在表 １ 中ꎮ

在系统(１)中ꎬ初始的生物量、甘油浓度和终端时刻是优化变量ꎮ 设 ｕ ＝ (ｕ１ꎬｕ２) Ｔ∈Ｒ２为生物量和甘油

的初始向量ꎮ 定义生物量和底物的初始浓度的取值范围为

Ｕａｄ:＝[ｕａ
１ꎬｕｂ

１]×[ｕａ
２ꎬｕｂ

２]ꎬ
其中:ｕａ

ｉ 是第 ｉ 个物质初始浓度的下界ꎻｕｂ
ｉ 是第 ｉ 个物质初始浓度的上界ꎮ 另外ꎬ定义终端时刻的取值范

围为

Ｔａｄ:＝{ ｔｆ∈Ｒ:ｔａ≤ｔｆ≤ｔｂ}ꎬ (６)
其中 ｔａ 和 ｔｂ 分别是 ｔｆ 的下界与上界ꎮ

在发酵过程中ꎬ为了保证细胞正常生长ꎬ应将生物量、底物和产物浓度控制在一定的范围里ꎬ因此ꎬ令 Ｓ０

为生物量、底物和产物的浓度范围集合ꎬ则
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ｘ( ｔ)∈Ｓ０:＝ ∏
５

ｉ ＝１
[ｘ∗ｉꎬｘ∗

ｉ ]ꎬ　 ｔ∈[０ꎬｔｆ]ꎬ (７)

其中 ｘ∗ｉ和 ｘ∗
ｉ ꎬ ｉ＝１ꎬ２ꎬ３ꎬ４ꎬ５ꎬ为生物量、底物和产物的临界浓度ꎬ它的值列在表 １ 中ꎮ

表 １　 系统(１)中的参数值及临界浓度
Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ ａｎｄ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｓｙｓｔｅｍ (１)

ｉ ｍｉ Ｙｉ ｘ∗ｉ ｘ∗
ｉ ｋｉ μｍ

１ — — ０.０１ ６ ６９.９２７ ３ ０.９９４
２ ９.３４ ０.００８ ５１ ０ ２ ０３９ — —
３ ７.３ ７６ ０ ９３９.５ — —
４ －０.３６８ ３５.５４ ０ １ ０２６ — —
５ －０.４５ １４.７８ ０ ３６０.９ — —

　 　 注:“—”表示未测得该值ꎮ

　 　 令

ｆ(ｘ( ｔ)ꎬｘ( ｔ－τ)):＝

μ( ｔ)ｘ１( ｔ－τ)
－ｑ２( ｔ)ｘ１( ｔ－τ)
ｑ３( ｔ)ｘ１( ｔ－τ)
ｑ４( ｔ)ｘ１( ｔ－τ)
ｑ５( ｔ)ｘ１( ｔ－τ)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎮ (８)

这样ꎬ系统(１)可表示为

ｘ̇( ｔ)＝ ｆ(ｘ( ｔ)ꎬｘ( ｔ－τ))ꎬ　 ｔ∈(０ꎬｔｆ]ꎬ
ｘ( ｔ)＝ ϕ( ｔꎬζ)ꎬ ｔ≤０ꎮ{ (９)

根据时滞微分方程理论[９]ꎬ可得如下性质ꎮ
定理　 对于任意(ｕꎬｔｆ)∈Ｕａｄ×Ｔａｄꎬ系统(９)在(－∞ ꎬｔｆ)上存在唯一的连续解 ｘ(􀅰｜ｕꎬｔｆ)ꎬ且 ｘ(􀅰｜ ｕꎬｔｆ)在

(－∞ ꎬｔｆ)上是一致有界的ꎮ

２　 最优控制问题

微生物间歇发酵最优控制的目的是获得尽可能多的 １ꎬ３－丙二醇ꎬ同时ꎬ期望降低甘油的消耗率ꎬ因此ꎬ
本文选取的最优控制目标为

Ｊ(ｕꎬｔｆ)＝
ｘ３( ｔｆ ｜ｕꎬｔｆ)

ｔｆ
ꎮ (１０)

为了降低甘油的消耗率ꎬ将单位时间的甘油消耗作为一个约束ꎬ即
ｘ２(０ ｜ｕꎬｔｆ)－ｘ２( ｔｆ ｜ｕꎬｔｆ)

ｔｆ
≤ｌｍꎬ (１１)

其中 ｌｍ 是允许的单位时间甘油消耗率的最大值ꎮ 基于式(１０)和(１１)ꎬ本文提出如下最优控制问题(ＯＣＰ):

(ＯＣＰ)　 ｍａｘ Ｊ(ｕꎬｔｆ)＝
ｘ３( ｔｆ ｜ｕꎬｔｆ)

ｔｆ

ｓ.ｔ. 　
ｘ２(０ ｜ｕꎬｔｆ)－ｘ２( ｔｆ ｜ｕꎬｔｆ)

ｔｆ
≤ｌｍꎻ

ｘ( ｔ ｜ｕꎬｔｆ)∈Ｓ０ꎬ　 ｔ∈[０ꎬｔｆ]ꎻ
ｕ∈Ｕａｄꎻ
ｔｆ∈Ｔａｄꎮ

在问题(ＯＣＰ)中ꎬ系统的终端时刻 ｔｆ 是一个优化变量ꎬ会对求解问题(ＯＣＰ)产生数值上的困难ꎮ 为克

服这一困难ꎬ通过以下时域变换

ｔ＝ ｔｆ ｓꎬ (１２)
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将可变时间区间[０ꎬｔｆ]映射成固定的时间区间[０ꎬ１]ꎮ

令 􀭹ｘ(ｓ)＝ ｘ( ｔ(ｓ))ꎬ 􀭹τ＝
τ
ｔｆ
ꎬ ~

ｆ (􀭹ｘ(ｓ)ꎬ􀭹ｘ(ｓ－􀭹τ)ꎬｔｆ):＝ ｔｆ ｆ(􀭹ｘ(ｓ)ꎬ􀭹ｘ(ｓ－􀭹τ))ꎬ
~
ϕ(ｓꎬζ)＝ ϕ( ｔ( ｓ)ꎬζ)ꎮ 则系统

(９)可转化为

􀭹ｘ􀅰(ｓ)＝
~
ｆ (􀭹ｘ(ｓ)ꎬ􀭹ｘ(ｓ－􀭹τ)ꎬｔｆ)ꎬ　 ｓ∈(０ꎬ１]ꎬ

􀭹ｘ(ｓ)＝
~
ϕ(ｓꎬζ)ꎬ ｓ≤０ꎮ{ (１３)

令 􀭹ｘ(􀅰｜ｕꎬｔｆ)表示系统(１３)在(－∞ ꎬ１]上连续解ꎬ这样ꎬ状态约束(７)可转化为

􀭹ｘ(ｓ ｜ｕꎬｔｆ)∈Ｓ０ꎬ　 ｓ∈[０ꎬ１]ꎮ (１４)
同样地ꎬ约束(１１)可转化为

􀭴ｘ２(０ ｜ｕꎬｔｆ)－􀭴ｘ２(１ ｜ｕꎬｔｆ)
ｔｆ

≤ｌｍꎮ (１５)

从而ꎬ问题(ＯＣＰ)转化为等价的最优控制问题 (ＥＯＣＰ):

(ＥＯＣＰ)　 ｍａｘ 􀭴Ｊ(ｕꎬｔｆ)＝
􀭴ｘ３(１ ｜ｕꎬｔｆ)

ｔｆ
ꎮ

ｓ.ｔ.　
􀭴ｘ２(０ ｜ｕꎬｔｆ)－􀭴ｘ２(１ ｜ｕꎬｔｆ)

ｔｆ
≤ｌｍꎻ

􀭹ｘ(ｓ ｜ｕꎬｔｆ)∈Ｓ０ꎬ　 ｓ∈[０ꎬ １]ꎻ
ｕ∈Ｕａｄꎻ
ｔｆ∈Ｔａｄꎮ (１６)

值得注意的是ꎬ问题(ＥＯＣＰ)是一个包含约束(１４)、(１５)的参数优化问题ꎮ 特别地ꎬ约束(１４)是一个路

径约束ꎬ需要在时间范围内要求每一个点都在指定的范围内ꎬ因此是一个无限维约束ꎮ 为了克服这一困难ꎬ
引入罚函数方法来处理约束ꎮ

设

φｉ(􀭹ｘ(ｓ ｜ｕꎬｔｆ)):＝ 􀭴ｘｉ(ｓ ｜ｕꎬｔｆ)－ｘ∗
ｉ ꎬ

φｉ＋５(􀭹ｘ(ｓ ｜ｕꎬｔｆ)):＝ ｘ∗ｉ－􀭴ｘｉ(ｓ ｜ｕꎬｔｆ)ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４ꎬ５ꎬ
则约束(１４)可以等价为

φｌ(􀭹ｘ(ｓ ｜ｕꎬｔｆ))≤０ꎬ　 ｌ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ１０ꎮ (１７)
由此定义如下约束违反函数:

Δ(ｕꎬｔｆ):＝∑
１０

ｌ ＝１
∫１

０
[ｍａｘ{φｌ(􀭹ｘ(ｓ ｜ｕꎬｔｆ))ꎬ０}] ２ｄｓꎮ (１８)

对约束(１５)ꎬ令

Ｐ(ｕꎬｔｆ)＝ ｍａｘ
􀭴ｘ２(０ ｜ｕꎬｔｆ)－􀭴ｘ２(１ ｜ｕꎬｔｆ)

ｔｆ
－ｌｍꎬ０{ } ꎮ

这样ꎬ当约束(１４)成立时ꎬΔ(ｕꎬｔｆ)＝ ０ꎬ且当(１５)成立时ꎬＰ(ｕꎬｔｆ)＝ ０ꎮ 将 Δ(ｕꎬｔｆ)和 Ｐ(ｕꎬｔｆ)罚到目标函数

(１６)上ꎬ则问题(ＥＯＣＰ)可转化为以下罚形式:

(ＥＯＣＰσ)　 ｍａｘ Ｊ^(ｕꎬｔｆ)＝
􀭴ｘ３(１ ｜ｕꎬｔｆ)

ｔｆ
－σ１Δ(ｕꎬｔｆ)－σ２Ｐ(ｕꎬｔｆ)ꎮ

ｓ.ｔ.　 ｕ∈Ｕａｄꎻ
ｔｆ∈Ｔａｄꎬ

其中 σ１ 和 σ２ 为罚因子ꎮ

３　 数值算法

模拟退火算法是一种随机寻优算法ꎬ 提出于 ２０ 世纪 ５０ 年代[１０]ꎬ是从物理退火原理得到启发[１１]ꎬ目前ꎬ
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该算法广泛应用到机器学习、图像恢复、生产调度等领域[１０]ꎬ但是该算法是一种单点迭代算法ꎮ 在单点迭代

算法中ꎬ单个个体无法进行个体之间的信息交换并根据其他个体的信息改变移动的方向ꎬ因此ꎬ在求解多峰

的问题时ꎬ单点迭代无法避免陷入局部最优解的可能性ꎬ为此ꎬ可引入多点迭代的算法来克服这一缺陷ꎮ 遗

传算法是一种模拟自然进化过程的多点迭代搜索算法[１２]ꎬ通过选择、变异和交叉算子改变种群内的个体ꎬ从
而完成求解优化问题的全局搜索ꎮ 在模拟退火算法的基础上ꎬ结合多点迭代的遗传算法ꎬ提出一种模拟退火

与遗传混合算法ꎮ
遗传算法的编码方式有二进制编码和实数编码ꎮ 相对于二进制编码ꎬ实数编码求解问题精度较高ꎬ故选

择实数编码来求解最优控制问题ꎮ 在算法中ꎬ每一个个体的表现形式为

Ｋｉ ＝[ｋｉ１ꎬｋｉ２ꎬ􀆺ꎬｋｉｎ] Ｔꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭꎬ
其中ꎬＫｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭ)表示编号为 ｉ 的个体ꎬｋｉｊ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭꎬ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)表示第 ｉ 个个体染色体上的第 ｊ
个基因ꎬｎ 是优化变量的个数ꎬＭ 为种群规模ꎮ

对于选择算子ꎬ精英保留策略是将当前收敛效果的最佳个体不参与交叉和变异直接替换下一代中适应

度值最低的个体[１３]ꎮ 该方法有一定的概率出现 “早熟” 现象ꎬ从而导致种群中有多个个体收敛位置相似的

封闭竞争问题ꎬ降低遗传算法的搜索功能ꎮ 为了避免此类问题ꎬ对精英保留策略进行如下改进:间隔几代进

行一次精英保留策略ꎬ随机选取一个非最优个体进行替换ꎬ适应度最高的个体位置由算法程序记录且正常参

与交叉和变异ꎮ
对于交叉算子ꎬ采用均匀交叉策略ꎮ 相应地ꎬ若 ｒ１ｉｊ≥Ｐｃꎬ基于实数编码的交叉算子执行方式为

ｋｎｅｗ
ｉｄ ＝ ｋｌｄꎬ
ｋｎｅｗ
ｌｄ ＝ ｋｉｄꎬ

{ (１９)

其中ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭꎬ ｌ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭ 且 ｉ≠ｌꎬ Ｐｃ 为交叉率ꎬｄ 是发生交换的位置ꎮ ｋｉｄ与 ｋｌｄ是进行交叉的 ２ 个父

代个体ꎬｋｎｅｗ
ｉｄ 与 ｋｎｅｗ

ｌｄ 是交叉产生的子代个体ꎬｒ１ｉｊ是[０ꎬ１]上的随机数ꎮ
同样ꎬ针对不同个体ꎬ令每个个体都有一个独立的温度

Ｔ＝[Ｔ１ꎬＴ２ꎬ􀆺ꎬＴＭ] Ｔꎬ
其中:Ｔ 代表所有个体当前温度的集合ꎻＴｉ 表示第 ｉ 个个体的温度ꎮ

在模拟退火算法的每个迭代过程中ꎬ需经过多次随机的扰动产生当前位置邻域的解并通过 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ
法则判断是否保留当前解ꎮ 在模拟退火与遗传混合算法中ꎬ将这一过程作为遗传算法的变异算子ꎬ其中ꎬ扰
动机制由下式表示:

ｋｎｅｗ
ｉｊ ＝ ｋｉｊ＋ｒ２ｉｊ×ξ×Ｓｉｊꎬ (２０)

其中:ξ~Ｎ(０ꎬ１)ꎻ ｒ２ｉｊ是[０ꎬ１]上的随机数ꎻＳｉｊ是步长因子ꎻｋｎｅｗ
ｉｊ 是第 ｉ 个个体的第 ｊ 个优化变量更新后的值ꎮ

每一次扰动的步长 Ｓｉｊ为

Ｓｉｊ ＝
Ｔｉ / Ｔｍａｘ􀅰(ｍａｘ( ｊ)－ｍｉｎ( ｊ))ꎬ　 ｒ３ｉｊ≤Ｐｍꎬ
ｂｅｓｔ( ｊ) －ｋｉｊꎬ 否则ꎬ{ (２１)

这里:ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＭꎬ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎻ Ｔｍａｘ是温度的最大值ꎻｍａｘ( ｊ)和 ｍｉｎ( ｊ)分别表示第 ｊ 个优化变量取值范围

的上界与下界ꎻｂｅｓｔ( ｊ)表示截止当前迭代步整个种群中最优解的第 ｊ 个分量值ꎻｒ３ｉｊ是[０ꎬ１]上的随机数ꎮ 当

Ｔｉ≤Ｔｍ 时ꎬＰｍ ＝ ０ꎻ在 Ｔｉ>Ｔｍ 时ꎬＰｍ∈[０ꎬ１]是一个给定的扰动概率系数ꎮ 另外ꎬ将每次扰动产生的新解通过

Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ 准则进行判断ꎮ 这里ꎬＭｅｔｒｏｐｏｌｉｓ 准则的判断方式如下:

Ｐ ｉ ＝
１ꎬ　 　 　 　 　 Ｅ(Ｋｎｅｗ

ｉ )≥Ｅ(Ｋｉ)ꎬ

ｅ －
Ｅ(Ｋｎｅｗ

ｉ )－Ｅ(Ｋｉ)

ａＴｉ ꎬ Ｅ(Ｋｎｅｗ
ｉ )<Ｅ(Ｋｉ)ꎬ

{ (２２)

其中ꎬＰ ｉ 是第 ｉ 个个体在每一次随机扰动后接受得到的新解概率ꎻＥ(Ｋｉ)表示第 ｉ 个个体 Ｋｉ 的适应度ꎬＥ 的

值越大ꎬ适应度越高ꎻａ 是 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ 准则系数ꎮ
当个体收敛至全局最小值点的邻域时ꎬ为了能够提高在这个位置的收敛精度ꎬ可以仅保留最优的解ꎮ 在

本算法中设置冷却温度为 Ｔｃꎬ当到达一定的温度时ꎬ不再通过 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ 准则判断新解ꎬ仅保留比当前解更

好的结果ꎮ 基于上述讨论ꎬ本文提出的模拟退火与遗传混合算法主要步骤如下:
步骤 １　 设置温度的最大值 Ｔｍａｘꎬ最小值 Ｔｍｉｎ和中间温度 Ｔ０ꎬＴｍꎬＴｃꎬ降温系数 ηｍａｘ、ηｍｉｎꎬ 种群规模Ｍꎬ循

环内迭代次数 ｉｔｅｒ１、ｉｔｅｒ２ꎬ扰动概率系数 Ｐｍꎬ精英选择执行间隔 ｉｔｅｒ３ꎮ 当前温度向量 Ｔ 中每个分量的当前温
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度均等于 Ｔｍａｘꎮ
步骤 ２　 随机产生所有个体的初始位置 Ｋ１、Ｋ２、􀆺、ＫＭꎮ
步骤 ３　 若 Ｔｉ>Ｔｍｉｎꎬ则执行如下步骤:
步骤 ３.１　 若距离上一次进行选择操作间隔了 ｉｔｅｒ３ 代ꎬ进行一次精英选择策略进行选择操作ꎮ
步骤 ３.２　 随机将种群内所有个体每 ２ 个分成一组ꎬ在每一组的 ２ 个个体之间进行交叉ꎮ 若种群规模为

奇数ꎬ不对多出来的个体进行交叉ꎮ
步骤 ３.３　 当 Ｔｉ>Ｔ０ 时ꎬｉｔｅｒ＝ ｉｔｅｒ１ꎬ否则令 ｉｔｅｒ＝ ｉｔｅｒ２ꎬ并执行如下步骤 ｉｔｅｒ 次:
步骤 ３.３.１　 通过公式(２０)计算扰动产生新的个体ꎮ
步骤 ３.３.２　 进行变量越界处理ꎮ 若 ｋｎｅｗ

ｉｊ >ｍａｘ( ｊ)ꎬ令 ｋｎｅｗ
ｉｊ ＝ｍａｘ( ｊ) －ｍｏｄ((ｋｎｅｗ

ｉｊ －ｍａｘ( ｊ))ꎬ (ｍａｘ( ｊ) －
ｍｉｎ( ｊ))ꎻ若 ｋｎｅｗ

ｉｊ <ｍｉｎ( ｊ)ꎬ令 ｋｎｅｗ
ｉｊ ＝ｍｉｎ( ｊ)＋ｍｏｄ((ｍｉｎ( ｊ)－ｋｎｅｗ

ｉｊ )ꎬ(ｍａｘ( ｊ) －ｍｉｎ( ｊ))ꎮ 这里ꎬｍｏｄ(ａꎬｂ)为取

余函数且 ａ≥０ꎬ ｂ>０ꎬ其返回值为 ａ－ｂｃꎬ其中 ｃ 是使得 ｂｃ≤ａ 的最大整数ꎮ
步骤 ３.３.３　 若 Ｔｉ<Ｔｃ 时ꎬ以 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ 准则(２２)为依据ꎬ判断是否保留该个体当前的新解ꎮ 若 Ｔｉ≥Ｔｃꎬ

仅保留比当前解适应度高的解ꎮ
步骤 ３.４　 按照当前每个个体的适应度执行退火操作ꎮ 令 Ｑ 为每个个体按照适应度进行排序后的序

号ꎬ即 Ｑ ＝ １ 对应适应度最高的个体ꎬ随着 Ｑ 的增加适应度逐渐降低ꎮ 对每个个体的温度执行 ＴＱ ＝ ＴＱ ×
(ηｍｉｎ＋(ηｍａｘ－ηｍｉｎ)Ｑ / Ｍ)ꎮ

步骤 ４　 输出当前最优个体的寻优结果ꎬ算法终止ꎮ

４　 数值结果

４.１　 算法实验结果

这里选取 Ｓｃｈａｆｆｅｒ 函数和 Ａｌｐｉｎｅ 函数对所提出模拟退火与遗传混合算法的有效性进行测试ꎬ２ 个测试

函数列在表 ２ 中ꎮ 特别地ꎬ测试函数 ｆ２ 的维数设为 ３０ꎮ
表 ２　 测试函数信息表

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｅｓｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
函数 　 　 　 函数表达式 搜索空间

Ｓｃｈａｆｆｅｒ ｆ１(ｘ１ꎬｘ２)＝ (ｘ２
１＋ｘ２

２) ０ .２５[ｓｉｎ２(５０(ｘ２
１＋ｘ２

２) ０.１)＋１] [－１００ꎬ１００]

Ａｌｐｉｎｅ ｆ２(ｘ)＝∑
ｎ

ｉ ＝１
｜ ｘｉｓｉｎ(ｘｉ)＋０.１ｘｉ ｜ [－１０ꎬ１０]

　 　 另外ꎬ 在 ＭＡＴＬＡＢ ２０１７ａ 环境下进行仿真验证ꎮ 算法的种群规模统一设置为 ６０ꎬ最高温度为 １０４ꎬ最低

温度为 １ꎬＴ０、Ｔｍ 和 Ｔｃ 分别取值为 ８０、６０ 和 １３０ꎬ降温系数 ηｍｉｎ和 ηｍａｘ分别取值为 ０.９７ 和 ０.９９ꎻ每个温度下迭

代次数 ｉｔｅｒ１ 和 ｉｔｅｒ２ 分别取值为 ２００ 和 ２ ０００ꎻ交叉率设为 ０.４ꎬ扰动概率系数 Ｐｍ 为 ０.８ꎮ 选精英选择策略间

隔代数 ｉｔｅｒ３ 为 ５ꎮ 这里将容许误差值为 １０－２０ꎬ每个测试函数分别运行 ６０ 次ꎬ记录算法的求解结果ꎮ 表 ３ 列

出了模拟退火与遗传混合算法运行结果与文献[１４]中 ＳＡ 算法ꎬＧＡ 算法和 ＧＡＧＥ 算法的运行结果ꎬ通过表

３ 可以看出ꎬ本文所提出的算法具有更好的寻优能力和收敛效果ꎮ
表 ３　 ４ 种优化算法的运行结果对比

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｏｕｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
算法 准则 ＳＡ[１４] ＧＡ[１４] ＧＡＥＡ[１４] 本文算法

平均值 ０.２２２ ０ ０.０６８ １ ８.４９×１０－８ ０

ｆ１
最差解 ０.５１５ ３ ０.２４０ ０ １.５７×１０－７ ０
最优解 ０.０４２ １ ０.０１５ ２ １.２１×１０－８ ０

最优解次数 １ ２ １１ ６０　
平均值 １.９×１０－４ ５.６７×１０－１６ ２.３４×１０－１６ １.６５４×１０－１６

ｆ２
最差解 ７.７４×１０－４ ９.４３×１０－５ ３.８９×１０－１５ １.２２１×１０－１５

最优解 ２.２１×１０－７ ２.３０×１０－７ ０ ０
最优解次数 ４ ５ １２　 ３８　
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４.２　 求解问题(ＥＣＯＰσ)
经过上述数值实验ꎬ利用模拟退火与遗传混合算法来求解最优控制问题(ＥＯＣＰσ)ꎮ 这里ꎬ初始生物量

和甘油浓度的取值范围分别为ｕ１∈[０.０１ꎬ０.６]ꎬ ｕ２∈[２００ꎬ１ ７００]ꎻ终端时刻的取值范围 ｔｆ∈[２ꎬ１０] [５]ꎻ系统

时滞 τ 取值为 ０.０５８ ９ ｈꎮ 利用 ４ 阶龙格－库塔算法及拉格朗日插值方法对系统(１３)求解ꎮ 在问题(ＥＯＣＰσ)
中ꎬ最大消耗速率 ｌｍ 取 ９５ꎬ罚因子 σ１ 和 σ２ 均为 １０ ０００ꎮ Ｔｃ 为 １００ꎮ 在模拟退火与遗传混合算法中ꎬ最高温

度 Ｔｍａｘ为 １０３ꎬ最低温度为 １ꎬ每个温度下迭代次数 ｉｔｅｒ２ 为 １ ０００ꎬ其他参数:种群规模 Ｍꎬ迭代次数 ｉｔｅｒ１、
ｉｔｅｒ３、Ｐｍ、 Ｔ０ 和 ＴＭ 取值与数值例子中一样ꎮ 通过计算ꎬ本文得到的生物量和甘油初始浓度分别为

０.５０６ ｇ􀅰Ｌ－１和 ３３５.２６３ ６ ｍｍｏｌ􀅰Ｌ－１ꎬ最优终端时刻为 ３.２６７ ｈꎮ 这比文献[５]中的最优终端时刻 ４.６６ ｈ 减少了

２９.８９％ꎬ比实验数据[１５]中终端时刻 ６.５ ｈ 减少了 ４９.７４％ꎮ
　 　 通过所得的最优控制策略ꎬ计算得到终端时刻 １ꎬ３－丙二醇生产效率为 ６２.８６ ｍｍｏｌ􀅰Ｌ－１􀅰ｈ－１ꎬ这与文献

[５]中的结果(５１.９ ｍｍｏｌ􀅰Ｌ－１􀅰ｈ－１)相比提高了 ２１.１２％ꎮ 图 １ 所示为 １ꎬ３－丙二醇生产效率随时间变化的曲

线ꎮ 为了比较ꎬ文献[５]中的结果及文献[１５]的实验数据也画在图 １ 中ꎮ 由图 １ 可以看出终端时刻 １ꎬ３－丙
二醇的生产效率相比文献[５]中的结果有明显的提高ꎮ 同时ꎬ计算得到的甘油消耗速率为 ９４.３６ ｍｍｏｌ􀅰Ｌ－１􀅰ｈ－１ꎬ
这与文献[５]中的甘油消耗速率 １００.８ ｍｍｏｌ􀅰Ｌ－１􀅰ｈ－１相比降低了 ６.３９％ꎬ因此ꎬ应用所得的最优控制策略可

以提高 １ꎬ３￣丙二醇的生产效率ꎬ且可以降低甘油的消耗速率ꎬ对生产 １ꎬ３－丙二醇具有重要的指导意义ꎮ 图

２ 给出了生物量、底物和产物的浓度随时间变化的曲线ꎮ

图 １　 １ꎬ３－丙二醇生产效率变化(注:ｔ＝ ０ 时ꎬ１ꎬ３－丙二醇生产效率不存在ꎬ图中的时刻点从 ｔ＝ ２.６５×１０－６开始)
Ｆｉｇ.１　 Ｃｈａｎｇｅ ｏｆ １ꎬ３￣ｐｒｏｐａｎｅｄｉｏｌ ｐｒｏｄｕｃｔｉｖｉｔｙ(Ａｎｎｏｔａｔｉｏｎ: ｔｈｅ ｐｒｏｄｕｃｔｉｖｉｔｙ ｏｆ １ꎬ３￣ＰＤ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｅｘｉｓｔ ａｔ ｔｉｍｅ ｔ＝ ０ꎬ

ａｎｄ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｉｍｅ ｐｏｉｎｔ ｓｔａｒｔｓ ｆｒｏｍ ｔ＝ ２.６５×１０－６)
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图 ２　 生物量、底物和产物浓度随时间变化曲线
Ｆｉｇ.２　 Ｔｉｍｅ ｖａｒｙｉｎｇ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｅａｃｈ ｓｕｂｓｔａｎｃｅ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ

５　 结语

本文提出了一个非线性时滞微分系统来描述间歇发酵生产 １ꎬ３－丙二醇过程ꎬ建立了一个含有甘油消耗

率约束的时滞最优控制模型ꎮ 同时ꎬ利用罚函数方法、时域变换法和模拟退火与遗传混合算法来求解该时滞

最优控制问题ꎮ 数值结果表明:与文献[５]相比ꎬ终端时刻 １ꎬ３－丙二醇的生产效率有显著提高ꎬ并且甘油消

耗速率有所降低ꎮ
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