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尼日利亚猴痘疫情不确定逻辑增长模型分析

陈丽丽ꎬ丁春晓∗

(聊城大学数学科学学院ꎬ 山东 聊城 ２５２０００)

摘要:猴痘疫情受到各种各样不确定因素的影响ꎬ为了处理猴痘传播过程中的不确定性ꎬ本文尝试利用不确定逻辑增长模型

对尼日利亚严峻的猴痘疫情进行分析ꎮ 首先ꎬ对尼日利亚疾控中心公布的猴痘累计确诊病例数据进行整理ꎬ并画出数据的散

点图ꎻ其次ꎬ建立不确定逻辑增长模型ꎬ并对模型进行参数估计、残差分析和假设检验ꎻ最后ꎬ给出尼日利亚猴痘累计确诊病例

数的预测值ꎬ并得出 ９５％的置信区间ꎮ 此外ꎬ通过交叉验证的方法以及对观测值、预测值和置信区间的直观对比验证模型的

可行性ꎮ 本研究为尼日利亚猴痘疫情防控和政策制定提供一定的理论支撑ꎮ
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０　 引言

猴痘是猴痘病毒感染所致的一种人畜共患病[１]ꎬ其主要症状包括发热、皮疹、淋巴结肿大等ꎮ 猴痘病毒

于 １９７０ 年在一名刚果儿童身上被首次发现ꎬ此后ꎬ非洲等地不断有猴痘病例出现ꎬ大多集中在非洲中部和西

部的热带雨林地区ꎬ传播链比较短ꎬ具有地方流行性特征ꎮ 而 ２０２２ 年爆发的猴痘疫情ꎬ规模空前盛大ꎬ涉及

了很多从未有过猴痘病例的国家ꎬ猴痘病毒已不容忽视ꎮ
２０２２ 年中旬ꎬ猴痘疫情的突然暴发ꎬ无疑给各国带来了一次的挑战ꎮ 猴痘疫情尤其对全球旅游、进出口
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贸易以及文化交流等方面影响较大ꎮ 了解猴痘的流行病学特征ꎬ分析总结疫情的发展趋势ꎬ对于充分了解流

行病的传播ꎬ做好应急预案具有重要意义[２]ꎮ
专家学者们采用逻辑增长模型进行疫情预测分析ꎮ 逻辑增长模型最初由比利时数学家 Ｖｅｒｈｕｌｓｔ 于 １８３８

年推导出来ꎬ后被广泛应用于动物饲养、植物栽培等资源生态环境方面的模拟研究[３]ꎮ 逻辑增长模型的特

点表现为初期增长缓慢ꎬ随后逐渐加速ꎬ最终趋于平缓并接近饱和的“Ｓ”型增长趋势ꎬ因此逻辑增长曲线又

被称为“Ｓ”型曲线ꎮ 猴痘疫情传播过程中受到各种各样的不确定因素的影响ꎬ因此专家学者将这些不确定

因素视为随机变量[４]ꎬ采用随机逻辑增长模型进行分析预测[５]ꎮ 随机逻辑增长模型作为一种概率论模型ꎬ
使用前提是假设残差频率稳定ꎬ而随着研究的深入发现ꎬ残差频率总是不稳定的ꎬ本文使用双样本柯尔莫可

洛夫－斯米洛夫检验( ｔｗｏ￣ｓａｍｐｌｅ Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ￣Ｓｍｉｒｎｏｖ ｔｅｓｔ)、威尔科克森秩和检验(Ｗｉｌｃｏｎｘｏｎ ｒａｎｋ ｓｕｍ
ｔｅｓｔ)、安萨里－布拉德利检验(Ａｎｓａｒｉ￣Ｂｒａｄｌｅｙ ｔｅｓｔ)、双样本 Ｔ 检验( ｔｗｏ￣ｓａｍｐｌｅ Ｔ￣ｔｅｓｔ)、双样本 Ｆ 检验( ｔｗｏ￣
ｓａｍｐｌｅ Ｆ￣ｔｅｓｔ)５ 种方法ꎬ验证残差不是来自同一分布ꎬ即频率不稳定ꎮ 此时继续运用随机逻辑增长模型分析

尼日利亚猴痘疫情是不合理的ꎬ因此ꎬ本文尝试使用不确定理论对尼日利亚猴痘疫情的累计确诊病例人数进

行建模分析ꎮ
不确定理论由清华大学刘宝碇教授于 ２００７ 年建立[６]ꎬ２００９ 年进一步完善使其成为公理化体系[７]ꎮ 不

确定理论满足正则性、对偶性、次可加性及乘积公理[８]ꎮ 不确定统计学是不确定理论的重要分支之一ꎬ由刘

宝碇教授于 ２０１０ 年提出ꎬ是一套利用不确定理论来收集、分析和解释数据的数学技术[９]ꎮ 不确定回归分析

是一种利用不确定理论来探索解释变量与响应变量之间关系的统计技术[１０]ꎮ 它的切入点是把扰动项看作

成一个不确定变量ꎬ为了估计不确定扰动项ꎬ提出了矩估计[１１]、极大似然估计[１２￣１３] 和最小二乘估计[１４] 等多

种参数估计方法ꎮ 此外ꎬ利用不确定假设检验来评估不确定回归模型的合理性[１５]ꎬ并对回归系数提出不确

定显著性检验[１０]ꎮ 迄今为止ꎬ不确定回归分析已成功应用于经济学[１６￣１７]、疫情传播[１８] 和粮食产量[１９] 等领

域ꎮ 本文针对尼日利亚猴痘累计确诊病例建立不确定逻辑增长模型ꎬ通过最小二乘法求解模型中未知参数ꎬ
利用不确定假设检验验证模型的拟合效果ꎬ最后对疫情进行预测并得到相应的置信区间ꎮ

１　 尼日利亚猴痘疫情

尼日利亚疾控中心对当地 ２０２２ 年 １ 月至 ２０２３ 年 １ 月猴痘累计确诊病例数据进行了统计(ｈｔｔｐｓ: / / ｎｃｄｃ.
ｇｏｖ.ｎｇ / ｎｅｗｓ / ｉｔｅｍ / ３４８ / )ꎬ本文将其数据作图ꎬ见图 １ꎮ 通过对尼日利亚猴痘累计确诊病例的观察与分析ꎬ发
现猴痘疫情具有逻辑增长的趋势ꎬ因此采用逻辑增长模型对数据进行建模分析ꎮ 设观测数据为

( ｔꎬｙｔ)ꎬ ｔ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ３７ꎬ (１)
其中ꎬｙｔ 是图 １ 中所示的 ｔ 时的尼日利亚猴痘累计确诊病例数ꎬ如 ｙ５ ＝ ３１ 指 ２０２２ 年 ６ 月 ５ 日的累计确诊病

例人数为 ３１ꎬｙ３７ ＝ ７８６ 指 ２０２３ 年 １ 月 ２２ 日的累计确诊病例人数为 ７８６ꎮ

图 １　 ２０２２ 年 １ 月至 ２０２３ 年 １ 月尼日利亚猴痘累计确诊病例数据
Ｆｉｇ.１　 Ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｃｏｎｆｉｒｍｅｄ ｃａｓｅｓ ｏｆ Ｍｐｏｘ ｉｎ Ｎｉｇｅｒｉａ ｆｒｏｍ Ｊａｎｕａｒｙ ２０２２ ｔｏ Ｊａｎｕａｒｙ ２０２３
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２　 随机逻辑增长模型

采用随机逻辑增长模型对尼日利亚猴痘累计确诊病例进行建模分析ꎬ
ｙ＝β０ / (１＋β１ｅｘｐ(－β２ ｔ))＋εꎬ　 β０ꎬβ１ꎬβ２>０ꎬ (２)

其中ꎬ β０ 表示模型的上限ꎬ即疫情在不受外部干预(如疫苗等)且环境条件保持不变的情况下ꎬ累计确诊病

例可能达到的最大值ꎬβ１ 影响模型的生长速度ꎬ其大小决定了达到模型上限 β０ 的速度快慢ꎬβ２ 影响曲线的

斜率ꎬ β２ 越大ꎬ增长曲线越陡峭ꎬ疾病传播速度越快ꎬε 是随机扰动项(随机变量)ꎮ
利用观测值与预测值作差得到如图 ２ 所示的 ３７ 个残差 ε１ꎬε２ꎬ􀆺ꎬε３７ꎮ 为了验证残差是否频率稳定ꎬ采

用了 ５ 种方法进行检验ꎮ 其中ꎬ双样本 Ｆ 检验( ｔｗｏ￣ｓａｍｐｌｅ Ｆ￣ｔｅｓｔ)以及双样本 Ｔ 检验( ｔｗｏ￣ｓａｍｐｌｅ Ｔ￣ｔｅｓｔ)属
于参数检验方法ꎬ均满足检验的前提条件ꎮ 在利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件对残差进行检验时ꎬ返回值 ｐ 是观察到的

数据(或两个数据集之间的差异)与参考分布(或彼此间)一样或更极端的情况出现的概率ꎮ 如果 ｐ 值小于

显著性水平(０.０５)ꎬ则拒绝原假设ꎬ认为观察到的数据集与参考分布不符(或两个数据集不是来自同一分

布)ꎮ ５ 种检验方法的返回值 ｐ 均小于 ０.０５ꎬ具体细节如下:
(１) 双样本柯尔莫可洛夫－斯米洛夫检验( ｔｗｏ￣ｓａｍｐｌｅ Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ－Ｓｍｉｒｎｏｖ ｔｅｓｔ)
取 ３７ 个残差中的两部分

(ε１ꎬε３ꎬ􀆺ꎬε７)和(ε１４ꎬε１５ꎬ􀆺ꎬε３７)ꎬ
借助 ＭＡＴＬＡＢ 中“ｋｓｔｅｓｔ２”函数ꎬ通过 ｔｗｏ￣ｓａｍｐｌｅ Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ￣Ｓｍｉｒｎｏｖ ｔｅｓｔ 得到 ｐ 值为 ０.００３ ９ꎮ 这意味着ꎬ
上述残差组具有不同的分布函数ꎬ因此不是来自同一个总体ꎮ

(２) 威尔科克森秩和检验(Ｗｉｌｃｏｎｘｏｎ ｒａｎｋ ｓｕｍ ｔｅｓｔ)
取 ３７ 个残差中的两部分

(ε１ꎬε２ꎬ􀆺ꎬε８)和(ε９ꎬε１０ꎬ􀆺ꎬε３７)ꎬ
借助 ＭＡＴＬＡＢ 中“ ｒａｎｋｓｕｍ”函数ꎬ通过 Ｗｉｌｃｏｎｘｏｎ ｒａｎｋ ｓｕｍ ｔｅｓｔ 得到 ｐ 值为 ０.００３ ８ꎮ 这意味着ꎬ上述残差组

来自于具有不同中位数的分布ꎬ因此并不是来自于同一个总体ꎮ

图 ２　 逻辑增长模型残差图
Ｆｉｇ.２　 Ｒｅｓｉｄｕａｌ ｐｌｏｔ ｏｆ Ｌｏｇｉｓｔｉｃ ｇｒｏｗｔｈ ｍｏｄｅｌ

　 　 (３) 安萨里－布拉德利检验(Ａｎｓａｒｉ－Ｂｒａｄｌｅｙ ｔｅｓｔ)
取 ３７ 个残差中的两部分

(ε１ꎬε２ꎬ􀆺ꎬε１５)和(ε３３ꎬε３４ꎬ􀆺ꎬε３７)ꎬ
借助 ＭＡＴＬＡＢ 中 “ ａｎｓａｒｉｂｒａｄｌｅｙ ” 函 数ꎬ 通 过 Ａｎｓａｒｉ￣
Ｂｒａｄｌｅｙ ｔｅｓｔ 得到 ｐ 值为 ０.００５ ２ꎮ 这意味着ꎬ上述残差组

具有不同的分散性ꎬ因此并不来自同一个总体ꎮ
(４) 双样本 Ｔ 检验( ｔｗｏ￣ｓａｍｐｌｅ Ｔ￣ｔｅｓｔ)
取 ３７ 个残差中的两部分

(ε１ꎬε２ꎬ􀆺ꎬε８)和(ε９ꎬε１０ꎬ􀆺ꎬε３７)ꎬ
借助 ＭＡＴＬＡＢ 中“ ｔｔｅｓｔ２”函数ꎬ通过 ｔｗｏ ｓａｍｐｌｅ Ｔ￣ｔｅｓｔ 得
到 ｐ 值为 ０.００３ ０ꎮ 这意味着ꎬ上述残差组在满足正态分

布和方差齐性假设的前提下ꎬ具有不同的均值ꎬ因此并不

来自同一个总体ꎮ
(５) 双样本 Ｆ 检验( ｔｗｏ￣ｓａｍｐｌｅ Ｆ￣ｔｅｓｔ)
取 ３７ 个残差中的两部分

(ε１ꎬε２ꎬ􀆺ꎬε８)和(ε２０ꎬε２１ꎬ􀆺ꎬε３２)ꎬ
借助 ＭＡＴＬＡＢ 中“ｖａｒｔｅｓｔ２”函数ꎬ通过 ｔｗｏ￣ｓａｍｐｌｅ Ｆ￣ｔｅｓｔ 得到 ｐ 值为 ０.０３４ ７ꎮ 这意味着ꎬ上述残差组在满足

正态分布假设的前提下ꎬ具有不同的方差ꎬ因此并不来自同一个总体ꎮ
由于 ３７ 个残差不是来自同一总体ꎬ即残差不是来自同一分布ꎬ频率不稳定ꎬ所以将扰动项视为随机变量

是不合理的ꎮ 本文尝试采用不确定变量来刻画该扰动项ꎬ采用不确定逻辑增长模型对尼日利亚猴痘累计确

诊病例进行建模ꎮ
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３　 不确定逻辑增长模型

为了拟合观测数据ꎬ采用不确定逻辑增长模型

ｙ＝β０ / (１＋β１ｅｘｐ(－β２ ｔ))＋εꎬ　 β０ꎬβ１ꎬβ２>０ꎬ (３)
其中ꎬε 是不确定扰动项(不确定变量)ꎮ

基于观测数据(１)ꎬ利用最小二乘估计求解不确定逻辑增长模型(３)中未知参数(β０ꎬβ１ꎬβ２)ꎬ即

ｍｉｎ
β０ꎬβ１ꎬβ２>０

∑
３７

ｔ ＝１
(ｙｔ－β０ / (１＋β１ｅｘｐ(－β２ ｔ))) ２ꎮ (４)

利用 ＭＡＴＬＡＢ 中“ ｌｓｑｎｏｎｌｉｎ”函数求解上述最小化问题ꎬ得到拟合参数值为

β０ ＝ ８０９.０９８ ４ꎬ　 β１ ＝ ５９.９５５ ５ꎬ　 β２ ＝ ０.２０３ ２ꎮ
因此ꎬ拟合逻辑增长模型为

ｙ＝ ８０９.０９８ ４ / (１＋５９.９５５ ５ｅｘｐ(－０.２０３ ２ｔ))ꎬ
如图 ３ 蓝色实线所示ꎮ

图 ３　 尼日利亚累计确诊病例数的观测值、拟合逻辑增长模型及预测值的对比图
Ｆｉｇ.３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｏｂｓｅｒｖｅｄꎬ ｆｉｔｔｅｄ ｌｏｇｉｓｔｉｃ ｇｒｏｗｔｈ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｆｏｒｅｃａｓｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｃｏｎｆｉｒｍｅｄ ｃａｓｅｓ ｉｎ Ｎｉｇｅｒｉａ

　 　 将观测值与预测值作差ꎬ即
εｔ ＝ ｙｔ－８０９.０９８ ４ / (１＋５９.９５５ ５ｅｘｐ(－０.２０３ ２ｔ))ꎬ

得到了 ３７ 个残差 ε１ꎬε２ꎬ􀆺ꎬε３７ꎮ 假设残差服从正态不确定分布 Ｎ (ｅꎬσ)ꎬ不确定扰动项 ε 的期望值为

ｅ^＝
１
３７ ∑

３７

ｔ ＝１
εｔ ＝ －１.１４６ ２ꎬ (６)

方差是

σ^２ ＝ １
３７ ∑

３７

ｔ ＝１
(εｔ－ｅ^) ２ ＝ ８.５２２ ０２ꎮ (７)

因此ꎬ尼日利亚猴痘累计确诊病例数的不确定逻辑增长模型为

ｙ＝ ８０９.０９８ ４ / (１＋５９.９５５ ５ｅｘｐ(－０.２０３ ２ｔ))＋Ｎ (－１.１４６ ２ꎬ８.５２２ ０)ꎮ (８)
使用不确定假设检验判断不确定逻辑增长模型(８)是否很好地拟合图 １ 所示的尼日利亚猴痘累计确诊病例

数ꎬ即检验 ３７ 个残差 ε１ꎬε２ꎬ􀆺ꎬε３７是否服从正态不确定分布:
Ｎ (－１.１４６ ２ꎬ８.５２２ ０)ꎮ

为此ꎬ考虑以下两个假设

Ｈ１: ｅ＝ －１.１４６ ２ 且 σ＝ ８.５２２ ０ 与 Ｈ２: ｅ≠－１.１４６ ２ 或 σ≠８.５２２ ０ꎮ
取显著性水平 α＝ ０.０５ꎬ根据不确定假设检验ꎬ可以得出该检验为

Ｗ＝{(ε１ꎬε２ꎬ􀆺ꎬε３７):至少存在 ２ 个下标 ｔ 满足 １≤ｔ≤３７ 使得 εｔ<－１８.３５９ ２ 或 εｔ>１６.０６６ ７}ꎮ
观察图 ４ꎬ只有ε２１∉[－１８.３５９ ２ꎬ１６.０６６ ７]时ꎬ(ε１ꎬε２ꎬ􀆺ꎬε３７)∉Ｗꎮ 因此接受 Ｈ０ꎬ即不确定逻辑增长模型可
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以很好地拟合图 １ 的尼日利亚累计确诊病例数目ꎮ

图 ４　 不确定逻辑增长模型的残差图
Ｆｉｇ.４　 Ｒｅｓｉｄｕａｌ ｐｌｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ Ｌｏｇｉｃａｌ ｇｒｏｗｔｈ ｍｏｄｅｌ

　 　 利用不确定逻辑增长模型(８)预测 ２０２３ 年 １ 月 ２９ 日尼日利亚猴痘累计确诊病例数ꎮ 取 ｔ ＝ ３８ꎬ不确定

变量 ｙ^３８为

ｙ^３８ ＝ ８０９.０９８ ４ / (１＋５９.９５５ ５ｅｘｐ(－０.２０３ ２×３８))＋Ｎ (－１.１４６ ２ꎬ８.５２２ ０)ꎬ (９)
即 ｙ^３８ ~Ｎ(７８７.００６ ８ꎬ８.５２２ ０)ꎮ 将 ｙ^３８的期望值作为预测值ꎬ计算得到预测值为 Ｅ[ ｙ^３８] ＝ ７８７.００６ ８ꎮ 因此预

计 ２０２３ 年 １ 月 ２９ 日尼日利亚猴痘累计确诊病例为 ７８７ 人ꎮ 进一步得到 ９５％的置信区间为

７８７.００６ ８±８.５２２ ０ ３
π

ｌｎ １＋０.９５
１－０.９５

ꎬ

即 ７８７.００６ ８±１７.２１３ ０＝[７６９.７９３ ８ꎬ８０４.２１９ ７]≈[７７０ꎬ８０４]ꎬ２０２３ 年 １ 月 ２９ 日尼日利亚猴痘累计确诊病例

人数 ９５％的可能性介于 ７７０~８０４ 人之间ꎮ 同理可以得到 ２０２３ 年 ２ 月 ５ 日到 ３ 月 ５ 日的预测值和置信区间ꎬ
详见图 ３ 黄色星号部分和表 １ 数值ꎮ

为了对模型可行性进行评估ꎬ借助 ＭＡＴＬＡＢ 的“ｃｖｐａｒｔｉｔｉｏｎ”函数ꎬ采用 ５ 折交叉验证的方法ꎬ得到模型

的平均绝对误差为 ７.０３１ ９ꎬ均方根误差为 ８.２６１ ９ꎮ 尼日利亚猴痘累计确诊病例数据的范围为 ３ ~ ７８９ꎬ在这

个数据范围下ꎬ上述误差较小ꎬ说明模型性能较好ꎮ 此外ꎬ比较表 １ 的观测值、预测值及置信区间ꎬ可以发现

观测值均位于置信区间内ꎬ从而进一步说明了模型的可行性ꎮ
表 １　 １ 月 ２９ 日到 ３ 月 ５ 日的预测值和置信区间

Ｔａｂｌｅ １　 Ｆｏｒｅｃａｓｔ ｖａｌｕｅｓ ａｎｄ ｃｏｎｆｉｄｅｎｃｅ ｉｎｔｅｒｖａｌｓ ｆｒｏｍ Ｊａｎｕａｒｙ ２９ ｔｏ Ｍａｒｃｈ ５
日期 观测值 预测值 置信区间

１ 月 ２９ 日 ７８９ ７８７ [７７０ꎬ８０４]
２ 月 ５ 日 ７９６ ７９１ [７７４ꎬ８０８]
２ 月 １２ 日 ８００ ７９４ [７７７ꎬ８１１]
２ 月 １９ 日 ８０５ ７９６ [７７９ꎬ８１４]
２ 月 ２６ 日 ８０７ ７９９ [７８１ꎬ８１６]
３ 月 ５ 日 ８１２ ８００ [７８３ꎬ８１７]

４　 结论

本文采用不确定回归分析对尼日利亚猴痘累计确诊病例进行分析研究ꎮ 通过交叉验证以及直接对比观

测值和预测值的方法ꎬ说明估计的不确定逻辑增长模型可以很好地拟合尼日利亚猴痘累计确诊病例数目ꎮ
进一步对确诊病例人数进行预测并给出置信区间ꎮ 另外ꎬ通过分析相关残差的特征ꎬ本文给出使用不确定统

计量代替概率统计量的原因ꎮ
未来ꎬ还将结合最新数据ꎬ对猴痘传播风险、峰值、达峰时间、传染规模等疫情技术指标进行预测分析ꎬ并

对模型进行进一步优化ꎮ
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