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图的限制性燃烧连通度

薛睿滢ꎬ魏宗田ꎬ翟美娟
(西安建筑科技大学理学院ꎬ 陕西 西安 ７１００５５)

摘要:连通度是度量网络抗毁性的一个重要指标ꎬ从图燃烧的角度将该参数推广ꎬ提出图的限制性燃烧连通度概念ꎮ 在给出

若干基本图类的限制性燃烧连通度的基础上ꎬ用数学规划方法研究路的笛卡尔积图、蜘蛛图的限制性燃烧连通度计算问题ꎮ
通过分析限制性燃烧连通度与图结构的关系ꎬ阐明该参数在刻画网络抗毁性方面的优势ꎮ
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０　 引言

社会网络是以节点代表个人或组织、节点之间的边代表社会关系的一类图ꎮ 社会影响的传播是社会网

络分析中的一个重要课题ꎬ主要集中在情感、信息或病毒的传播方面ꎬ如高危病毒(新型冠状病毒、ＳＡＲＳ 冠

状病毒等)、社会信息(谣言、行为、情感等)、互联网表情包等在社会网络上的传播ꎮ 为了模拟这一过程ꎬ
Ｂｏｎａｔｏ 等[１]使用了一种简化的、确定性的新方法———图的燃烧ꎮ 给定一个图 Ｇꎬ在图 Ｇ 上的燃烧是一个离

散时间的图的演化过程ꎬ与图 Ｇ 上顶点的传播过程有关ꎬ它可以解释为影响在社会网络中传播的模型ꎬ并用

燃烧数衡量图的顶点集上火蔓延的速度[２]ꎮ
然而ꎬ一旦病毒携带者将病毒传给接触者ꎬ这种病毒会随着时间推移而传播ꎮ 若目标是最小化病毒

传播到剩余网络所需的时间ꎬ那么该如何选取病毒携带者以控制病毒传播? 或如何将未感染数量控制在

某个范围或是更小? 如果用图燃烧方法模拟此类问题ꎬ则是选择一个最佳火源ꎬ经过一段时间燃烧ꎬ用最

少的时间将图燃烧到某个范围或是更小的剩余子图ꎮ 显然ꎬ已有的抗毁性参数不能很好地解决此类

问题ꎮ
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　 　 本文将燃烧数定义的思想与连通度相结合ꎬ提出一个新的网络抗毁性参数———限制性燃烧连通度ꎮ 给

出图的限制性燃烧连通度的定义ꎬ研究若干类图的参数计算和该参数与图结构的关系ꎮ
本文仅考虑简单无向图ꎬ未定义的概念和术语参见文献[３]ꎮ
设 Ｇ＝(ＶꎬＥ)是一个图ꎬ在步骤 ｉ＝ ０时ꎬＶ(Ｇ)中所有顶点都未被燃烧ꎻ在第 ｉ( ｉ≥１)步中ꎬ选择 Ｖ(Ｇ)中

一个未被燃烧的顶点 ｘｉ 燃烧(如果这样的顶点存在)ꎬ并且该顶点称为图 Ｇ 的第 ｉ 个火源ꎮ 一旦某个顶点在

第 ｉ 步被燃烧ꎬ则在 ｉ＋１步ꎬ它的所有未燃烧的邻点都会自动被燃烧ꎮ 当所有的顶点全部被燃烧时ꎬ燃烧过

程结束ꎮ 如果一个顶点被燃烧ꎬ那么它将一直保持燃烧状态ꎬ直到 Ｇ 的燃烧过程结束ꎮ 假设图 Ｇ 的顶点最

多在 ｋ 步内被烧完ꎬ则称 Ｇ 是 ｋ￣可燃的ꎮ
定义 １[１] 　 图 Ｇ 的燃烧过程结束所需要的最小步数称为 Ｇ 的燃烧数ꎬ记作 ｂ(Ｇ)ꎬ选作火源的顶点序列

(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｋ)称为 Ｇ 的燃烧序列ꎮ 最短燃烧序列的长度等于图 Ｇ 的燃烧数ꎮ
定义 ２[４] 　 设 Ｇ＝(ＶꎬＥ)是连通图ꎬ若存在 Ｓ⊂Ｖꎬ使 Ｇ 的子图 Ｇ－Ｓ 的连通分支数大于 Ｇ 的连通分支数ꎬ

即 ω(Ｇ－Ｓ)>ω(Ｇ)ꎬ而删除 Ｓ 的任何真子集 Ｓ′时ꎬω(Ｇ－Ｓ′)＝ ω(Ｇ)ꎬ则称 Ｓ 为 Ｇ 的点割集ꎮ 若点割集中只

有一个顶点ꎬ则称此顶点为割点ꎮ

定义 ３[５] 　 设 Ｇ 是一个非完全连通图ꎬ其连通度为 κ(Ｇ)＝ ｍｉｎ{ ｜ Ｓ ｜ :Ｓ⊂Ｖ(Ｇ)}ꎬ其中 Ｓ 为 Ｇ 的点割集ꎮ
若 κ(Ｇ)≥ｋꎬ则称 Ｇ 为 ｋ￣连通的ꎮ 对于完全图 Ｋｎꎬ有 κ(Ｋｎ)＝ ｎ－１ꎻ对于非连通图 Ｇꎬ有 κ(Ｇ)＝ ０ꎮ

设 Ｇ＝(ＶꎬＥ)是一个图ꎬｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ称 Ｎ(ｖ)＝ {ｕ:ｕ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ ｕ≠ｖꎬ且 ｖ 与 ｕ 相邻}为 ｖ 的开邻域ꎬＮ[ｖ] ＝

Ｎ(ｖ)∪{ｖ}为 ｖ 的闭邻域ꎮ 给定一个正整数 ｍꎬ定义 ｖ 的 ｍ 闭邻域为{ｕ∈Ｖ(Ｇ):ｄ(ｕꎬｖ)≤ｍ}ꎬ记作Ｎｍ[ｖ]ꎬ
其中 ｄ(ｕꎬｖ)表示 ｕ 与 ｖ 之间的距离ꎮ 若将 Ｎ[ｖ]中的顶点都从 Ｇ 中删除ꎬ则称 ｖ 颠覆了 Ｇꎮ 类似地ꎬ设 Ｓ⊂

Ｖ(Ｇ)ꎬ定义 Ｓ 的开邻域 Ｎ(Ｓ)＝ {ｖ∈Ｖ ＼Ｓ:ｕ 与 ｖ 相邻ꎬｕ∈Ｓ}ꎬ Ｎ[Ｓ] ＝Ｎ(Ｓ)∪Ｓ 称为 Ｓ 的闭邻域ꎮ 若将Ｎ[Ｓ]
中的每一顶点都从 Ｇ 中删除ꎬ则称 Ｓ 为 Ｇ 的一个颠覆策略ꎬ记 Ｇ－Ｎ[Ｓ]为 Ｇ / Ｓꎮ 若 Ｇ / Ｓ 不连通ꎬ或是团ꎬ或
是⌀ꎬ其中⌀表示空集ꎬ则称 Ｓ 为 Ｇ 的一个邻域点割集ꎮ

定义 ４[５] 　 设 Ｇ 是一个非完全连通图ꎬ其邻域连通度为 Ｇ 的最小邻域点割所含的顶点数ꎬ记为

ＶＮＣ(Ｇ)ꎬ若 ＶＮＣ(Ｇ)≥ｋꎬ则称 Ｇ 是 ｋ￣邻域连通的ꎮ
下面给出新的燃烧规则:
(１) ｉ＝ ０ꎬ图 Ｇ 的所有顶点都未燃烧ꎻ
(２) ｉ＝ １ꎬ选择一个顶点燃烧ꎬ称之为火源ꎬ记为 ｘꎻ
(３) ｉ>１ꎬ不再增加火源ꎬ若在第 ｉ 步中被燃烧的顶点集为 Ｂ ｉꎬ未被燃烧的顶点集为 Ａ ｉꎬ则在第 ｉ＋１ 步ꎬ

Ｎ(Ｂ ｉ)∩Ａ ｉ 中的每个顶点都将被燃烧ꎮ
定义 ５　 设 Ｇ＝(ＶꎬＥ)是一个非完全连通图ꎬ假设按上述燃烧规则经过 ｋ 步燃烧后的剩余子图为 Ｇｋꎬ已

燃烧顶点集序列为(Ｂ１ꎬＢ２ꎬ􀆺ꎬＢｋ)ꎮ 对于给定的非负整数 ｃꎬ称使得 Ｇｋ 不连通且 ｍ(Ｇｋ)≤ｃ 或 Ｇｋ ＝⌀的最

小 ｋ 为 Ｇ 的限制性燃烧连通度ꎬ记为 κｃ
ｂ(Ｇ)ꎬ其中 ｍ(Ｇｋ)表示 Ｇｋ 的最大分支的阶ꎬ称与 κｃ

ｂ(Ｇ)对应的第一

个被燃烧的顶点为最佳火源ꎮ
设 κｃ

ｂ(Ｇ)＝ ｋꎬ最佳火源为 ｘꎬ(Ｂ１ꎬＢ２ꎬ􀆺ꎬＢｋ)是与之对应的燃烧顶点集序列ꎬ则 Ｂ１ ＝ {ｘ}ꎬ Ｇｋ ＝ Ｖ(Ｇ) －

∪
ｋ

ｉ＝１
Ｂ ｉꎮ 若 ｃ＝ ０ꎬ则有∪

ｋ

ｉ＝１
Ｂ ｉ ＝Ｖ(Ｇ)ꎻ若 ｃ>０ꎬ则 Ｇｋ 不连通ꎬ且∪

ｋ

ｉ＝１
Ｂ ｉ⊂Ｖ(Ｇ)ꎮ

特别地ꎬ对于完全图 Ｋｎꎬ任一顶点均为最佳火源ꎬ有 κｃ
ｂ(Ｋｎ)＝ ２ꎮ

定义 ６[１] 　 设 Ｇ ＝ (ＶꎬＥ)是一个非完全连通图ꎬｕꎬｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ定义 ｖ 的离心率为 ｅ(ｖ)＝ ｍａｘ{ｄ( ｕꎬｖ):

图 １　 有 ２个中心的图 Ｇ
Ｆｉｇ.１　 Ａ ｇｒａｐｈ Ｇ ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｃｅｎｔｅｒｓ

ｕ∈Ｖ(Ｇ)}ꎬＧ 的直径是 Ｇ 的顶点集上最大的离心率ꎬＧ 的半径

是 Ｇ 的顶点集上最小的离心率ꎬ即 ｄｉａｍ(Ｇ)＝ ｍａｘ
ｕ∈Ｖ(Ｇ)

ｍａｘ
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｄ(ｕꎬｖ)ꎬ

ｒ(Ｇ)＝ ｍｉｎ
ｕ∈Ｖ(Ｇ)

ｍａｘ
ｖ∈Ｖ(Ｇ)

ｄ(ｕꎬｖ)ꎬＧ 的中心是 Ｇ 中离心率最小的顶点集

合ꎮ 如图 １ꎬｅ(ｖ１)＝ ｅ(ｖ７)＝ ｅ(ｖ３)＝ ｅ(ｖ５)＝ ｅ(ｖ４)＝ ３ꎬ ｅ(ｖ２)＝ ｅ
(ｖ６)＝ ２ꎬ所以图 Ｇ 的中心为 ｖ２ 或 ｖ６ꎮ



　 第 ２期 薛睿滢ꎬ等:图的限制性燃烧连通度 ９３　　　 　

１　 几类基本图的限制性燃烧连通度

在本节中ꎬ主要讨论路、圈、完全二部分图等几类基本图的

限制性燃烧连通度的计算问题ꎮ
定理 １　 设 Ｐｎ(ｎ≥３)是 ｎ 阶路ꎬｃ∈{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ－２}ꎬ则

κｃ
ｂ(Ｐｎ)＝

「ｎ＋１２ ⌉－ｃꎬ　 ０≤ｃ≤⌊ ｎ２ 」ꎻ
１ꎬ ⌊ ｎ２ 」<ｃ≤ｎ－２ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

证明　 记 Ｖ(Ｐｎ)＝ {ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬｖｉ 与 ｖｉ＋１相邻ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎮ 下面分 ２种情形讨论ꎮ

情形 １　 ０≤ｃ≤⌊ ｎ２ 」ꎮ 当 ｎ 为奇数时ꎬ显然ꎬ以 Ｐｎ 的中心 ｖ ｎ＋１
２
为火源ꎮ 经过 ｋ(ｋ≥１)步燃烧后ꎬ(Ｐｎ) ｋ

是阶为
ｎ－(２ｋ－１)
２

的 ２条路ꎮ 当 ｎ 为偶数时ꎬ以 Ｐｎ 的中心 ｖ「ｎ－１２ ⌉或 ｖ「ｎ＋１２ ⌉为火源ꎬ经过 ｋ(ｋ≥１)步燃烧后ꎬ(Ｐｎ) ｋ 是

阶分别为⌊ｎ－(２ｋ－１)２ 」和「ｎ－(２ｋ－１)２ ⌉的 ２条路ꎮ 令ｍ((Ｐｎ) ｋ)≤ｃꎬ即有 ｋ≥「ｎ＋１２ ⌉－ｃꎬ所以 κｃ
ｂ(Ｐｎ)＝ 「ｎ＋１２ ⌉－ｃꎮ

情形 ２　 ⌊ ｎ２ 」<ｃ≤ｎ－２ꎮ 显然以中心为火源ꎬ经过 １步燃烧后ꎬ有 ｍ((Ｐｎ)１)≤ｃꎬ所以 κｃ
ｂ(Ｐｎ)＝ １ꎮ 证毕ꎮ

定理 ２　 设 Ｃｎ(ｎ≥３)是 ｎ 阶圈ꎬｃ∈{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ则 κｃ
ｂ(Ｃｎ)＝ 「ｎ＋１２ ⌉ꎮ

证明　 记 Ｖ(Ｃｎ)＝ {ｖ１ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬ ｖｎｖ１ꎬｖｉｖｉ＋１∈Ｅ(Ｃｎ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎮ 显然ꎬＣｎ 是 ２￣正则图ꎬ以 Ｃｎ 中

任一顶点为火源ꎬ经过 ｋ １≤ｋ<「ｎ＋１２ ⌉æ

è
ç

ö

ø
÷ 步燃烧后ꎬ(Ｃｎ) ｋ 都是连通的ꎮ 由限制性燃烧连通度的定义知ꎬ对任

意的 ｃ∈{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ当 ｋ＝「ｎ＋１２ ⌉时ꎬ(Ｃｎ) ｋ ＝⌀ꎬ所以 κｃ
ｂ(Ｃｎ)＝ 「ｎ＋１２ ⌉ꎮ 证毕ꎮ

定理 ３　 设 Ｋｍꎬｎ(ｍ≥ｎ≥３)是完全二部分图ꎬｃ∈{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍ}ꎬ则

κｃ
ｂ(Ｋｍꎬｎ)＝

３ꎬ　 ｃ＝ ０ꎻ
２ꎬ ｃ≥１ꎮ{

图 ２　 舵图 Ｈ１ꎬ６
Ｆｉｇ.２　 Ｔｈｅ ｈｅｌｍ ｇｒａｐｈ Ｈ１ꎬ６

证明　 显然ꎬ以 Ｋｍꎬｎ中任一顶点为火源ꎬ经过 ２ 步燃烧后ꎬ剩余子图为 ｍ－１
(或 ｎ－１)个孤立顶点ꎮ 由限制性燃烧连通度的定义知ꎬ当 ｃ≥１时ꎬκｃ

ｂ(Ｋｍꎬｎ)＝ ２ꎻ当
ｃ＝０时ꎬκｃ

ｂ(Ｋｍꎬｎ)＝ ３ꎮ
定义 ７[６] 　 在轮图 Ｗ１ꎬｎ(ｎ≥３)的每个 ３度顶点(除中心外)上ꎬ各添加一条悬

挂边所得的图称为舵图ꎬ记为 Ｈ１ꎬｎꎮ 如图 ２所示的是舵图 Ｈ１ꎬ６ꎮ
定理 ４　 设 Ｈ１ꎬｎ(ｎ≥３)是 ２ｎ＋１阶舵图ꎬｃ∈{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ２ｎ－１}ꎬ则

κｃ
ｂ(Ｈ１ꎬｎ)＝

３ꎬ　 ｃ＝ ０ꎻ
２ꎬ １≤ｃ<２ｎ－１ꎻ
１ꎬ ｃ＝ ２ｎ－１ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

证明　 设 Ｖ(Ｈ１ꎬｎ)＝ {ｕꎬｕ１ꎬ􀆺ꎬｕｎꎬｖ１ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬｕ 是 Ｈ１ꎬｎ的中心ꎬ(ｕｉꎬｖｉ)为悬挂边ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎮ 显然ꎬ当
ｃ＝ ２ｎ－１时ꎬ以任一 ｕｉ 为火源ꎬ经过 １步燃烧后ꎬ就有 ｍ((Ｈ１ꎬｎ) ｋ)≤ｃꎬ所以 κｃ

ｂ(Ｈ１ꎬｎ)＝ １ꎮ 当 １≤ｃ<２ｎ－１ 时ꎬ
显然顶点 ｕ 为最佳火源ꎬ经过 ２步燃烧后ꎬ就有 ｍ((Ｈ１ꎬｎ) ２)≤ｃꎬ所以 κｃ

ｂ(Ｈ１ꎬｎ)＝ ２ꎻ当 ｃ ＝ ０ 时ꎬ以 ｕ 为火源ꎬ
经过 ３步燃烧后ꎬ有(Ｈ１ꎬｎ) ｋ ＝⌀ꎬ所以 κｃ

ｂ(Ｈ１ꎬｎ)＝ ３ꎮ 证毕ꎮ

２　 ２类特殊图的限制性燃烧连通度

在本节中ꎬ讨论路的笛卡尔积图、蜘蛛图的限制性燃烧连通度的计算问题ꎮ 通过建立数学规划模型并求
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解ꎬ给出参数计算公式ꎮ
定义 ８[５] 　 设 Ｇ 和 Ｈ 是 ２ 个不交的图ꎬ则 Ｇ 和 Ｈ 的笛卡尔积 Ｇ□Ｈ 定义为:Ｖ(Ｇ□Ｈ) ＝ Ｖ(Ｇ)□

Ｖ(Ｈ)ꎬ并且对 ｖ１ꎬｕ１∈Ｖ(Ｇ)ꎬ ｖ２ꎬｕ２∈Ｖ(Ｈ)ꎬ ((ｖ１ꎬｖ２)ꎬ(ｕ１ꎬｕ２))∈Ｅ(Ｇ□Ｈ)⇔或者 ｖ１ ＝ ｕ１ 且(ｖ２ꎬｕ２)∈

Ｅ(Ｈ)ꎬ或者 ｖ２ ＝ｕ２ 且(ｖ１ꎬｕ１)∈Ｅ(Ｇ)ꎮ
定理 ５　 设 Ｐｍ□Ｐｎ 是路 Ｐｍ、Ｐｎ(ｎ≥ｍ≥２)的笛卡尔积ꎬｃ∈{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｍｎ－４}ꎬ则:
(１) ｍ＝ｎ＝ ２时ꎬκ０ｂ(Ｐｍ□Ｐｎ)＝ ３ꎮ

(２) ｎ≥３ꎬ ｍｎ－ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」

２
＋ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」－１≤ｃ≤ｍｎ－６时ꎬκｃ

ｂ(Ｐｍ□Ｐｎ)＝ ｍｉｎ 「 １１０(５＋ ４０ｍｎ－４０ｃ－１５)⌉ꎬ ⌊
ｍ
２ 」{ } ꎮ

(３) ｎ≥３ꎬ ０≤ｃ≤ｍｎ－ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」

２
＋ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」－２ꎬ且 ｍ＝ｎ 时ꎬ

κｃ
ｂ(Ｐｍ□Ｐｎ)＝

ｍａｘ ｍ＋１
２
ꎬ 「 １２ (２ｍ＋１－ １＋８ｃ )⌉{ } ꎬ　 ０≤ｃ≤ｍ２－ ５

２ ⌊
ｍ
２ 」

２
＋ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」－２ꎬ且 ｍ 为奇数ꎻ

ｍａｘ ｍ
２
＋１ꎬ 「 １２ (２ｍ＋３－ １＋８ｃ )⌉{ } ꎬ ３≤ｃ≤ ３

８
ｍ２＋ ５
４
ｍ－２ꎬ且 ｍ 为偶数ꎻ

ｍ＋１ꎬ ０≤ｃ≤２ꎬ且 ｍ 为偶数ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(４) ｎ≥３ꎬ ０≤ｃ≤ｍｎ－ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」

２
＋ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」－２ꎬ且 ｍ<ｎ 时ꎬ若 ｎ 为奇数ꎬ则:

κｃ
ｂ(Ｐｍ□Ｐｎ)＝

ｍａｘ 「ｍ＋１２ ⌉ꎬ 「
１
４

ｍ＋２ｎ＋２－１
＋４ｃ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ⌉} ꎬ　 ⌊ １４ (ｍ２＋４ｍ)」≤ｃ≤ｍｎ－ ５

２ ⌊
ｍ
２ 」

２
＋ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」－２ꎻ{

ｍａｘ 「「ｍ＋１２ ⌉＋
ｎ－ １＋８ｃ
２ ⌉ꎬ ｎ＋１２{ } ꎬ　 　 　 ０≤ｃ<⌊ １４ (ｍ２＋４ｍ)」ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

若 ｎ 为偶数ꎬ则:

κｃ
ｂ(Ｐｍ□Ｐｎ)＝

ｍａｘ 「ｍ＋１２ ⌉ꎬ 「
１
４

ｍ＋２ｎ＋４－１
＋４ｃ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ⌉{ } ꎬ　 ⌊ １４ (ｍ２＋４ｍ)」≤ｃ≤ｍｎ－ ５

２ ⌊
ｍ
２ 」

２
＋ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」－２ꎻ

ｍａｘ 「 １２ (ｍ＋ｎ＋２－ １＋８ｃ )⌉ꎬ
ｎ
２
＋１{ } ꎬ ０≤ｃ<⌊ １４ (ｍ２＋４ｍ)」ꎬ且 ｍ 为奇数ꎻ

ｍａｘ 「 １２ (ｍ＋ｎ＋３－ １＋８ｃ )⌉ꎬ
ｎ
２
＋１{ } ꎬ ３≤ｃ<⌊ １４ (ｍ２＋４ｍ)」ꎬ且 ｍ 为偶数ꎻ

ｍ＋ｎ
２
＋１ꎬ ０≤ｃ≤２ꎬ且 ｍ 为偶数ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

证明　 记 Ｇ＝Ｐｍ□Ｐｎꎬ Ｖ(Ｇ)＝ {ｖｉｊ:ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎻ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ如图 ３ 所示ꎮ 当 ｍ ＝ ｎ ＝ ２ 时ꎬ结论显然

成立ꎮ 当 ｎ≥ｍ≥２时ꎬ根据 ｃ 的取值范围分情形讨论ꎮ

图 ３　 笛卡尔积图 Ｐｍ□Ｐｎ

Ｆｉｇ.３　 Ｔｈｅ Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｐｒｏｄｕｃｔ ｇｒａｐｈ Ｐｍ□Ｐｎ

　 　 情形 １　 ｍｎ－ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」

２
＋ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」－１≤ｃ≤ｍｎ－６ꎮ 若以 ｖｉ∗ｊ∗为火源ꎬ则当燃烧到第 ｋ 步时ꎬ与 ｖｉ∗ｊ∗距离小
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于或等于 ｋ－１的顶点全部被燃烧ꎮ 于是有

ｄ(ｖｉ∗ｊ∗ꎬｖ１ｊ∗)＝ ｉ∗－１ꎬ　 当 ｋ＝ ｉ∗时ꎬｖ１ｊ∗被燃烧ꎻ

ｄ(ｖｉ∗ｊ∗ꎬｖｍｊ∗)＝ ｍ－ｉ∗ꎬ　 当 ｋ＝ｍ－ｉ∗＋１时ꎬｖｍｊ∗被燃烧ꎻ

ｄ(ｖｉ∗ｊ∗ꎬｖｉ∗１)＝ ｊ∗－１ꎬ 当 ｋ＝ ｊ∗时ꎬｖｉ∗１被燃烧ꎻ

ｄ(ｖｉ∗ｊ∗ꎬｖｉ∗ｎ)＝ ｎ－ｊ∗ꎬ 当 ｋ＝ｎ－ｊ∗＋１时ꎬｖｉ∗ｎ被燃烧ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

由 Ｐｍ□Ｐｎ 的对称性ꎬ不妨设火源在左上角 １ / ４ 区域内ꎬ即 ｉ∗≤ｍ＋１
２

且 ｊ∗≤ｎ＋１
２
ꎬ如图 ３ 所示ꎮ 显然ꎬ要

使 Ｇｋ 不连通ꎬ须有 ｋ≥ｍａｘ{ ｉ∗ꎬｊ∗}ꎮ 再由限制性燃烧连通度的定义ꎬ若 ｖｉ∗ｊ∗是最佳火源ꎬ则应满足 ｉ∗ ＝ ｊ∗ꎮ
于是ꎬ当以 ｖｉ∗ｊ∗为火源( ｉ∗ ＝ ｊ∗>１)ꎬ燃烧到第 ｋ(ｋ＝ ｉ∗)步ꎬ才有 ω(Ｇｋ)＝ ２ꎬ这时 ｜ Ｎｋ－１[ｖｉ∗ｊ∗] ｜ ＝ ２ｋ２－２ｋ＋１ꎬ
即前 ｋ 步中总共燃烧的顶点数ꎮ 因为 ｄ(ｖｉ∗ｊ∗ꎬｖ１１)＝ ｄ(ｖｋｋꎬｖ１１)＝ ２ｋ－２ꎬ所以ꎬ当 ｋ ＝ ２ｉ∗－１ 时ꎬω(Ｇｋ)＝ １ꎻ当

ｉ∗≤ｋ≤２ｉ∗－２时ꎬω(Ｇｋ)＝ ２ꎬ其中较小分支的阶为
ｋ(ｋ－１)
２
ꎬ较大分支的阶为

ｍ(Ｇｋ)＝ ｍｎ－
５
２
ｋ２＋ ５
２
ｋ－１ꎮ (１)

令 ｍｎ－ ５
２
ｋ２＋ ５
２
ｋ－１≤ｃꎬ且 ｋ≥１ꎬ得 ｋ≥ １

１０
(５＋ ４０ｍｎ－４０ｃ－１５ )ꎮ 因为当 ｋ≤⌊ ｍ２ 」时ꎬＧｋ 的最大分支是

式(１)ꎬ所以ꎬ当 ｍｎ－ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」

２
＋ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」－１≤ｃ≤ｍｎ－６时ꎬκｃ

ｂ(Ｇ)＝ ｍｉｎ 「 １１０(５＋ ４０ｍｎ－４０ｃ－１５ )⌉ꎬ ⌊
ｍ
２ 」{ } ꎮ

情形 ２　 ０≤ｃ≤ｍｎ－ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」

２
＋ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」－２ꎮ 由 Ｇ 的结构对称性ꎬ选 Ｇ 的中心为火源ꎬ在情形 １ 的基础上

继续燃烧ꎬ则计算 κｃ
ｂ(Ｇ)可描述为如下数学规划问题:

ｍｉｎ ｋ

ｓ.ｔ.　
ｍ(Ｇｋ)≤ｃꎬ

ｋ>⌊ ｍ２ 」ꎬ ｋ∈Ｚꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

情形 ２.１　 ｍ＝ｎꎮ 选中心 ｖ ⌊ ｍ２ 」ꎬ⌊ ｍ２ 」为火源ꎬ下面关于 ｍ 的奇偶性分情形讨论ꎮ

情形 ２.１.１　 ｍ 为偶数ꎬ则当 ｋ＝ ｍ
２
＋ｄ １≤ｄ≤ｍ

２
－１æ

è
ç

ö

ø
÷ 时ꎬω(Ｇｋ)≥３ꎬ ｍ(Ｇｋ)＝

１
８
(ｍ＋２－２ｄ)(ｍ＋４－２ｄ)ꎬ

将 ｄ＝ ｋ－ｍ
２
代入上式得ꎬｍ(Ｇｋ)＝

１
２
(ｍ＋１－ｋ)(ｍ＋２－ｋ)ꎮ 令 ｍ(Ｇｋ)≤ｃꎬ即

ｋ２－(２ｍ＋３)ｋ＋(ｍ＋１)(ｍ＋２)－２ｃ≤０ꎮ (２)

注意到 ｍ＝ｎ 且 ｍ 为偶数ꎬ则当 ３≤ｃ≤ ３
８
ｍ２＋ ５
４
ｍ－２时ꎬ有 １＋８ｃ<(２ｍ＋３) ２ꎬ所以ꎬ当 ｋ≥ １

２
(２ｍ＋３－ １＋８ｃ )

时ꎬ不等式(２)成立ꎮ 此时ꎬ有 κｃ
ｂ(Ｇ)＝ ｍａｘ ｍ

２
＋１ꎬ 「 １２ (２ｍ＋３－ １＋８ｃ )⌉{ } ꎮ

当 ｄ＝ ｍ
２
－１时ꎬω(Ｇｋ)＝ ３ꎬ ｍ(Ｇｋ)＝ ３ꎬ所以ꎬ当 ０≤ｃ≤２时ꎬ必须有 ｋ＝ｍ＋１ꎬ即 Ｇｋ ＝⌀ꎬ κｃ

ｂ(Ｇ)＝ ｍ＋１ꎮ

情形 ２.１.２　 ｍ 为奇数ꎬ则 Ｇ 的中心是 ｖｍ＋１
２ ꎬ

ｍ＋１
２
ꎮ 当 ｋ ＝ｍ

－１
２
＋ｄ １≤ｄ≤ｍ－１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ 时ꎬω(Ｇｋ)＝ ４ꎬ与情形 ２.１.１

类似ꎬ由 ｍ(Ｇｋ)＝
１
８
(ｍ＋３－２ｄ)(ｍ＋１－２ｄ)≤ｃꎬ解得 ｋ≥ １

２
(２ｍ＋１－ １＋８ｃ )ꎬ从而ꎬ当 ０≤ｃ≤ｍ２－ ５

２ ⌊
ｍ
２ 」

２
＋

５
２ ⌊

ｍ
２ 」－２时ꎬ有 κｃ

ｂ(Ｇ)＝ ｍａｘ ｍ＋１
２
ꎬ 「 １２ (２ｍ＋１－ １＋８ｃ )⌉{ } ꎮ

情形 ２.２　 ｍ<ｎꎮ 显然ꎬ最佳火源应为中心(之一)ꎬ下面关于 ｍ 与 ｎ 的奇偶性分情形讨论ꎮ
情形 ２.２.１　 ｍ 与 ｎ 均为奇数ꎬ选中心 ｖｍ＋１

２ ꎬ
ｎ＋１
２
为火源ꎬ则有:
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(１) 经过 ｋ＝ｍ
－１
２
＋ｄ １≤ｄ≤ｎ－ｍ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ 步燃烧后ꎬω(Ｇｋ)＝ ２ꎬ ｍ(Ｇｋ)＝

１
４
(２ｍｎ－ｍ２－１) －(ｄ－１)ｍꎬ将 ｄ ＝ ｋ－

ｍ－１
２

代入上式ꎬ并令 ｍ(Ｇｋ)≤ｃꎬ解得 ｋ≥ １
４

ｍ＋２ｎ＋２－１
＋４ｃ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 当 ｄ ＝ ｎ

－ｍ
２
ꎬ即 ｋ ＝ ｎ

－１
２

时ꎬｍ(Ｇｋ) ＝
１
４
(ｍ２ ＋

４ｍ－１)ꎬ所以ꎬ当 １
４
(ｍ２＋４ｍ－１)≤ｃ≤ｍｎ－ ５

２ ⌊
ｍ
２ 」

２
＋ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」－２时ꎬκｃ

ｂ(Ｇ)＝ ｍａｘ ｍ＋１
２
ꎬ 「 １４ ｍ＋２ｎ＋２－１

＋４ｃ
ｍ ⌉æ

è
ç } ꎮ{

(２) 经过 ｋ＝ｎ
－１
２
＋ｄ １≤ｄ≤ｍ－１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ 步燃烧后ꎬω(Ｇｋ)＝ ４ꎬ ｍ(Ｇｋ)＝

１
８
(ｍ＋３－２ｄ)(ｍ＋１－２ｄ)ꎬ将 ｄ＝ ｋ－ｎ

－１
２

代入上式ꎬ并令 ｍ(Ｇｋ)≤ｃꎬ解得 ｋ≥ １
２
(ｍ＋ｎ＋１－ １＋８ｃ )ꎬ所以ꎬ当 ０≤ｃ< １

４
(ｍ２ ＋ ４ｍ－ １)时ꎬκｃ

ｂ(Ｇ) ＝

ｍａｘ 「 １２ (ｍ＋ｎ＋１－ １＋８ｃ )⌉ꎬ
ｎ＋１
２{ } ꎮ

情形 ２.２.２　 ｍ 为奇数ꎬｎ 为偶数ꎬ选中心 ｖｍ＋１
２ ꎬ

ｎ
２
为火源ꎬ则:

(１) 经过 ｋ＝ｍ
－１
２
＋ｄ １≤ｄ≤ｎ－ｍ－１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ 步燃烧后ꎬω(Ｇｋ)＝ ２ꎬ与情形 ２.２.１(１)类似ꎬ由 ｍ(Ｇｋ)＝

１
４
(２ｍｎ－

(ｍ＋１)２)－(ｄ－２)ｍ≤ｃꎬ解得 ｋ≥ １
４

ｍ＋２ｎ＋４－１
＋４ｃ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ所以ꎬ当 １

４
(ｍ２＋４ｍ－１)≤ｃ≤ｍｎ－ ５

２ ⌊
ｍ
２ 」

２
＋ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」－２时ꎬ

κｃ
ｂ(Ｇ)＝ ｍａｘ ｍ＋１

２
ꎬ 「 １４ ｍ＋２ｎ＋４－１

＋４ｃ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ⌉{ } ꎮ

(２) 经过 ｋ＝ ｎ
２
＋ｄ １≤ｄ≤ｍ－１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ 步燃烧后ꎬω(Ｇｋ)≥２ꎬ与情形 ２.２.１(２)类似ꎬ由 ｍ(Ｇｋ) ＝

１
８
(ｍ＋３－

２ｄ)(ｍ＋１－ ２ｄ) ≤ ｃꎬ解得 ｋ≥ １
２
(ｍ ＋ ｎ ＋ ２ － １＋８ｃ )ꎬ所以ꎬ当 ０ ≤ ｃ < １

４
(ｍ２ ＋ ４ｍ － １) 时ꎬ κｃ

ｂ (Ｇ) ＝

ｍａｘ 「 １２ (ｍ＋ｎ＋２－ １＋８ｃ )⌉ꎬ
ｎ
２
＋１{ } ꎮ

情形 ２.２.３　 ｍ 为偶数ꎬｎ 为奇数ꎬ选中心 ｖ ｍ
２ ꎬ

ｎ＋１
２
为火源ꎬ则:

(１) 经过 ｋ＝ ｍ
２
＋ｄ １≤ｄ≤ｎ－ｍ－１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ 步燃烧后ꎬω(Ｇｋ)＝ ２ꎬ与情形 ２.２.１(１)类似ꎬ由 ｍ(Ｇｋ)＝

１
４
(２ｍｎ－ｍ２－

２ｍ)－(ｄ－１)ｍ≤ｃꎬ解得 ｋ≥ １
４

ｍ＋２ｎ＋２－４ｃ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ所以ꎬ当 １

４
(ｍ２ ＋ ４ｍ)≤ｃ≤ｍｎ－ ５

２ ⌊
ｍ
２ 」

２
＋ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」 － ２ 时ꎬ

κｃ
ｂ(Ｇ)＝ ｍａｘ ｍ＋２

２
ꎬ 「 １４ ｍ＋２ｎ＋２－４ｃ

ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ⌉{ } ꎮ

(２) 经过 ｋ ＝ ｎ
－１
２
＋ｄ １≤ｄ≤ｍ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ 步燃烧后ꎬω(Ｇｋ)≥２ꎬ与情形 ２.２.１(２)类似ꎬ由 ｍ(Ｇｋ) ＝

１
８
(ｍ＋２－

２ｄ)(ｍ＋４－ ２ｄ) ≤ ｃꎬ解得 ｋ≥ １
２
( ｍ ＋ ｎ ＋ ２ － １＋８ｃ )ꎬ所以ꎬ当 ０ ≤ ｃ < １

４
( ｍ２ ＋ ４ｍ) 时ꎬ κｃ

ｂ ( Ｇ) ＝

ｍａｘ 「 １２ (ｍ＋ｎ＋２－ １＋８ｃ )⌉ꎬ
ｎ＋１
２{ } ꎮ

情形 ２.２.４　 ｍ 与 ｎ 均为偶数ꎬ选中心 ｖ ｍ
２ ꎬ

ｎ
２
为火源ꎬ则:

(１) 经过 ｋ＝ ｍ
２
＋ｄ １≤ｄ≤ｎ－ｍ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ 步燃烧后ꎬω(Ｇｋ)≥２ꎬ与情形 ２.２.１(１)类似ꎬ由 ｍ(Ｇｋ)＝

１
４
(２ｍｎ－ｍ２)－

(ｄ－１)ｍ≤ｃꎬ解得 ｋ≥ １
４

ｍ＋２ｎ＋４－４ｃ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ所以ꎬ当 １

４
(ｍ２ ＋４ｍ)≤ｃ≤ｍｎ－ ５

２ ⌊
ｍ
２ 」

２
＋ ５
２ ⌊

ｍ
２ 」 －２ 时ꎬκｃ

ｂ(Ｇ) ＝

ｍａｘ ｍ＋２
２
ꎬ 「 １４ ｍ＋２ｎ＋４－４ｃ

ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ⌉{ } ꎮ

(２) 经过 ｋ＝ ｎ
２
＋ｄ １≤ｄ≤ｍ

２
－１æ

è
ç

ö

ø
÷ 步燃烧后ꎬω(Ｇｋ)≥３ꎬ与情形 ２.２.１(２)类似ꎬ由 ｍ(Ｇｋ) ＝

１
８
(ｍ＋２－
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２ｄ)(ｍ＋４－ ２ｄ) ≤ ｃꎬ解得 ｋ≥ １
２
( ｍ ＋ ｎ ＋ ３ － １＋８ｃ )ꎬ所以ꎬ当 ３ ≤ ｃ < １

４
( ｍ２ ＋ ４ｍ) 时ꎬ κｃ

ｂ ( Ｇ) ＝

ｍａｘ 「 １２ (ｍ＋ｎ＋３－ １＋８ｃ )⌉ꎬ
ｎ
２
＋１{ } ꎮ 当 ０≤ｃ≤２时ꎬκｃ

ｂ(Ｇ)＝
ｍ＋ｎ
２
＋１ꎮ

图 ４　 蜘蛛图 ＳＰ(７ꎬ４ꎬ４ꎬ３)
Ｆｉｇ.４　 Ｔｈｅ ｓｐｉｄｅｒ ｇｒａｐｈ ＳＰ(７ꎬ４ꎬ４ꎬ３)

综上所述ꎬ结论成立ꎮ
以上讨论了路、圈、完全二部分图、舵图、路的笛卡尔积图的限制性燃

烧连通度ꎮ 由于树中以某一顶点为火源ꎬ剩余子图的最大分支的阶很难

计算ꎬ因此接下来用数学规划方法研究 ２ 类特殊的树———蜘蛛图和星图

的限制性燃烧连通度的计算问题ꎮ
定义 ９[７] 　 只有一个度不小于 ３ 的节点的树称为蜘蛛图ꎬ其最大度

点称为蜘蛛的头ꎮ 在蜘蛛图中ꎬ蜘蛛的手臂指的是从蜘蛛头到每个叶子

点的一条路ꎬｓ( ｓ≥３)条手臂的蜘蛛图可看作 ｓ 条路的并ꎬ记作 Ｐ(１)∪
Ｐ(２)∪􀆺∪Ｐ(ｓ)ꎬ其中 Ｐ( ｊ)是边不交的路ꎬ并且它们有一个公共顶点 ｕꎮ 下

文中ꎬ用 ｎｊ 表示 Ｐ( ｊ)中(除 ｕ 外)的顶点数ꎬ蜘蛛图记作 ＳＰ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ)ꎬ
并假设 ｎ１≥ｎ２≥􀆺≥ｎｓ≥１ꎮ 如图 ４所示的是蜘蛛图 ＳＰ(７ꎬ４ꎬ４ꎬ３)ꎮ

定理 ６　 设 ＳＰ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ)(ｓ≥３)是蜘蛛图ꎬｃ∈ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬ∑
ｓ

ｊ ＝１
ｎｊ － ２{ } ꎬ则

κｃ
ｂ(ＳＰ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ))＝

ｍｉｎ
ｉ∈Ｎ１

ｍａｘ{ｎ１ － ｉ ＋１ － ｃꎬ ｎ２ ＋ ｉ ＋１ － ｃꎬ ｉ ＋ １}ꎬ　 ０≤ｃ <ｎ１ꎬ且 ｎ１ >ｎ２ꎻ

ｎ１ ＋１ －ｃꎬ ０≤ｃ <ｎ１ꎬ且 ｎ１＝ｎ２ꎻ

ｍｉｎ
ｉ∈Ｎ１

ｍａｘ ｎ１ － ｉ ＋ １ － ｃꎬ∑
ｓ

ｊ ＝２
ｎｊ ＋ ｉ ＋ １ － ｃ{ } ꎬ ∑

ｓ

ｊ ＝２
ｎｊ ＋１≤ｃ <ｎ１ꎬ且 ｎ１ >∑

ｓ

ｊ ＝２
ｎｊꎻ

１ꎬ ｎ１≤ｃ≤∑
ｓ

ｊ ＝１
ｎｊ－２ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

其中ꎬＮ１ ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ１－１}ꎮ
证明　 记 Ｇ＝ＳＰ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ)ꎬＧ 的第 ｊ 条手臂的顶点集为{ｕꎬｖｊ１ꎬｖｊ２ꎬ􀆺ꎬｖｊｎｊ}ꎬ ｖｊｉｖｊꎬ ( ｉ＋１)∈Ｅ(Ｇ)ꎬ ｊ＝ １ꎬ

２ꎬ􀆺ꎬｓꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎｊ－１ꎬ其中 ｕ 为 Ｇ 的头ꎮ 下面根据 ｃ 的取值与火源选取分情形讨论ꎮ
情形 １　 ｃ≥ｎ１ꎮ 显然ꎬ以 ｕ 为(最佳)火源ꎮ 由限制性燃烧连通度的定义知ꎬκｃ

ｂ(Ｇ)＝ １ꎮ

情形 ２　 ０≤ｃ<ｎ１≤∑
ｓ

ｊ ＝２
ｎｊꎮ

情形 ２.１　 当 ｎ１>ｎ２ 时ꎬｕ 必须被燃烧ꎬ故应在 Ｐｎ１上选顶点 ｖ１ｉꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ⌊ ｎ１２ 」为火源ꎬ且 ｋ≥ｉ＋１ꎮ 经过

ｋ 步燃烧后ꎬＧｋ 由路 Ｐｎ１－ｉ＋１－ｋ和另 ｓ－１条路 Ｐｎｊ＋ｉ＋１－ｋꎬ ｊ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｓ 组成ꎬ令 ｍ(Ｇｋ)≤ｃꎬ则 κｃ
ｂ(Ｇ)的计算可描述

为求解数学规划问题ꎬ为此ꎬ建立如下数学模型ꎮ
ｍｉｎ

ｉ
ｋ

(Ｌ１)　 ｓ.ｔ.　

ｎ１≤∑
ｓ

ｊ ＝２
ｎｊꎬ

０≤ｃ <ｎ１ꎬ
ｉ ＋１≤ｋ≤ｎ１ －ｉ ＋１ꎬ
ｎ１－ｉ ＋１－ｋ≤ｃꎬ
０ <ｎｊ ＋ｉ ＋１－ｋ≤ｃꎬ ｊ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｓꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

求解 Ｌ１ 可归结为找到最小的 ｋꎬ使得 ｋ≥ｍａｘ{ｎ１－ｉ＋１－ｃꎬ ｎ２＋ｉ＋１－ｃꎬ ｉ＋１}ꎮ 由限制性燃烧连通度的定

义ꎬ有 κｃ
ｂ(Ｇ)＝ ｍｉｎ

ｉ
ｍａｘ{ｎ１－ｉ＋１－ｃꎬ ｎ２＋ｉ＋１－ｃꎬ ｉ＋１}ꎮ

情形 ２.２　 当 ｎ１ ＝ ｎ２ 时ꎬ显然ꎬ以 ｕ 为火源ꎬ经过 ｋ(≥１)步燃烧后ꎬＧｋ 由 ２ 条路 Ｐｎ１＋１－ｋ和 ｓ－２ 条路

Ｐｎｊ＋１－ｋꎬ ｊ＝ ３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｓ 组成ꎬ令 ｍ(Ｇｋ)≤ｃꎬ解得 ｋ≥ｎ１ ＋１－ｃꎬ所以ꎬ由限制性燃烧连通度定义知ꎬκｃ
ｂ(Ｇ) ＝

ｎ１＋１－ｃꎮ



　 ９８　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ５９卷　

情形 ３　 ∑
ｓ

ｊ ＝２
ｎｊ<ｎ１ꎮ

情形 ３.１　 当∑
ｓ

ｊ ＝２
ｎｊ＋１≤ｃ<ｎ１ 时ꎬ在 Ｐ(１)上选顶点 ｖ１ｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ１－１为火源ꎬ经过 ｋ 步燃烧后ꎬＧｋ 共有

２个分支ꎬ由路 Ｐｎ１－ｉ＋１－ｋ和蜘蛛图 ＳＰ( ｉ－ｋꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ)组成ꎬ令 ｍ(Ｇｋ)≤ｃꎬ则 κｃ
ｂ(Ｇ)的计算可描述为求解数学

规划问题ꎬ建立如下数学模型:
ｍｉｎ

ｉ
ｋ

(Ｌ２)　 ｓ.ｔ.　

∑
ｓ

ｊ ＝２
ｎｊ <ｎ１ꎬ

∑
ｓ

ｊ ＝２
ｎｊ ＋１≤ｃ <ｎ１ꎬ

１≤ｋ≤ｉꎬ
ｋ <ｎ１ －ｉ ＋１ꎬ
ｎ１ －ｉ ＋１－ｋ≤ｃꎬ

０ <∑
ｓ

ｊ ＝２
ｎｊ ＋ｉ ＋１－ｋ≤ｃꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

求解 Ｌ２ 即寻找最小的 ｋꎬ使得 ｋ≥ｍａｘ ｎ１ － ｉ ＋１－ｃꎬ∑
ｓ

ｊ ＝２
ｎｊ ＋ｉ ＋１－ｃ{ } ꎮ 由限制性燃烧连通度的定义ꎬ有

κｃ
ｂ(Ｇ)＝ ｍｉｎ

ｉ
ｍａｘ ｎ１ －ｉ ＋１－ｃꎬ∑

ｓ

ｊ ＝２
ｎｊ ＋ｉ ＋１－ｃ{ } ꎮ

情形 ３.２　 当 ０≤ｃ≤∑
ｓ

ｊ ＝２
ｎｊ 时ꎬｕ 必须被燃烧ꎬ且 ｉ＋１≤ｋ≤ｎ１－ｉ＋１ꎬ类似于情形 ２ꎬ有

κｃ
ｂ(Ｇ)＝ ｍｉｎ

ｉ
ｍａｘ{ｎ１－ｉ＋１－ｃꎬ ｎ２＋ｉ＋１－ｃꎬ ｉ＋１}ꎮ

综上所述ꎬ结论成立ꎮ
注 １　 当 ｎ１＋ｎ２ 为奇数时ꎬκ１ｂ(ＳＰ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ))＝ κ０ｂ(ＳＰ(ｎ１ꎬｎ２ꎬ􀆺ꎬｎｓ))ꎮ
例 １　 求蜘蛛图 ＳＰ(９ꎬ５ꎬ５ꎬ４)的限制性燃烧连通度与最佳火源ꎮ

　 　 在 ＳＰ(９ꎬ５ꎬ５ꎬ４)中ꎬｎ１ ＝ ９ꎬ∑
４

ｊ ＝２
ｎｊ ＝ １４ꎮ 当 ｃ≥９ 时ꎬκｃ

ｂ(ＳＰ(９ꎬ５ꎬ５ꎬ４)) ＝ １ꎻ当 ０≤ｃ≤８ 时ꎬ由定理 ６ꎬ

κｃ
ｂ(ＳＰ(９ꎬ５ꎬ５ꎬ４))＝ ｍｉｎ

ｉ
ｍａｘ{１０－ｉ－ｃꎬ ６＋ｉ－ｃꎬ ｉ＋１}ꎮ 对于不同的 ｃ 值ꎬ如表 １所示ꎬ列出了 ＳＰ(９ꎬ５ꎬ５ꎬ４)的限制

性燃烧连通度与最佳火源ꎮ
表 １　 ｃ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ８}时的参数值与最佳火源

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ ａｎｄ ｏｐｔｉｍａｌ ｆｉｒｅ ｓｏｕｒｃｅ ｗｈｅｎ ｃ∈{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ８}
ｃ 的取值 κｃ

ｂ(ＳＰ(９ꎬ５ꎬ５ꎬ４)) 最佳火源

０ ８ ｖ１２
１ ７ ｖ１２
２ ６ ｖ１２
３ ５ ｖ１２
４ ４ ｖ１２
５ ３ ｖ１２
６ ３ ｖ１１或 ｖ１２
７ ２ ｖ１１

　 　 推论 １　 设 Ｓ１ꎬｎ－１(ｎ≥３)是 ｎ 阶星图ꎬ则

κｃ
ｂ(Ｓ１ꎬｎ－１)＝

２ꎬ ｃ＝ ０ꎻ
１ꎬ ｃ≥１ꎮ{

证明　 显然ꎬＳ１ꎬｎ－１是特殊的蜘蛛图ꎬ有 ｎ－１ 条手臂ꎬ其中 ｎ１ ＝ ｎ２ ＝􀆺＝ ｎｓ ＝ １ꎮ 由定理 ６ꎬ当 ｃ≥１ 时ꎬ
κｃ

ｂ(Ｓ１ꎬｎ－１)＝ １ꎻ当 ｃ＝ ０时ꎬκｃ
ｂ(Ｓ１ꎬｎ－１)＝ ２ꎮ
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３　 限制性燃烧连通度与图结构的关系

由上述讨论可知ꎬ限制性燃烧连通度与连通度、燃烧数不同ꎬ本节讨论限制性燃烧连通度与燃烧数、连通

度、邻域连通度及图结构之间的关系ꎮ

图 ５　 图 Ｇ
Ｆｉｇ.５　 Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ Ｇ

例 ２　 计算图 ５的燃烧数、连通度、邻域连通度和限制性燃烧连通度ꎮ
易知ꎬκ(Ｇ)＝ ＶＮＣ(Ｇ)＝ １ꎬ ｂ(Ｇ)＝ ３ꎬ当 ｃ ＝ ０ 时ꎬκｃ

ｂ(Ｇ)＝ ３ꎻ当 １≤ｃ<３
时ꎬκｃ

ｂ(Ｇ)＝ ２ꎻ当 ３≤ｃ<ｎ 时ꎬκｃ
ｂ(Ｇ)＝ １ꎮ 此例表明ꎬ限制性燃烧连通度比其

他 ３个参数的区分度好ꎮ 此外ꎬ由定义不难知道ꎬｃ 的值增大ꎬκｃ
ｂ(Ｇ)减小ꎬ反

之亦然ꎮ
下面通过比较不同类型图的限制性燃烧连通度与燃烧数、连通度之间的关系ꎬ深入分析该参数与图结构的

关系ꎮ 如表 ２ꎬ当 ｃ＝０时ꎬκｃ
ｂ(Ｇ)≥ｂ(Ｇ)ꎻ当 ｃ 足够大时ꎬκｃ

ｂ(Ｇ)<ｂ(Ｇ)ꎮ 然而ꎬ当 κ(Ｇ)≤２时ꎬκｃ
ｂ(Ｇ)≥κ(Ｇ)ꎬ

特别地ꎬ对于完全二部分图 Ｋｍꎬｎꎬ当 ｍ≥ｎ≥３时ꎬκ(Ｇ)≥κｃ
ｂ(Ｇ)ꎮ

表 ２　 几类基本图参数之间的关系
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｓｅｖｅｒａｌ ｂａｓｉｃ ｇｒａｐｈｓ

参数 Ｐｎ(ｎ≥３) Ｃｎ(ｎ≥３) Ｋｍꎬｎ(ｍ≥ｎ≥３) Ｈ１ꎬｎ或 Ｓ１ꎬｎ－１(ｎ≥３)

κｃ
ｂ(Ｇ)与 ｂ(Ｇ)

κｃ
ｂ(Ｇ)≥ｂ(Ｇ)ꎬ ｃ≤「ｎ＋１２ ⌉－「 ｎ⌉ꎻ

κｃ
ｂ(Ｇ)<ｂ(Ｇ)ꎬ ｃ>「ｎ＋１２ ⌉－「 ｎ⌉ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

κｃ
ｂ(Ｇ)≥ｂ(Ｇ) ｂ(Ｇ)≥κｃ

ｂ(Ｇ)
κｃ

ｂ(Ｇ)＝ ｂ(Ｇ)ꎬ ｃ＝ ０ꎻ
κｃ

ｂ(Ｇ)<ｂ(Ｇ)ꎬ ｃ≥１ꎮ{

κｃ
ｂ(Ｇ)与 κ(Ｇ) κｃ

ｂ(Ｇ)≥κ(Ｇ) κｃ
ｂ(Ｇ)≥κ(Ｇ) κ(Ｇ)≥κｃ

ｂ(Ｇ) κｃ
ｂ(Ｇ)≥κ(Ｇ)

　 　 定理 ７　 设 Ｇ 是一个 ｎ 阶连通图ꎬ其最大顶点度为 Δꎬ则有 κｃ
ｂ(Ｇ)≤ｎ－(Δ＋１)ꎮ

证明　 设(Ｂ１ꎬＢ２ꎬ􀆺ꎬＢｋ)是 Ｇ 的已燃烧顶点集序列ꎬ其中 Ｂ１ ＝ {ｘ}为火源ꎮ 由限制性燃烧连通度的定

义ꎬ以最大度顶点为火源ꎬ经过 ２步燃烧后ꎬ剩余子图 Ｇ２ 的阶是 ｎ－(Δ＋１)ꎮ 再经过 ｎ－(Δ＋１)步燃烧后ꎬ剩
余子图是⌀ꎬ所以ꎬκｃ

ｂ(Ｇ)≤ｎ－Δ＋１ꎮ
对于 ｎ(≥３)阶星图 Ｓ１ꎬｎ－１、ｎ(≥４)阶完全图 Ｋｎ 和轮形图 Ｗｎꎬ等号成立ꎬ表明定理中的上界可以达到ꎮ
定理 ８　 设 Ｇ 是半径为 ｒ 的连通图ꎬ则有 κｃ

ｂ(Ｇ)≤ｒ＋１ꎮ
证明　 设 ｖ 是 Ｇ 的中心ꎬ以 ｖ 为火源ꎬ经过 ｒ＋１步燃烧后ꎬ剩余子图是⌀ꎬ所以ꎬκｃ

ｂ(Ｇ)≤ｒ＋１ꎮ

４　 结论

本文提出了一个新参数———限制性燃烧连通度ꎬ该参数既反映了破坏网络的难度ꎬ又反映了剩余网络的

连通状态ꎮ 运用数学规划方法研究了路的笛卡尔积图、蜘蛛图的计算问题ꎮ 总体来看ꎬ限制性燃烧连通度的

大小与图的结构、ｃ 的大小、火源的选取均有关ꎮ 该参数能刻画不同网络在抗毁性上的细微差异ꎬ然而ꎬ对于

一般的图ꎬ该参数值的计算较为复杂ꎮ
在接下来的研究中ꎬ将考虑树的限制性燃烧连通度算法设计与复杂性分析、多火源情形下限制性燃烧连

通度及其相关问题ꎬ为限制性燃烧连通度条件下网络抗毁性优化提供理论和方法支撑ꎮ
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