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关于有限群中非 σ￣次正规子群数量的探讨

马小箭ꎬ毛月梅∗

(山西大同大学数学与统计学院ꎬ 山西 大同 ０３７００９)

摘要:设 Ｇ 是一个有限群ꎬｎσ(Ｇ)表示 Ｇ 中所有非 σ￣次正规子群共轭类的个数ꎮ 利用极小阶反例的证明方法和 σ￣次正规的

一些性质ꎬ比较 ｎσ(Ｇ)与 ｜σ(Ｇ) ｜的数量关系ꎬ给出了 σ￣可解群的一个新的结论ꎬ并由此推广了已有的一些成果ꎮ
关键词:σ￣可解群ꎻ非 σ￣次正规子群ꎻＨａｌｌ σｉ ￣子群ꎻＳｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群
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０　 引言

有限群中某些特定子群的共轭类个数是影响有限群结构的因素之一ꎮ 比如ꎬ在有限群 Ｇ 中ꎬν(Ｇ)表示

Ｇ 的非正规子群共轭类的个数ꎬπ(Ｇ)表示所有能整除 Ｇ 的阶的素数的集合ꎬ ν(Ｇ)＝ ０ 的充要条件是 Ｇ 同构

于一个 Ｄｅｄｅｋｉｎｄ 群ꎮ 文献[１]证明了如果有限群 Ｇ 非可解ꎬ 那么 ν(Ｇ)≤２ ｜π(Ｇ) ｜ ＋１ꎮ 同样ꎬ ｎ(Ｇ)表示 Ｇ
的非次正规子群的共轭类个数ꎬ文献[２]对 ｎ(Ｇ)＝ ２ 的有限群给出了完全分类ꎻ文献[３]又通过讨论 ｎ(Ｇ)
与 π(Ｇ)的数量关系ꎬ给出可解群的一些新的结论ꎮ 文献[４]提出了 σ￣群的相关理论ꎬ将次正规子群推广为

σ￣次正规子群ꎻ文献[５￣７]应用 σ 次正规子群的特性给出 σ￣可解群许多新的成果ꎮ 本文讨论有限群中非 σ￣
次正规子群共轭类的个数ꎬ给出 σ￣可解群新的刻画ꎬ这一成果推广了文献[３]中定理 ３.１(１)的结论:设 Ｇ 是

有限群ꎬ如果 ｎ(Ｇ)≤２ ｜π(Ｇ) ｜ ꎬ那么 Ｇ 是可解的ꎮ
首先介绍 σ￣可解群理论中的一些基本概念和符号[４￣５]ꎮ 设 σ ＝ {σｉ ｜ ｉ∈Ｉ}是所有素数集合 Ｐ 的一个划

分ꎬ符号 Π 表示 σ 的任一非空子集ꎮ 设 Ｇ 是一个群ꎬ通常记 σ(Ｇ)＝ σ( ｜Ｇ ｜ )＝ {σｉ ｜σｉ∩π(Ｇ)≠⌀}ꎮ 如果

Ｇ＝ １ 或 ｜σ(Ｇ) ｜ ＝ １ꎬ则称 Ｇ 是 σ￣准素的ꎮ 设 Ｈ≤Ｇꎬ如果 ｜Ｈ ｜是一个 Π￣数ꎬ则称 Ｈ 是 Ｇ 的 Π￣子群ꎻ如果 Ｈ
是 Ｇ 的一个 Π￣子群且 ｜Ｇ:Ｈ ｜是一个 Π′￣数ꎬ其中 Π′＝σ ＼Πꎬ则称 Ｈ 是 Ｇ 的 Ｈａｌｌ Π￣子群ꎮ 设 Ｈ 是群 Ｇ 的子

群集满足 １∈Ｈꎬ如果对于某个σｉ∈ΠꎬＨ 中的每个元素都是 Ｇ 的一个 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎬ并且对于每一个σｉ∈
Π∩σ(Ｇ)ꎬＨ 包含且只包含 Ｇ 的一个 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎬ则称 Ｈ 为 Ｇ 的完备 Ｈａｌｌ Π￣集ꎮ 特别地ꎬ如果 Π＝σꎬ则
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称 Ｈ 是 Ｇ 的一个完备 Ｈａｌｌ σ￣集ꎻ如果存在 Ｇ 的子群链 Ｈ ＝ Ｈ０ ≤Ｈ１ ≤􀆺≤Ｈｎ ＝ Ｇꎬ满足Ｈｉ－１◁－ Ｈｉ 或

Ｈｉ / (Ｈｉ－１)Ｈｉ
是 σ￣准素的ꎬ其中 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎꎬ则称 Ｈ 是 Ｇ 的 σ￣次正规子群ꎮ 如果 Ｇ 有一个完备的 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ

则称 Ｇ 是 σ￣完全群ꎮ 如果 Ｇ 的每个子群都是 Ｄσｉ
￣群ꎬ其中σｉ∈Π∩σ(Ｇ)ꎬ则称 Ｇ 是具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完

全群ꎮ 文中符号 ｎσ(Ｇ)表示群 Ｇ 中非 σ￣次正规子群共轭类的个数ꎮ
　 　 本文所讨论的群均是有限群ꎬ未交待的概念和符号参见文献[８￣１０]ꎮ

１　 预备知识

引理 １[４] 　 设 Ｋ≤Ｇꎬ Ｎ◁－Ｇꎬ Ａ 是 Ｇ 的 σ￣次正规子群ꎬ则

(１) Ｋ∩Ａ 是 Ｋ 的 σ￣次正规子群ꎮ
(２) 如果 Ｋ 也是 Ｇ 的 σ￣次正规子群ꎬ那么‹ＫꎬＡ›是 Ｇ 的 σ￣次正规子群ꎮ
(３) ＡＮ / Ｎ 是 Ｇ / Ｎ 的 σ￣次正规子群ꎮ
(４) 如果 Ｇ 是 Π￣完全群ꎬ并且 Ａ 是一个 Π￣群ꎬ那么 Ａ≤ＯΠ(Ｇ)ꎮ
引理 ２　 假定 Ｈ 是群 Ｇ 的一个正规 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎬ如果 Ｈ≤Ｋꎬ Ｌ≤Ｇ 并且 Ｋ 与 Ｌ 是同构的ꎬ那么 Ｋ / Ｈ 与

Ｌ / Ｈ 也是同构的ꎮ
证明　 假设 φ:Ｋ→Ｌ 是 Ｋ 到 Ｌ 一个同构映射ꎬ那么 φ(Ｈ)＝ Ｈꎮ 易见

􀭵φ:Ｋ / Ｈ→Ｌ / Ｈꎬ　 ｋＨ ｜→φ(ｋ)Ｈ
是 φ 诱导的 Ｋ / Ｈ 到 Ｌ / Ｈ 的一个同构映射ꎬ其中 ｋ∈Ｋꎮ

引理 ３　 设 Ｇ 是一个具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬＫ 是 Ｇ 的正规子群ꎬＨ 是 Ｋ 的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎬ那么 Ｇ ＝
ＮＧ(Ｈ)Ｋꎮ

证明　 显然对任意的 ｘ∈Ｇꎬ有 Ｈ ｘ≤Ｋꎮ 因为 ｜Ｈ ｘ ｜ ＝ ｜Ｈ ｜ ꎬ所以 Ｈ ｘ和 Ｈ 均是 Ｋ 的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎮ 由 Ｓｙｌｏｗ
型的 σ￣完全群的定义知ꎬＫ 是 Ｄσｉ

￣群ꎬ因此存在元素 ｙ∈Ｋꎬ使得 Ｈ ｘ ＝Ｈｙꎬ即 ｘｙ－１∈ＮＧ(Ｈ)ꎬ知 ｘ ＝ (ｘｙ－１) ｙ∈
ＮＧ(Ｈ)Ｋꎬ Ｇ＝ＮＧ(Ｈ)Ｋꎮ

引理 ４　 设 Ｇ 是一个具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬＨ ＝ {Ｈ１ꎬＨ２ꎬ􀆺ꎬＨｔ}是 Ｇ 的一个完备 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ如果

Ｇ＝Ｋ Ｈｉꎬ其中 Ｈｉ 是 Ｇ 的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎬＫ 是 Ｇ 正规 Ｈａｌｌ σ′ｉ￣子群ꎬ那么 Ｋ 中存在 Ｇ 的 Ｈｉ￣不变 Ｈａｌｌ σｊ￣子
群ꎬ其中 ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｉ－１ꎬｉ＋１ꎬ􀆺ꎬｔꎮ

证明　 假设 Ｈ 是 Ｋ 的一个 Ｈａｌｌ σｊ￣群ꎬ由引理 ３ 知 Ｇ＝ＮＧ(Ｈ)Ｋꎮ 因为

Ｈｉ≅Ｇ / Ｋ＝ＮＧ(Ｈ)Ｋ / Ｋ≅ＮＧ(Ｈ) / ＮＧ(Ｈ)∩Ｋ＝ＮＧ(Ｈ) / ＮＫ(Ｈ)ꎬ
即 ｜ＮＧ(Ｈ):ＮＫ(Ｈ) ｜是 σｉ￣数ꎬ所以 ＮＫ(Ｈ)是 ＮＧ(Ｈ)的正规 Ｈａｌｌ σ′ｉ￣子群ꎬ从而令 Ｂ 是 ＮＫ(Ｈ)在 ＮＧ(Ｈ)中的

补ꎬ即 ＮＧ(Ｈ)＝ ＮＫ(Ｈ) Ｂꎬ易见ꎬ
｜Ｇ:Ｂ ｜ ＝ ｜Ｇ:ＮＧ(Ｈ) ｜ ｜ＮＧ(Ｈ):Ｂ ｜

是一个 σ′ｉ￣数ꎬ因此 Ｂ 也是 Ｇ 的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎮ 因为 Ｇ 是具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬ所以 Ｇ 中存在元素 ｘ 使

得 Ｈｉ ＝Ｂｘ≤ＮＧ(Ｈ ｘ)ꎬ显然 Ｈ ｘ也是 Ｋ 的 Ｈａｌｌ σｊ￣子群ꎬ因此 Ｋ 中存在 Ｈｉ￣不变的 Ｈａｌｌ σｊ￣子群ꎮ
引理 ５[４] 　 假定 Ｇ 是 σ￣可解群ꎬ那么 Ｇ 中存在 σ￣基 Ｈ＝{Ｈ１ꎬＨ２ꎬ􀆺ꎬＨｔ}ꎮ

２　 主要结果

文献[９]的第Ⅱ章第 ５ 节给出转移映射的概念和相关性质ꎬ应用转移映射的概念和性质证明了著名的

Ｂｕｎｒｓｉｄｅ 定理:设 Ｇ 是有限群ꎬＰ 是 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎮ 若 ＮＧ(Ｐ)＝ ＣＧ(Ｐ)ꎬ则 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎬ即 Ｇ 有正规

ｐ￣补ꎮ 因此ꎬ在 σ￣可解理论中ꎬ当把 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群推广到 Ｈａｌｌ σｉ￣子群后[４]ꎬ将转移映射的概念应用到 σ￣完
全群中ꎬ从而给出下面的命题ꎬ事实上这也是 Ｂｕｒｎｓｉｄｅ 定理的推广ꎮ

命题 １　 设 Ｇ 是具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬＨ 是 Ｇ 的 Ｈａｌｌ σｉ￣群ꎬ若 ＮＧ(Ｈ)＝ ＣＧ(Ｈ)ꎬ那么 Ｇ 有正规的

Ｈａｌｌ σ′ｉ￣子群ꎮ
证明　 因为 Ｈ≤ＮＧ(Ｈ) ＝ ＣＧ(Ｈ)ꎬ所以 Ｈ 是交换群ꎮ 考虑从 Ｇ 到 Ｈ 的转移映射 ＶＧ→Ｈꎬ只要证明
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ＶＧ→Ｈ(Ｇ)＝ Ｈꎬ那么由同态基本定理知 Ｋｅｒ ＶＧ→Ｈ就是 Ｇ 的正规的 Ｈａｌｌ σ′ｉ￣子群ꎮ 事实上证明 ＶＧ→Ｈ(Ｈ)＝ Ｈ 即

可ꎮ 取 １≠ｇ∈Ｈꎬ由于 Ｈ′＝ １ꎬ由文献[９]中的式(５.１)ꎬ有

ＶＧ→Ｈ(ｇ)＝∏
ｔ

ｉ ＝１
ｘｉｇ ｆｉｘ－１

ｉ ꎮ

因为元素 ｇ ｆｉ和 ｘｉｇ ｆｉｘ－１
ｉ 均属于 Ｈꎬ并且 Ｈ 是交换的ꎬ所以 Ｈ≤ＣＧ(ｇ ｆｉ)∩ＣＧ(ｘｉｇ ｆｉｘ－１

ｉ )ꎬ从而有 Ｈ ｘｉ≤ＣＧ(ｇ ｆｉ)ꎬ
这表明在 ＣＧ(ｇ ｆｉ)中有 Ｇ 的 ２ 个 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎮ 因为 Ｇ 是具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬ所以存在 ｕ∈ＣＧ(ｇ ｆｉ)
使得 Ｈ ｘｉ ＝Ｈｕꎬ于是

ｘｉｕ
－１∈ＮＧ(Ｈ)＝ ＣＧ(Ｈ)≤ＣＧ(ｇ ｆｉ)ꎬ

故 ｘ∈ＣＧ(ｇ ｆｉ)ꎬ即 ｘｉｇ ｆｉｘ－１
ｉ ＝ｇ ｆｉꎬ从而有

ＶＧ→Ｈ(ｇ)＝∏
ｔ

ｉ ＝１
ｘｉｇ ｆｉｘ－１

ｉ ＝∏
ｔ

ｉ ＝１
ｇ ｆｉ ＝ｇ∑ ｔ

ｉ＝１ ｆｉ ＝ｇ ｜Ｇ:Ｈ ｜ ꎬ

由 ｇ∈Ｈ 知ꎬｇ 是一个 σｉ￣数ꎬ而 ｜Ｇ:Ｈ ｜是 σ′ｉ￣数ꎬ因此由 ｇ≠１ 推得 ＶＧ→Ｈ(ｇ)≠１ꎬ表明 ＶＧ→Ｈ限制在 Ｈ 上是 Ｈ 到

Ｈ 的单射ꎮ 易见ꎬＶＧ→Ｈ也是一个满射ꎬ从而知 ＶＧ→Ｈ(Ｈ)＝ Ｈꎮ
ｌσ(Ｇ)表示 Ｇ 的所有非 σ￣次正规子群同构类的个数ꎬ因为 ２ 个共轭子群一定是同构的ꎬ所以ｌσ(Ｇ)≤

ｎσ(Ｇ)ꎬ可以通过 ｌσ(Ｇ)刻画群 Ｇ 的 σ￣可解性ꎮ
定理 １　 假定 Ｇ 是具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬＨ ＝ {Ｈ１ꎬＨ２ꎬ􀆺ꎬＨｔ}是 Ｇ 的一个完备 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ如果

ｌσ(Ｇ)≤２ ｜σ(Ｇ) ｜ ꎬ那么 Ｇ 是 σ￣可解的ꎮ
证明　 设 Ｇ 是极小阶反例ꎬ下面通过证明 ｌσ(Ｇ)≥２ ｜σ(Ｇ) ｜ ＋１ 得到与已知矛盾ꎬ按照以下 ３ 个步骤证

明ꎮ
(１) Ｇ 中不存在正规的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎮ
假设 Ｇ 中存在正规的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群 Ｈｉꎬ那么Ｈｉ∈Ｈꎮ 记 Ｈｉ ＝Ｈꎬ显然ꎬＧ / Ｈ 是一个 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全

群ꎬ并且
－
Ｈ ＝{Ｈ１Ｈ / ＨꎬＨ２Ｈ / Ｈꎬ􀆺ꎬＨｔＨ / Ｈ}

是 Ｇ / Ｈ 的一个完备 Ｈａｌｌ σ￣集ꎮ 若 Ｇ / Ｈ 是 σ￣可解的ꎬ那么 Ｇ 是 σ￣可解的ꎬ与假设矛盾ꎮ 因此 Ｇ / Ｈ 不是 σ￣
可解的ꎬ由 Ｇ 的极小阶反例知 ｌσ(Ｇ / Ｈ)≥２ ｜σ(Ｇ / Ｈ) ｜ ＋１ꎮ 令 Ｋ１ / ＨꎬＫ２ / Ｈꎬ􀆺ꎬＫｓ / Ｈ 是 Ｇ / Ｈ 的所有非 σ￣次
正规子群同构类的代表元ꎬ其中 ｓ ＝ ｌσ(Ｇ / Ｈ)ꎬ由引理 ２ 知ꎬ当 ｉ≠ ｊ 时ꎬＫｉ 和 Ｋｊ 是不同构的ꎬ又由 Ｓｃｈｕｒ￣
Ｚａｓｓｅｎｈａｕｓｅ定理[９]知ꎬＨ 在 Ｋｉ 中有补 Ｖ ｉꎬ即 Ｋｉ ＝Ｈ Ｖ ｉꎬ若 Ｖ ｉ 是 Ｇ 的 σ￣次正规子群ꎬ由引理 １(２)知ꎬＶ ｉＨ 是

Ｇ 的 σ￣次正规子群ꎬ由引理 １(３)知 Ｋｉ / Ｈ 是 Ｇ / Ｈ 的 σ￣次正规子群ꎬ但这是不可能的ꎬ因此 Ｖ ｉ 是 Ｇ 的非 σ￣次
正规子群ꎬ并且 Ｖ ｉ 和 Ｖ ｊ 是不同构的ꎬ故 Ｇ 中至少有 ２ｓ 个不同构的非 σ￣次正规子群ꎮ 又因为 ｜ σ(Ｇ / Ｈ) ｜ ＝
｜σ(Ｇ) ｜ －１ꎬ并且 ｜σ(Ｇ) ｜ >１ꎬ所以有

ｌσ(Ｇ)≥２ｓ ≥４ ｜σ(Ｇ / Ｈ) ｜ ＋２
＝ ４ ｜σ(Ｇ) ｜ －２
＝ ２ ｜σ(Ｇ) ｜ ＋２( ｜σ(Ｇ) ｜ －１)
≥２ ｜σ(Ｇ) ｜ ＋２ꎬ

显然 ｌσ(Ｇ)≥２ ｜σ(Ｇ) ｜ ＋１ꎮ
(２) 对每一个Ｈｉ∈Ｈꎬ Ｇ 中不存在正规的 Ｈａｌｌ σ′ｉ￣子群ꎬ即 Ｇ 中不存在正规的 Ｈａｌｌ σｉ￣补子群ꎮ
假定对某个Ｈｉ∈Ｈꎬ Ｇ 中存在正规的 Ｈａｌｌ σ′ｉ￣群 Ｋꎬ即 Ｇ＝Ｋ Ｈｉꎮ 显然ꎬＫ 是不可解的ꎬ可知 ｜σ(Ｇ) ｜≥３ꎬ

ｌσ(Ｋ)≥２ ｜σ(Ｋ) ｜ ＋１ꎮ 因为 ｜σ(Ｋ) ｜ ＝ ｜σ(Ｇ) ｜ －１ꎬ并且由引理 １(１)知ꎬ若 Ｇ 中有子群在 Ｋ 中是非 σ￣次正规

的ꎬ那么在 Ｇ 中也一定是非 σ￣次正规的ꎬ所以有

ｌσ(Ｇ)≥ｌσ(Ｋ)≥２ ｜σ(Ｇ) ｜ －１ꎮ
再由引理 ４ 知ꎬＫ 中存在 Ｈｉ￣不变的 Ｈａｌｌ σｊ￣子群 Ｈｊꎬ其中 ｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｉ－１ꎬｉ＋１ꎬ􀆺ꎬｔꎬ即 Ｈｉ≤ＮＧ(Ｈｊ)ꎬ从而有

Ｈｊ ◁－ＨｉＨｊꎮ 若 ＨｉＨｊ 在 Ｇ 中是 σ￣次正规的ꎬ那么 Ｈｊ 在 Ｇ 中也是 σ￣次正规的ꎬ并由此知 Ｈｊ 在 Ｇ 中正规ꎬ这与

(１)矛盾ꎬ故对每一个 ｊꎬ子群 ＨｉＨｊ 在 Ｇ 中都是非 σ￣次正规的ꎬ因此 Ｇ 中又存在不同构于前面的 ｜σ(Ｇ) ｜ －１
个非 σ￣次正规子群的同构类ꎬ又因为 ｜σ(Ｇ) ｜≥３ꎬ推得 ｌσ(Ｇ)≥２ ｜σ(Ｇ) ｜ ＋１ꎮ
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(３) 给出最后矛盾ꎮ
因为 Ｇ 不是 σ￣可解的ꎬ所以不失一般性ꎬ可设 ２∈σ１ꎮ 由(１)推得每个 Ｈｉ 是 Ｇ 的非 σ￣次正规子群ꎮ 当

ｉ ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｔ 时ꎬ如果 Ｈｉ 是非循环的ꎬ那么 Ｈｉ 中至少存在一个极大子群 Ｍｉ 是 Ｇ 的非 σ￣次正规子群ꎬ否则ꎬ由
引理 １ (２)知ꎬＨｉ 是 Ｇ 的 σ￣次正规子群ꎬ矛盾ꎮ 下面考虑 Ｈｉ(其中 ｉ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｔ)是循环的情况ꎮ 若ＮＧ(Ｈｉ)＝
ＣＧ(Ｈｉ)ꎬ由命题 １ 知 Ｇ 有正规的 Ｈａｌｌ σ′ｉ￣子群ꎬ这与(２)矛盾ꎬ因此 ＣＧ(Ｈｉ)<ＮＧ(Ｈｉ)ꎮ 又因为 Ｈｉ≤ＣＧ(Ｈｉ)ꎬ
所以 Ｇ 中存在 σ′ｉ￣元素ｘｉ∈ＮＧ(Ｈｉ) ＼ＣＧ(Ｈｉ)ꎮ 令 Ｍｉ ＝Ｈｉ‹ｘｉ›ꎬ显然ꎬＨｉ 是 Ｍｉ 的正规子群ꎬ若 Ｍｉ 是 Ｇ 的 σ￣次
正规子群ꎬ则 Ｈｉ 是 Ｇ 的 σ￣次正规子群ꎬ矛盾ꎬ因此 Ｍｉ 是 Ｇ 的非 σ￣次正规子群ꎬ并且当 ｉ≠ｊ 时ꎬＭｉ 与 Ｍｊ 是

不同构的ꎮ 当 ｉ＝ ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｔ 时ꎬＧ 中至少存在 ２ ｜σ(Ｇ) ｜ －２ 个不同构的非 σ￣次正规子群ꎮ
下面讨论 Ｈ１ 中 Ｇ 的非 σ￣次正规子群的情况ꎮ 设 Ｐ 是 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ２￣子群ꎬ由上面假设知 Ｐ≤Ｈ１ꎮ 若 Ｈ１

是循环的ꎬ则 Ｐ 是循环的ꎬＧ 是可解的ꎬ矛盾ꎬ故 Ｈ１ 是非循环的ꎮ 类似于上面的讨论ꎬＨ１ 中至少存在一个极

大子群 Ｄ１ 是 Ｇ 的非 σ￣次正规子群ꎮ 若能够证明 Ｇ 中至少还存在一个不同构于 Ｈ１ 和 Ｄ１ 的非 σ￣次正规子

群ꎬ那么就有 ｌσ(Ｇ)≥２ ｜σ(Ｇ) ｜ ＋１ꎮ 下面分 ２ 种情况说明 Ｈ１ 中至少还有一个 Ｇ 的非 σ￣次正规子群与 Ｈ１ 和

Ｄ１ 均不同构ꎮ
首先考虑 Ｐ＝Ｈ１ 的情况ꎮ 若 Ｐ<ＮＧ(Ｐ)ꎬ那么 ＮＧ(Ｐ)一定是 Ｇ 的非 σ￣次正规子群ꎮ 若否ꎬ能推得 Ｐ 是 Ｇ

的 σ￣次正规子群ꎬ这与(１)矛盾ꎬ因此 ＮＧ(Ｐ)是 Ｇ 的非 σ￣次正规子群ꎬ并且显然 ＮＧ(Ｐ)与 Ｈ１ 和 Ｄ１ 均不同

构ꎮ 现假定 Ｐ＝ＮＧ(Ｐ)ꎬ若 Ｐ 是交换的ꎬ则 Ｐ≤ＣＧ(Ｐ)ꎬ从而有 ＣＧ(Ｐ)＝ ＮＧ(Ｐ)ꎬ由 Ｂｕｒｎｓｉｄｅ 定理知 Ｇ 是 ２￣幂
零ꎬ则 Ｇ 是可解的ꎬ矛盾ꎬ故 Ｐ 是非交换的ꎬ因此 ｜Ｐ ｜ >４ꎮ 设 Ｄ２ 是 Ｄ１ 的极大子群ꎬ若 Ｄ２ 是 Ｇ 的 σ￣次正规子

群ꎬ则由引理 １(４)知 Ｄ２≤Ｏσ１
(Ｇ)ꎮ 因为 Ｐ ＝Ｈ１ꎬ所以 Ｏσ１

(Ｇ)＝ Ｏｐ(Ｇ)ꎮ 又因为 Ｄ２≠１ꎬ所以 Ｏσ１
(Ｇ)≠１ꎮ

记 Ｖ＝Ｏσ１
(Ｇ)ꎬ并考虑 Ｇ / Ｖꎬ显然ꎬＰ / Ｖ 是 Ｇ / Ｖ 的 Ｓｙｌｏｗ ２￣子群ꎬ由 Ｄ１ 是 Ｇ 的非 σ￣次正规子群知 ｜ Ｐ / Ｖ ｜ ＝

｜Ｐ / Ｄ２ ｜ ＝ ２２ꎮ 因为 Ｐ＝ＮＧ(Ｐ)ꎬ所以

ＮＧ/ Ｐ(Ｐ / Ｖ)＝ ＮＧ(Ｐ) / Ｖ＝Ｐ / Ｖ≤ＣＧ/ Ｐ(Ｐ / Ｖ)ꎬ
从而有 ＮＧ/ Ｐ(Ｐ / Ｖ)＝ ＣＧ/ Ｐ(Ｐ / Ｖ)ꎬ再一次由 Ｂｕｒｎｓｉｄｅ 定理知 Ｇ / Ｖ 是 ２￣幂零ꎬ那么 Ｇ / Ｖ 是可解的ꎬＧ 是 σ￣可解

的ꎬ矛盾ꎬ故 Ｄ２ 是 Ｇ 的非 σ￣次正规子群ꎬ并且 Ｄ２ 与 Ｈ１ 和 Ｄ１ 均不同构ꎮ
其次考虑 Ｐ≠Ｈ１ 的情况ꎮ 若 Ｐ＝Ｄ１ 是 Ｈ１ 的极大子群ꎬ因为 Ｈ１ 是非循环的ꎬ所以 Ｈ１ 中存在不同构于

Ｄ１ 的极大子群ꎬ设为 Ｍ１ꎮ 若 Ｍ１ 是 Ｇ 的 σ￣次正规子群ꎬ那么 Ｍ１≤Ｏσ１
(Ｇ)≤Ｈ１ꎮ 因为 Ｈ１ 非正规于 Ｇꎬ所以

Ｍ１ ＝Ｏσ１
(Ｇ)ꎬ即 Ｍ１ 是 Ｈ１ 的正规极大子群ꎬ得 Ｈ１ ＝ＰＭ１ꎬ推得 ｜Ｈ１ / Ｍ１ ｜ ＝ ２ꎬ这说明 Ｈ１ / Ｍ１ 是 Ｇ / Ｍ１ 的循环的

Ｓｙｌｏｗ ２￣子群ꎬ类似于上面的讨论有 Ｇ / Ｍ１ 是 σ￣可解的ꎬ从而知 Ｇ 是 σ￣可解的ꎬ矛盾ꎬ因此 Ｍ１ 是 Ｇ 的非 σ￣
次正规子群ꎬ并且 Ｍ１ 与 Ｈ１ 和 Ｄ１ 均不同构ꎮ 假定 Ｐ≠Ｄ１ꎬ显然 Ｐ 是 Ｇ 的非 σ￣次正规子群ꎬ若否ꎬ则 Ｐ≤
Ｏσ１

(Ｇ)ꎬ那么 Ｇ / Ｏσ１
(Ｇ)是奇阶群ꎬ从而 Ｇ / Ｏσ１

(Ｇ)是可解的ꎬ推得 Ｇ 是 σ￣可解的ꎬ矛盾ꎮ 显然ꎬＰ 与 Ｈ１ 和

Ｄ１ 均不同构ꎮ 定理 １ 证毕ꎮ
推论 １[３] 　 设 Ｇ 是有限群ꎬ如果 ｎ(Ｇ)≤２ ｜π(Ｇ) ｜ ꎬ那么 Ｇ 是可解的ꎮ
定理 ２　 假定 Ｇ 是具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬ如果 ｌσ(Ｇ)≤２ ｜σ(Ｇ) ｜ －２ꎬ那么 Ｇ 中存在正规的 Ｈａｌｌ σ￣

子群ꎮ
证明　 由已知 ｌσ(Ｇ)≤２ ｜ σ(Ｇ) ｜ ꎬ由定理 １ 知 Ｇ 是 σ￣可解群ꎬ从而由引理 ５ 知ꎬＧ 中存在 σ￣基 Ｈ ＝

{Ｈ１ꎬＨ２ꎬ􀆺ꎬＨｔ}ꎮ 当 ｔ＝ １ 时ꎬ结论显然成立ꎮ 考虑 ｔ>１ 的情况ꎬ假设 Ｇ 的所有 Ｈａｌｌ σｉ￣子群都是非 σ￣次正规

的ꎮ 令集合 Ｓｉ ＝{ＨｉＨｉ＋１ꎬＨｉＨｉ＋２ꎬ􀆺ꎬＨｉＨｔ}ꎬ其中 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｔ－２ꎬ在每个 Ｓｉ 中至少存在一个子群在 Ｇ 中是非

σ￣次正规的ꎬ否则ꎬ将会出现正规的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎬ与假设矛盾ꎮ 因此断定 ｌσ(Ｇ)≥２ ｜σ(Ｇ) ｜ －２ꎬ再结合题设

有 ｌσ(Ｇ)＝ ２ ｜σ(Ｇ) ｜ －２ꎬ使得每个 Ｈｉ 中有唯一极大子群ꎬ所以 Ｈｉ 是循环群ꎬ故 Ｇ 的所有 Ｓｙｌｏｗ 子群是循环

的ꎬ知 Ｇ 中存在正规的 Ｓｙｌｏｗ 子群ꎬ这使得 ｌσ(Ｇ)>２ ｜σ(Ｇ) ｜ －２ꎬ与已知矛盾ꎬ故 Ｇ 中存在正规的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎮ

３　 结论

讨论了具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群 Ｇꎬ当 Ｇ 的所有非 σ￣次正规子群同构类的个数不大于 ２ ｜σ(Ｇ) ｜时ꎬ给
出了 σ￣可解群一个新的判定ꎮ 这一结论推广了文献[３]中定理 ３.１ 的可解群的结论ꎬ为进一步通过判断非

σ￣次正规子群的数量关系研究有限群的结构提供了新的思路ꎮ (下转第 １９ 页)


