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平坦 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)的幺半群
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摘要:设 Ｓ 是幺半群ꎬＡ 是左 Ｓ￣系ꎬ研究了所有平坦 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)的幺半群ꎬ得到新的幺半群类ꎬ并证明了在新的幺半群条

件下ꎬ所有平坦 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)当且仅当 Ｓ 是左零半群添加幺元构成的幺半群ꎬ或者 Ｓ 是平凡幺半群ꎮ
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０　 引言

设 Ｓ 是幺半群ꎬ１ 是其单位元ꎬＡ 是非空集合ꎬ若有 Ｓ×Ａ 到 Ａ 的映射 ｆ:Ｓ×Ａ→Ａꎬ (ｓꎬａ) ｜→ｓａꎬ满足

ｔ(ｓａ)＝ ( ｔｓ)ａꎬ　 １ａ＝ａꎬ　 ∀ｓꎬｔ∈Ｓꎬ　 ∀ａ∈Ａꎬ
则称(Ａꎬ ｆ)是左 Ｓ￣系[１]ꎬ或称 Ｓ 左作用于 Ａ 上ꎮ

称 Ｓ￣系 Ａ 满足条件(Ｅ) [１]ꎬ如果对任意的 ｓꎬｔ∈Ｓꎬ ａ∈Ａꎬ若 ｓａ ＝ ｔａꎬ则存在 ａ′∈Ａꎬ ｕ∈Ｓꎬ使得 ａ ＝ ｕａ′ꎬ
ｓｕ＝ ｔｕꎮ

称 Ｓ￣系 Ａ 满足条件(Ｐ) [２]ꎬ如果对任意的 ｓꎬｓ′∈Ｓꎬ任意的 ａꎬａ′∈Ａꎬ若 ｓａ＝ ｓ′ａ′ꎬ则存在 ａ″∈Ａꎬ ｕꎬｖ∈Ｓꎬ
使得 ｓｕ＝ ｓ′ｖꎬ ａ＝ｕａ″ꎬ ａ′＝ ｖａ″ꎮ

称一个幺半群 Ｓ 为左 Ｐ(Ｐ) [３]的ꎬ如果 Ｓ 的每一个主左理想作为左 Ｓ￣系满足条件(Ｐ)ꎮ ｕ∈Ｓ 叫右拟半

可消元[３]ꎬ若对任意的 ｓꎬｔ∈Ｓꎬ有 ｓｕ＝ ｔｕꎬ则存在 ｒ１ꎬｒ２∈Ｓꎬ使得 ｓｒ１ ＝ ｔｒ２ꎬ ｕ＝ ｒ１ｕ＝ ｒ２ｕꎮ
称一个幺半群 Ｓ 为左 ＰＳＦ[１]的ꎬ如果 Ｓ 的任意主左理想作为左 Ｓ￣系是强平坦的ꎮ
称 Ｓ 为左 ＰＰ[１]幺半群当且仅当对 Ｓ 的任意元 ａꎬ存在幂等元 ｅ∈Ｓꎬ使得 ａ＝ ｅａꎬ并且若 ｘａ＝ ｙａꎬ则 ｘｅ＝ ｙｅꎮ
Ｌｉｕ[４]研究了当 Ｓ 为左 ＰＳＦ 幺半群时ꎬ得出平坦 Ｓ￣系的三条等价关系ꎮ 由于左 ＰＰ 幺半群一定是左 ＰＳＦ

的ꎬ因此对左 ＰＰ 幺半群上述等价关系也成立ꎮ Ｌｉｕ[５] 研究了所有满足条件(Ｅ)的 Ｓ￣系是平坦的当且仅当 Ｓ
是正则幺半群ꎬ并提出问题:如何刻画平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)的幺半群?
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１　 主要结论及证明

引理 １[３] 　 设 Ｓ 是幺半群ꎬ下述条件等价:
(１) Ｓ 是左 Ｐ(Ｐ)的ꎻ
(２) Ｓ 的每一个主左理想由 Ｓ 的一个右拟半可消元生成ꎻ
(３) Ｓ 的每一个元素是右拟半可消元ꎮ
引理 ２[１] 　 对于幺半群 Ｓꎬ以下几条等价:
(１) 任意弱平坦循环左 Ｓ￣系是投射的ꎻ
(２) 任意弱平坦循环左 Ｓ￣系是强平坦的ꎻ
(３) 任意平坦循环左 Ｓ￣系是投射的ꎻ
(４)任意平坦循环左 Ｓ￣系是强平坦的ꎻ
(５) 任意 ｘ∈Ｓꎬ ｘ≠１ꎬ存在自然数 ｎꎬ使得 ｘｎ 是 Ｓ 的左零元ꎬ称 Ｓ 为左诣零幺半群ꎮ
引理 ３[１] 　 对于幺半群 Ｓꎬ以下几条等价:
(１) 所有平坦 Ｓ￣系是正则的ꎻ
(２) 所有弱平坦 Ｓ￣系是正则的ꎻ
(３) 任意平坦 Ｓ￣系的循环子系是强平坦的ꎻ
(４) 任意弱平坦 Ｓ￣系的循环子系是强平坦的ꎻ
(５) Ｓ＝Ｎ １ꎬ其中 Ｎ＝⌀或 Ｎ 是左零半群ꎮ
定理 １　 设 Ｓ 是左 Ｐ(Ｐ)幺半群ꎬ则以下几条等价:
(１) 所有平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎻ
(２) 所有弱平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎻ
(３) Ｓ＝Ｎ １ꎬ其中 Ｎ＝⌀或 Ｎ 是左零半群ꎮ
证明　 (２)⇒(１)显然成立ꎮ
(１)⇒(３)ꎮ 设所有平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎬ因为循环 Ｓ￣系是强平坦等价于满足条件(Ｅ)ꎬ所以每个

平坦的循环左 Ｓ￣系是强平坦的ꎮ 由引理 ２ 得 Ｓ 为左诣零幺半群ꎬ即对任意 ｘ∈Ｓꎬ ｘ≠１ꎬ存在自然数 ｎꎬ使得

ｘｎ 是 Ｓ 的左零元ꎮ Ｓ 是左 Ｐ(Ｐ)幺半群ꎬ由引理 １ 得 Ｓ 的任意元都是右拟半可消元ꎮ
设 ｘ≠１ꎬ ｘ∈Ｓꎬ假定 ｎ 是使得 ｘｎ 为左零元的最小正整数ꎮ
如果 ｎ＝ １ꎬ即 ｘ 为左零元ꎮ
设 ｎ>１ꎬ因为

ｘｎｘ＝ ｘｎ ＝ ｘｎ－１ｘꎬ
而 ｘ 是右拟半可消元ꎬ所以存在 ｒ１ꎬｒ２∈Ｓꎬ使得

ｘｎｒ１ ＝ ｘｎ－１ｒ２ꎬ　 ｘ＝ ｒ１ｘ＝ ｒ２ｘꎮ
如果 ｒ１ ＝ ｒ２ ＝ １ꎬ那么 ｘｎ ＝ ｘｎ－１与 ｎ 是使得 ｘｎ 为左零元的最小正整数矛盾ꎬ所以 ｒ１ꎬｒ２ 中至少有一个不为 １ꎬ不
妨设 ｒ１≠１ꎮ 又因为 Ｓ 是左诣零幺半群ꎬ存在自然数 ｍꎬ使得 ｒｍ１ 为 Ｓ 的一个左零元ꎬ有

ｘ＝ ｒ１ｘ＝ ｒ１(ｒ１ｘ)＝ ｒ２１ｘ＝ ｒ３１ｘ＝􀆺＝ ｒｍ１ ｘ＝ ｒｍ１ ꎬ
所以 ｘ 也为 Ｓ 的左零元ꎬ即 Ｓ＝Ｎ １ꎬ其中 Ｎ＝⌀ꎬ或 Ｎ 是左零半群ꎮ

(３)⇒(２)ꎮ Ｓ＝Ｎ １ꎬ其中 Ｎ ＝⌀或 Ｎ 是左零半群ꎮ 由引理 ３ 得到所有弱平坦 Ｓ￣系是正则的ꎬ根据文献

[１]中命题 ７.１.１２ꎬ所有的正则 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎬ因此所有弱平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎮ
引理 ４[４] 　 设 Ｓ 为左 ＰＳＦ 幺半群ꎬ则以下几条等价:
(１) 所有平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎻ
(２) 所有弱平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎻ
(３) Ｓ 中除 １ 以外的元素都是左零元ꎮ
推论 １　 假设幺半群 Ｓ 是左 ＰＰ 的ꎬ则以下几条等价:
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(１) 所有平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎻ
(２) 所有弱平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎻ
(３) Ｓ 中除 １ 以外的元素都是左零元ꎮ
证明　 因为左 ＰＰ 幺半群一定是左 ＰＳＦ 的ꎬ所以由引理 ４ 得结论成立ꎮ
定义 １[６] 　 称幺半群 Ｓ 是弱左 Ｐ(Ｐ)幺半群ꎬ如果对任意的 ａ、ｂ、ｘ、ｙ、ｓ∈Ｓꎬ若 ａｓ ＝ ｂｓꎬ ｘｂ ＝ ｙｂꎬ那么存在

ｒ∈Ｓ使得 ｘａｒ＝ ｙａｒꎬ ｒｓ＝ ｓꎮ
定理 ２　 假设幺半群 Ｓ 是弱左 Ｐ(Ｐ)的ꎬ则以下几条等价:
(１) 所有平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎻ
(２) 所有弱平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎻ
(３) Ｓ 中除 １ 以外的元素都是左零元ꎮ
证明　 (２)⇒(１)显然成立ꎮ
(１)⇒(３)ꎮ 设所有平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎬ因为循环 Ｓ￣系是强平坦等价于满足条件(Ｅ)ꎬ所以每个

平坦的循环左 Ｓ￣系是强平坦的ꎮ 由引理 ２ 得 Ｓ 为左诣零幺半群ꎬ即对任意 ｘ∈Ｓꎬ ｘ≠１ꎬ存在自然数 ｎꎬ使得

ｘｎ 是 Ｓ 的左零元ꎮ
设 ｘ≠１ꎬ ｘ∈Ｓꎬ假定 ｎ 是使得 ｘｎ 为左零元的最小正整数ꎮ
如果 ｎ＝ １ꎬ即 ｘ 为左零元ꎮ
设 ｎ>１ꎬ由 ｘｎ 是 Ｓ 的左零元ꎬ得

ｘｎ－１ｘ＝ ｘｎ ＝ ｘｎｘꎬ　 ｘｘｎ ＝ ｘｎ＋１ ＝ ｘｎｘ＝ ｘｎ ＝ １􀅰ｘｎꎬ
又因为 Ｓ 是弱左 Ｐ(Ｐ)的ꎬ所以存在 ｒ∈Ｓꎬ使得

ｘｘｎ－１ｒ＝ １􀅰ｘｎ－１ｒꎬ　 ｒｘ＝ ｘꎮ
若 ｒ＝ １ꎬ则 ｘｘｎ－１ ＝ ｘｎ－１ꎬ即 ｘｎ ＝ ｘｎ－１ꎬ这与 ｎ 是使得 ｘｎ 为左零元的最小正整数矛盾ꎬ故 ｒ≠１ꎮ 又因为 Ｓ 是左诣

零幺半群ꎬ存在自然数 ｍꎬ使得 ｒｍ 为 Ｓ 的一个左零元ꎬ有
ｘ＝ ｒｘ＝ ｒ(ｒｘ)＝ ｒ２ｘ＝ ｒ３ｘ＝􀆺＝ ｒｍｘ＝ ｒｍꎬ

所以 ｘ 也为 Ｓ 的左零元ꎬ即 Ｓ＝Ｎ １ꎬ其中 Ｎ＝⌀ꎬ或 Ｎ 是左零半群ꎮ
(３)⇒(２)ꎮ Ｓ＝Ｎ １ꎬ其中 Ｎ ＝⌀或 Ｎ 是左零半群ꎮ 由引理 ３ 得到所有弱平坦 Ｓ￣系是正则的ꎬ根据文献

[１]中命题 ７.１.１２ꎬ所有的正则 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎬ因此所有弱平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎮ
定义 ２　 称幺半群 Ｓ 是左稳定的ꎬ如果对任意的 １≠ｓ∈Ｓꎬ存在 １≠ｌ∈Ｓꎬ使得 ｌｓ＝ ｓꎮ
下面举例说明左 Ｐ(Ｐ)幺半群和左稳定幺半群是不同的幺半群类ꎬ说明本文主要结论之间是没有蕴含

关系ꎬ但是相互独立的ꎮ
例 １　 (１) 设 Ｓ 是右可消幺半群ꎬ例如群ꎬ显然 Ｓ 是左 Ｐ(Ｐ)幺半群ꎬ但不是左稳定幺半群ꎮ
(２) 由文献[６]ꎬ令

Ｓ＝‹ｘ０ꎬｘ１ꎬ􀆺｜ ｘｉｘｉ＋１ ＝ ｘｉ＋１ｘｉ ＝ ｘｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ􀆺›∪{１}ꎬ
那么 Ｓ 中的元素总写成了某个 ｘｉ 正整数次幂ꎬＳ 是左稳定幺半群ꎬ对任意的 ｘｋ

ｉ ＝ ｘｉ＋１ｘｋ
ｉ ꎬ但 Ｓ 不是左 Ｐ(Ｐ)的ꎬ

例如 ｘ２ｘ１ ＝ ｘ３ｘ１ꎬ但不存在 ｒ１、ｒ２∈Ｓꎬ使得 ｘ２ｒ１ ＝ ｘ３ｒ２ꎬ ｘ１ ＝ ｒ１ｘ１ ＝ ｒ２ｘ１ꎮ
定理 ３　 对左稳定的幺半群 Ｓꎬ以下几条等价:
(１) 所有平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎻ
(２) 所有弱平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎻ
(３) Ｓ＝Ｎ １ꎬ其中 Ｎ＝⌀或 Ｎ 是左零半群ꎮ
证明　 (２)⇒(１)显然成立ꎮ
(１)⇒(３)ꎮ 设所有平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎬ因为循环 Ｓ￣系是强平坦等价于满足条件(Ｅ)ꎬ所以每个

平坦的循环左 Ｓ￣系是强平坦的ꎮ 由引理 ２ 得 Ｓ 为左诣零幺半群ꎬ即对任意 ｘ∈Ｓꎬ ｘ≠１ꎬ存在自然数 ｎꎬ使得

ｘｎ 是 Ｓ 的左零元ꎮ Ｓ 是左稳定的ꎬ由定义 ２ꎬ对任意的 ｓ∈Ｓ ＼{１}ꎬ存在 ｌ∈Ｓ ＼{１}使得 ｌｓ＝ ｓꎮ
因为 ｌ≠１ꎬ假定 ｎ 是使得 ｌｎ 为左零元的最小正整数ꎬ有

ｓ＝ ｌｓ＝ ｌ( ｌｓ)＝ ｌ２ｓ＝ ｌ３ｓ＝􀆺＝ ｌｎｓ＝ ｌｎꎬ
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所以 ｓ 为 Ｓ 的左零元ꎬ即 Ｓ＝Ｎ １ꎬ其中 Ｎ＝⌀ꎬ或 Ｎ 是左零半群ꎮ
(３)⇒(２)ꎮ Ｓ＝Ｎ １ꎬ其中 Ｎ＝⌀或 Ｎ 是左零半群ꎬ由引理 ３ 得所有弱平坦 Ｓ￣系是正则的ꎬ根据文献[１]中

命题 ７.１.１２ꎬ所有的正则 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎬ因此所有弱平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎮ
推论 ２　 设 Ｓ 是左可消幺半群ꎬ则以下几条等价:
(１) 所有平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎻ
(２) 所有弱平坦左 Ｓ￣系满足条件(Ｅ)ꎻ
(３) Ｓ＝{１}ꎮ
注 １　 在定理 １、２ 中ꎬ如果取幺半群为右 Ｐ(Ｐ)幺半群或者弱右 Ｐ(Ｐ)幺半群ꎬ那么等价性仍然成立ꎮ 在

定理 ３ 中ꎬ若定义右稳定幺半群的概念ꎬ定理 ３ 等价性依然成立ꎮ 下面以右 Ｐ(Ｐ)幺半群为例说明ꎬ与定理 １
证明类似ꎬ得到

ｒ１ｘｎ ＝ ｒ２ｘｎ－１ꎬ　 ｘ＝ ｘｒ１ ＝ ｘｒ２ꎬ
不妨设 ｒ１≠１ꎬ那么有 ｘ＝ ｘｒｎ１ꎬ任取 ｓ∈Ｓꎬ因为 ｒｎ１ 为左零元ꎬ所以 ｘｓ＝(ｘｒｎ１)ｓ＝ ｘ(ｒｎ１ｓ)＝ ｘｒｎ１ ＝ ｘꎬ ｘ 就是左零元ꎮ
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(上接第 ４ 页)
　 　 例 ２　 设 Ｑ８是四元数群ꎬ 则 Ｑ８ ＝‹ ｔꎬｓ ｜ ｔ４ ＝ １ꎬｔ２ ＝ ｓ２ꎬｔｓ ＝ ｔ－１›ꎬ 即 Ｑ８ ＝ {１ꎬｔꎬｔ２ꎬｔ３ꎬｓꎬｓ３ꎬｔｓꎬｔｓ３}ꎮ 由引理 ２
知ꎬ 如果 θ∈Ｐ(Ｑ８)ꎬ 那么 θ 把 Ｑ８ 中的二阶元映到自身ꎮ 只考虑 θ 在 Ｑ８ 中的四阶元的作用ꎬ得到 Ｑ８ 的幂自

同构只有以下 ４ 种:
θ１(ａ)＝ ａꎬ　 θ１(ｂ)＝ ｂꎻ
θ２(ａ)＝ ａꎬ　 θ２(ｂ)＝ ｂ３ꎻ
θ３(ａ)＝ ａ３ꎬ　 θ３(ｂ)＝ ｂꎻ
θ４(ａ)＝ ａ３ꎬ　 θ４(ｂ)＝ ｂ３ꎮ

于是 Ｐ(Ｑ８)＝ {θ１ ＝ １ꎬθ２ꎬθ３ꎬθ４}≅Ｚ２×Ｚ２ꎮ
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