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一类具有不同扩散速率的蚊媒模型的动力学

押宝ꎬ何杰
(西安电子科技大学数学与统计学院ꎬ 陕西 西安 ７１０１２６)

摘要:为研究宿主的扩散和空间异质性对蚊媒疾病传播的影响ꎬ建立一类具有不同扩散速率的反应扩散蚊媒疾病模型ꎮ 首

先ꎬ应用下一代算子理论ꎬ定义模型的基本再生数 Ｒ０ꎬ并分析大扩散和小扩散对 Ｒ０ 的影响ꎮ 其次ꎬ利用动力系统的持续性理

论ꎬ证明 Ｒ０－１ 的符号决定模型的全局阈值动力学ꎮ 最后ꎬ数值模拟验证理论结果ꎬ并表明空间异质性可能会增加疾病传播的
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０　 引言

据世界卫生组织(ＷＨＯ)报道ꎬ蚊媒疾病由寄生虫、细菌和病毒引起ꎬ并通过蚊子的叮咬进行传播ꎬ每年

会导致 ７０ 多万人死亡[１]ꎮ 蚊媒疾病是一种通过蚊子传播的交叉感染疾病ꎬ包括疟疾、登革热和基孔肯雅热

等ꎮ 其传播方式:染病的蚊子叮咬易感宿主并将病毒传染给宿主ꎬ易感的蚊子叮咬染病的宿主而致使蚊子被

感染ꎮ 蚊媒疾病的流行对生活在 １２０ 个不同国家的 ３９ 亿人的生命健康构成了威胁[２]ꎬ因此利用数学方法研

究蚊媒疾病的传播与控制具有重要意义ꎮ
空间异质性是指生态学过程在空间分布上的不均匀性及其复杂性ꎬ对传染病模型的基本再生数具有重

要的影响[３]ꎮ Ｗａｎｇ 和 Ｚｈａｏ[４]研究了一类登革热模型ꎬ他们发现通过空间平均化得到的常微分方程系统可

能会低估疾病传播的风险ꎮ Ｚｈａ 和 Ｊｉａｎｇ[５]关于一类部分退化的登革热模型动力学的研究表明疾病传播的

空间异质性可能会增加疾病感染的风险ꎮ 其他关于异质环境中蚊媒疾病的研究工作ꎬ可参见文献[６￣７]及其

引文ꎮ



　 第 ５ 期 押宝ꎬ等:一类具有不同扩散速率的蚊媒模型的动力学 １２３　　 　

　 　 种群扩散也是影响疾病传播的一个重要因素ꎮ 为了探讨扩散对蚊媒疾病传播的影响ꎬＺｈａｏ 等[８]研究了

一类具有空间异质性和一般发病率的反应扩散模型ꎬ研究结果表明ꎬ大扩散和小扩散会改变基本再生数 Ｒ０

的大小ꎬ并且在一定条件下ꎬ感染者的快速移动有利于疾病的控制ꎮ Ｓｈｉ 和 Ｚｈａｏ[９]研究了一类空间异质环境

中蚊子叮咬具有偏好性的反应扩散疟疾模型ꎬ并表明扩散会使感染者的种群密度在地区间的差距变小ꎮ 对

于斑块模型ꎬ宿主或蚊子的快速扩散会降低感染风险ꎬ但可能会增加染病宿主的数量[１０]ꎮ 更多关于这方面

的工作ꎬ可参考文献[１１￣１２]和他们的引文ꎮ 然而ꎬ尽管目前关于异质环境中蚊媒疾病的研究方兴未艾ꎬ但稳

态解的稳定性及多重性、稳态解的分支、非局部扩散耦合年龄结构环境下的动力学等仍是值得进一步思考的

课题ꎮ
对宿主来说ꎬ大多数蚊子的活动范围很小[１３]ꎮ 基于上述讨论ꎬ本文建立一类部分退化(即仅考虑宿主扩

散)的蚊媒疾病传播模型ꎬ定义了模型的基本再生数 Ｒ０ꎬ并研究该模型的阈值动力学ꎮ 具体地说ꎬ当Ｒ０≤１
时ꎬ疾病最终消除ꎻ而当 Ｒ０>１ 时ꎬ模型有一个全局渐近稳定的正稳态解ꎬ疾病一直持续ꎮ 此外ꎬ探讨了 Ｒ０ 关

于扩散系数 Ｄｈ 的渐近性质ꎬ并通过数值模拟分析空间异质性对疾病传播的影响ꎮ 研究方法主要基于动力

系统的持续性理论ꎬ然而由于模型的解映射缺乏紧性ꎬ这给模型动力学的分析带来了一定的挑战如线性系统

主特征值的存在性ꎮ 为了克服这些困难ꎬ本文引入 Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ 非紧性测度ꎬ其研究方法可推广到其他部分

退化的反应扩散模型的研究之中ꎮ

１　 模型构建与适定性

设 Ω⊂Ｒｎ 为具有光滑边界∂Ω 的空间有界域ꎮ 令 Ｓｈ 和 Ｉｈ 分别代表易感的宿主和染病的宿主ꎬＨ ＝ Ｓｈ＋Ｉｈ
代表宿主总密度ꎮ 由于不同地区宿主的平均寿命存在一定的差异[１４]ꎬ因此假设宿主的自然死亡率依赖空间

变量 ｘꎮ 首先考虑以下反应扩散方程:
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Ｈ)和 ｄｈ(ｘ)分别是宿主的出生率和自然死亡率ꎬ生物学文献中 ２ 个典型的出生率函数为
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其中 ｂｈ(ｘ)是宿主的最大出生率ꎬ正函数 Ｋ(ｘ)是环境容纳量ꎮ 假设 ｂｈ(ｘ)和 ｄｈ(ｘ)是
－
Ω 上正的 Ｈｏ̈ｌｄｅｒ 连续

函数ꎬ且满足

∫
Ω
ｂｈ(ｘ)ｄｘ > ∫

Ω
ｄｈ(ｘ)ｄｘꎮ

由文献[１５]中的定理 ３.１.５ 可知ꎬ方程组(１)存在唯一的全局渐近稳定的正稳态解 Ｈ∗(ｘ)ꎮ 类似地ꎬ令 Ｓｍ

和 Ｉｍ 分别代表易感的蚊子和染病的蚊子ꎬ设蚊子总密度 Ｎ＝Ｓｍ＋Ｉｍꎬ且满足方程:
∂Ｎ
∂ｔ

＝Ａ(ｘ)－ｄｍ(ｘ)Ｎꎬ　 ｘ∈ －
Ω ꎬ (２)

其中 Ａ(ｘ)是蚊子的输入率ꎬｄｍ(ｘ)是蚊子的自然死亡率ꎬＡ(ｘ)和 ｄｍ(ｘ)都是
－
Ω 上正的 Ｈｏ̈ｌｄｅｒ 连续函数ꎮ 容

易看出ꎬ方程组(２)存在唯一的全局渐近稳定的正稳态解 Ｎ∗(ｘ)＝ Ａ(ｘ)
ｄｍ(ｘ)

ꎮ 本文关注的是疾病传播的长期动

力学ꎬ因此假设宿主总密度和蚊子总密度分别稳定在 Ｈ∗(ｘ)和 Ｎ∗(ｘ)ꎮ 由于城市之间以及同一城市不同地

区之间的蚊媒疾病传播水平存在较大的差异[１６]ꎬ因此假设蚊子的叮咬率为 β(ｘ)ꎬ即位置 ｘ 处单位时间内一
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只蚊子平均叮咬宿主的次数ꎮ 那么ꎬ宿主和蚊子的感染率为

ｃβ(ｘ)
Ｈ∗(ｘ)－Ｉｈ
Ｈ∗(ｘ)

Ｉｍꎬ　 ｂβ(ｘ)
Ｎ∗(ｘ)－Ｉｍ
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Ｉｈꎬ

其中正常数 ｃ 表示每次叮咬后易感的宿主被染病的蚊子传染的概率ꎬ正常数 ｂ 表示每次叮咬后易感的蚊子

被染病的宿主传染的概率ꎮ
通常情况下ꎬ蚊子的活动范围相对于宿主的活动范围较小ꎮ 例如ꎬ埃及伊蚊在 ２４ 天内的平均活动范围

介于 ２８~１９９ ｍ 之间[１７]ꎬ而中华按蚊在短期内(如 ３ ｄ 天内)的活动范围主要限制在 １００ ｍ 内[１８]ꎮ 因此ꎬ为
了描述蚊虫的这一生理特征ꎬ假设蚊子的扩散系数为 ０ꎮ 此外ꎬ若宿主为人群ꎬ考虑到医疗资源等因素ꎬ城市

地区染病的宿主比农村地区染病的宿主更容易获得治疗ꎬ因此假设染病宿主的恢复率依赖于空间位置 ｘꎬ即
ρｈ(ｘ)ꎮ 基于以上讨论ꎬ考虑如下的反应扩散方程模型:
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其中 β(ｘ)和 ρｈ(ｘ)是
－
Ω上正的 Ｈｏ̈ｌｄｅｒ 连续函数ꎮ

令 Ｘ:＝Ｃ( －
Ω ꎬ Ｒ２)是具有最大模范数‖􀅰‖Ｘ的 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ其正锥Ｘ＋:＝{ψ∈Ｘ:ψ≥０}ꎮ 定义

Γ＝{(ψ１ꎬψ２)∈Ｘ＋: ０≤ψ１(ｘ)≤Ｈ∗(ｘ)ꎬ ０≤ψ２(ｘ)≤Ｎ∗(ｘ)ꎬ ∀ｘ∈ －
Ω }ꎮ

对任意的 ϕ∈Ｃ ( －
Ω ꎬＲ) 和 ｔ≥０ꎬ令 Ｔ１ ( ｔ):Ｃ ( －

Ω ꎬＲ) →Ｃ ( －
Ω ꎬＲ) 是具有 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件的算子

ＤｈΔ－(ｄｈ(􀅰)＋ρｈ(􀅰))生成的 Ｃ０ 半群ꎬ即

(Ｔ１( ｔ)ϕ)(􀅰)＝ ∫
Ω
Ｇ(􀅰ꎬｙꎬｔ)ϕ(ｙ)ｄｙꎬ

其中 Ｇ(􀅰ꎬｙꎬｔ)是算子 ＤｈΔ－(ｄｈ(􀅰)＋ρｈ(􀅰))在 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件下的格林函数ꎮ 根据文献[１９]中的推论

７.２.３ 和定理 ７.３.１ 可知ꎬＴ１( ｔ)是紧的和强正的ꎮ 令

(Ｔ２( ｔ)ϕ)(􀅰)＝ ｅ－ｄｍ(􀅰) ｔϕ(􀅰)ꎬ
则 Ｔ( ｔ)＝ ｄｉａｇ(Ｔ１( ｔ)ꎬＴ２( ｔ)):Ｘ→Ｘ 是一个强连续半群ꎮ

定义 Ｆ＝(Ｆ１ꎬＦ２):Γ→Ｘ 为

Ｆ１(ψ)(􀅰)＝ ｃβ(􀅰)
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(Ｈ∗(􀅰)－ψ１(􀅰))ψ２(􀅰)ꎬ

Ｆ２(ψ)(􀅰)＝ ｂβ(􀅰)
Ｈ∗(􀅰)

(Ｎ∗(􀅰)－ψ２(􀅰))ψ１(􀅰)ꎬ

其中 ψ＝(ψ１ꎬψ２)∈Γꎬ则系统(３)具有初始条件ｕ０∈Ｘ＋的解可以写成以下积分形式:

ｕ( ｔ)＝ Ｔ( ｔ)ｕ０＋ ∫ｔ
０
Ｔ( ｔ－ｓ)Ｆ(ｕ(ｓ))ｄｓꎬ

这里 ｕ０ ＝( Ｉｈ(􀅰ꎬ０)ꎬ Ｉｍ(􀅰ꎬ０))ꎬ ｕ( ｔ)＝ ( Ｉｈ(􀅰ꎬｔ)ꎬＩｍ(􀅰ꎬｔ))ꎮ
类似文献[２０]中引理 ２.１ 和引理 ２.２ 的证明ꎬ可以得到以下结论ꎮ
引理 １　 对任意 ψ∈Γꎬ系统(３)以 ψ 为初值的解 ｕ(􀅰ꎬｔꎬψ)在[０ꎬ∞ )上全局存在ꎬ且对任意的 ｔ∈[０ꎬ

∞ )ꎬ有 ｕ(􀅰ꎬｔꎬψ)∈Γꎮ
定义系统(４)的解映射Ψｔ:Γ→Γ 为

Ψｔ(ψ)＝ ｕ(􀅰ꎬｔꎬψ)ꎬ　 ∀ｔ≥０ꎬ ψ∈Γꎮ
引理 ２　 Ψｔ 是 κ￣ｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎ 的ꎬ即存在连续函数 ｋ( ｔ)∈Ｃ(Ｒ＋ꎬ[０ꎬ１))ꎬ使得对任意的 ｔ>０ 和有界集 Ｂ⊆

Γꎬ都有{Ψｓ(Ｂ)ꎬ ０≤ｓ≤ｔ}是有界集ꎬ且满足

κ(Ψｔ(Ｂ))≤ｋ( ｔ)κ(Ｂ)ꎬ
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其中 κ(􀅰)是 Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ 非紧性测度ꎮ
证明　 依据文献[２１]中引理 ２.４ 的证明思路ꎬ对每个 ｔ≥０ꎬ定义线性算子 Π( ｔ)和非线性算子 Υ( ｔ)为

Π( ｔ)ψ＝
０

ｅ－ｄｍ(􀅰) ｔψ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ　 Υ( ｔ)ψ＝

Ｉｈ(􀅰ꎬｔꎬψ)

∫ ｔ

０
ｅ－ｄｍ(􀅰)( ｔ－ｓ) ｂβ(􀅰)(Ｎ∗(􀅰) － Ｉｍ(􀅰ꎬｓꎬψ))

Ｈ∗(􀅰)
Ｉｈ(􀅰ꎬｓꎬψ)ｄｓ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ

其中 ψ＝(ψ１ꎬψ２)∈Ｘꎮ 容易看出ꎬ
Ψｔ(ψ)＝ Π( ｔ)ψ＋Υ( ｔ)ψꎬ　 ∀ψ∈Ｘꎬ　 ｔ≥０ꎬ

且有 κ(Υ( ｔ)ψ)＝ ０ꎮ 由于

‖Π( ｔ)‖＝ ｓｕｐ
ψ∈Ｘꎬ ψ≠０

‖Π( ｔ)ψ‖
‖ψ‖

≤ ｓｕｐ
ψ∈Ｘꎬ ψ≠０

‖ｅ－ｄｍ(􀅰) ｔ‖‖ψ２‖
‖ψ‖

≤ｅ－ｄｍｔꎬ

其中ｄｍ ＝ｍｉｎ
ｘ∈

－
Ω
ｄｍ(ｘ)ꎬ那么ꎬ对 Ｘ 中的任意有界集 Ｂꎬ有

κ(Ψｔ(Ｂ))≤κ(Π( ｔ)Ｂ)＋κ(Υ( ｔ)Ｂ)≤‖Π( ｔ)‖κ(Ｂ)≤ｅ－ｄｍｔκ(Ｂ)ꎬ　 ∀ｔ>０ꎮ
因此ꎬΨｔ 在 Ｘ 上是 κ￣ｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎ 的ꎮ 证毕ꎮ

２　 基本再生数的渐近性质

将系统(３)在无病平衡点 Ｅ０ ＝(０ꎬ０)处线性化ꎬ得到如下的线性系统:

∂Ｉｈ
∂ｔ

＝ＤｈΔＩｈ＋ｃβ(ｘ) Ｉｍ－(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ)) Ｉｈꎬ　 ｘ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ

∂Ｉｍ
∂ｔ

＝ｂβ(ｘ)Ｎ
∗(ｘ)

Ｈ∗(ｘ)
Ｉｈ－ｄｍ(ｘ) Ｉｍꎬ ｘ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ

∂Ｉｈ
∂ν

＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ ｔ>０ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(４)

令( Ｉｈ(ｘꎬｔ)ꎬＩｍ(ｘꎬｔ))＝ ｅλｔ(ϕ１(ｘ)ꎬϕ２(ｘ))ꎮ 将其代入系统(４)得到相应的特征值问题:
λϕ１ ＝ＤｈΔϕ１＋ｃβ(ｘ)ϕ２－(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))ϕ１ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ

λϕ２ ＝
ｂβ(ｘ)Ｎ∗(ｘ)

Ｈ∗(ｘ)
ϕ１－ｄｍ(ｘ)ϕ２ꎬ ｘ∈Ωꎬｔ>０ꎬ

∂ϕ１

∂ν
＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ ｔ>０ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(５)

令{Ｑｔ} ｔ≥０是线性系统(４)在 Ｘ 上的解半流ꎬ则它是 Ｘ 上正的 Ｃ０ 半群ꎬ其生成元

Ｐ＝
ＤｈΔ－(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ)) ｃβ(ｘ)

ｂβ(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
Ｈ∗(ｘ)

－ｄｍ(ｘ)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎮ

此外ꎬ利用文献[２２]中的定理 ３.１２ 可知ꎬＰ 是一个闭的预解正算子ꎮ 令 ｓ(Ｐ)是 Ｐ 的谱界ꎬｒ(Ｑｔ)为 Ｑｔ 的谱

半径ꎬ根据文献[２３]中的引理 ３.１ 可以得到如下结论ꎮ
引理 ３　 对任意的 ｔ≥０ꎬ有 ｒ(Ｑｔ)＝ ｅｓ(Ｐ) ｔꎮ
设{Φ( ｔ)} ｔ≥０是如下系统的解半流:

∂ｖ１

∂ｔ
＝ＤｈΔｖ１－(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))ｖ１ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ

∂ｖ２

∂ｔ
＝ －ｄｍ(ｘ)ｖ２ꎬ ｘ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ

∂ｖ１

∂ν
＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ ｔ>０ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
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容易看出ꎬΦ( ｔ)是 Ｘ 上正的 Ｃ０ 半群ꎬ且其指数增长界 ω(Φ)<０ꎮ 令

Ｂ＝
ＤｈΔ－(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ)) ０

０ －ｄｍ(ｘ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ　 Ｆ(ｘ)＝

０ ｃβ(ｘ)
ｂβ(ｘ)Ｎ∗(ｘ)

Ｈ∗(ｘ)
０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ

其中 Ｂ 是 Φ( ｔ)的生成元ꎮ 假设初始感染个体的分布为 ψ(ｘ):＝(ψ１(ｘ)ꎬψ２(ｘ))ꎬ则 Φ( ｔ)ψ(ｘ)表示初始的

感染者经内部演化 (如移动、死亡、转移等) 后在 ｔ 时刻的分布ꎬ因此ꎬ ｔ 时刻新感染个体的分布为

Ｆ(ｘ)Φ( ｔ)ψ(ｘ)ꎮ 所有新感染个体的分布为

Ｌ(ψ)(ｘ):＝ ∫∞
０
Ｆ(ｘ)Φ( ｔ)ψ(ｘ)ｄｔꎬ 　 ｘ∈ －

Ω ꎮ

利用文献[２２]中的定理 ３.１２ 和定理 ３.１４ 可得ꎬＢ 是一个预解正算子ꎬ ｓ(Ｂ)＝ ω(Φ)<０ꎬ且有

(λ－Ｂ) －１ψ(ｘ)＝ ∫∞
０

ｅ－λｔΦ( ｔ)ψ(ｘ)ｄｔꎬ　 λ>ｓ(Ｂ)ꎮ

令 λ＝ ０ꎬ可以得到

－Ｂ－１ψ(ｘ)＝ ∫∞
０
Φ( ｔ)ψ(ｘ)ｄｔꎮ

那么ꎬ

Ｌ(ψ)(ｘ):＝Ｆ(ｘ) ∫∞
０
Φ( ｔ)ψ(ｘ)ｄｔ＝ －Ｆ(ｘ)Ｂ－１ψ(ｘ)ꎬ　 ｘ∈ －

Ω ꎮ

依据文献[２４]ꎬ模型(３)的基本再生数 Ｒ０ 定义为算子 Ｌ 的谱半径ꎬ即

Ｒ０:＝ ｒ(Ｌ)＝ ｒ(－ＦＢ－１)ꎮ
进一步ꎬ定义模型(３)的局部基本再生数为

Ｒ０(ｘ):＝
ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)

ｄｍ(ｘ)(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))Ｈ∗(ｘ)
ꎬ　 ∀ｘ∈ －

Ω ꎮ

由文献[２２]中的定理 ３.５ 或文献[２４]中的定理 ３.１ 可得如下结论ꎮ
引理 ４　 Ｒ０－１ 和 ｓ(Ｐ)有相同的符号ꎮ
下面将探讨 Ｒ０ 与扩散系数 Ｄｈ 之间的关系ꎮ 首先考虑如下特征值问题:

－ＤｈΔϕ－ｂｃβ
２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)

ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)
ϕ＋(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))ϕ＝λϕꎬ　 ｘ∈Ωꎬ

∂ϕ
∂ν

＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(６)

根据 Ｋｒｅｉｎ－Ｒｕｔｍａｎ 定理(见文献[２５])ꎬ特征值问题(６)有唯一的主特征值 λ０ꎬ该特征值是实数ꎬ且对应一

个正的特征函数 ϕ∗ꎮ 那么有

－ＤｈΔϕ∗＋Ｊ(ｘ)ϕ∗ ＝λ０ϕ∗ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ

∂ϕ∗

∂ν
＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(７)

其中 Ｊ(ｘ)＝ (ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))－
ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

ꎮ 则 λ０ 可以由以下变分公式表示:

λ０ ＝ ｉｎｆ { ∫
Ω
(Ｄｈ ｜∇φ ｜ ２ ＋ Ｊ(ｘ)φ２)ｄｘ: φ ∈ Ｗ１ꎬ２(Ω)ꎬ ∫

Ω
φ２ｄｘ＝ １ } ꎮ

根据文献[２６]可以证明 λ０ 和 ϕ∗都是 Ｄｈ 的可微函数ꎮ 下面给出 λ０ 的相关结论ꎮ
引理 ５　 以下结论成立ꎮ
(ⅰ) λ０ 是 Ｄｈ>０ 的严格递增函数ꎮ

(ⅱ) 当 Ｄｈ→０ 时ꎬ λ０→ｍｉｎ{Ｊ(ｘ):ｘ∈ －
Ω }ꎮ

(ⅲ) 当 Ｄｈ→∞时ꎬ λ０→
１

｜Ω ｜ ∫ΩＪ(ｘ)ｄｘꎮ
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(ⅳ) 若 ∫
Ω
(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))ｄｘ≤ ∫

Ω

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

ｄｘꎬ 则对任意的 Ｄｈ>０ꎬ都有 λ０<０ꎮ

(ⅴ) 若 ∫
Ω
(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))ｄｘ> ∫

Ω

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

ｄｘꎬ且 ｍｉｎ{Ｊ(ｘ):ｘ∈ －
Ω }<０ꎬ则 λ０(Ｄｈ)＝ ０ 有唯一的正

根 Ｄ∗
ｈ ꎻ当 Ｄｈ<Ｄ∗

ｈ 时ꎬλ０<０ꎬ当 Ｄｈ>Ｄ∗
ｈ 时ꎬ λ０>０ꎮ

证明　 结论(ⅰ)—(ⅴ)的证明类似于文献[２７]中引理 ２.２ 的论证ꎬ故略去其证明ꎮ 证毕ꎮ
基于以上讨论ꎬ下面给出 Ｒ０ 与 Ｄｈ 之间的关系ꎮ
定理 １　 以下结论成立ꎮ
(ⅰ) Ｒ０ 是 Ｄｈ>０ 上的递减函数ꎻ

(ⅱ) ｌｉｍ
Ｄｈ→０

Ｒ０ ＝ｍａｘ
ｘ∈

－
Ω

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))Ｈ∗(ｘ){ } ꎻ

(ⅲ) ｌｉｍ
Ｄｈ→∞

Ｒ０ ＝
∫
Ω

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

ｄｘ

∫
Ω
(ｄｈ(ｘ) ＋ ρｈ(ｘ))ｄｘ

ꎻ

(ⅳ) 若
∫
Ω

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

ｄｘ

∫
Ω
(ｄｈ(ｘ) ＋ ρｈ(ｘ))ｄｘ

< １ꎬ且ｍａｘ
ｘ∈

－
Ω

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)(ｄｈ(ｘ) ＋ ρｈ(ｘ))Ｈ∗(ｘ){ } > １ꎬ则存在一个Ｄ∗

ｈ >

０ꎬ使得当 Ｄｈ < Ｄ∗
ｈ 时ꎬＲ０ > １ꎬ当 Ｄｈ > Ｄ∗

ｈ 时ꎬ Ｒ０ < １ꎻ

(ⅴ) 若
∫
Ω

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

ｄｘ

∫
Ω
(ｄｈ(ｘ) ＋ ρｈ(ｘ))ｄｘ

>１ꎬ则当 Ｄｈ>０ 时ꎬ Ｒ０>１ꎮ

证明　 (ⅰ)考虑如下特征值问题:
－ＤｈΔφ１＋(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))φ１ ＝λｃβ(ｘ)φ２ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ

ｄｍ(ｘ)φ２ ＝λ
ｂβ(ｘ)Ｎ∗(ｘ)

Ｈ∗(ｘ)
φ１ꎬ ｘ∈Ωꎬ

∂φ１

∂ν
＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(８)

可以变形为

－ＤｈΔφ１＋(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))φ１ ＝λ２ ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

φ１ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ

∂φ１

∂ν
＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(９)

由文献[２５]中的注 １.６ 可知ꎬ特征值问题(９)有唯一对应正特征函数 φ∗
１ 的正特征值 λ∗ꎮ 结合特征值问题

(８)中的第二个方程ꎬ可以得到特征值问题(８) 有唯一的正特征值 λ∗ 和一个正特征函数(φ∗
１ ꎬφ∗

２ ) ＝

φ∗
１ ꎬ

ｂλ∗β(ｘ)Ｎ∗(ｘ)φ∗
１

ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 由文献[２４]可知 Ｒ０ ＝ ｒ(－ＦＢ

－１)＝ １
λ∗ꎬ且满足下式:

－ＤｈΔφ∗
１ ＋(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))φ∗

１ ＝ １
Ｒ２

０

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

φ∗
１ ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ (１０)

其边界条件为
∂φ∗

１

∂ν
＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎮ 与文献[２７]类似ꎬＲ０ 可以由以下变分公式表示:
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Ｒ０ ＝ ｓｕｐ
φ∈Ｈ１(Ω)ꎬ φ≠０

∫
Ω

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

φ２ｄｘ

∫
Ω
(Ｄｈ ｜∇φ ｜ ２ ＋ (ｄｈ(ｘ) ＋ ρｈ(ｘ))φ２)ｄｘ

ꎬ (１１)

因此ꎬＲ０ 关于 Ｄｈ 递减ꎮ
(ⅱ) 由式(１０)ꎬ利用文献[２８]中的引理 ３.１ 可证(ⅱ)成立ꎮ
(ⅲ) 不失一般性ꎬ设‖φ∗

１ ‖Ｌ∞ (Ω) ＋‖φ∗
２ ‖Ｌ∞ (Ω)＝ １ꎬ对方程(１０)的两端同时除以 Ｄｈ 可得

－Δφ∗
１ ＋ １

Ｄｈ
(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))φ∗

１ － １
Ｒ２

０

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

φ∗
１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＝ ０ꎬ　 ｘ∈Ωꎮ

根据椭圆正则性ꎬ当 Ｄｈ→∞时ꎬ在 Ｃ(Ω)上有 φ∗
１ → 􀭵φ１ꎬ其中􀭵φ１ 是正的常数ꎮ 将式(１０)在 Ω 上积分可得

∫
Ω
(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))φ∗

１ ｄｘ＝ １
Ｒ２

０
∫
Ω

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

φ∗
１ ｄｘꎮ

因此ꎬ当 Ｄｈ→∞时ꎬ有 Ｒ０ ＝
∫
Ω

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

ｄｘ

∫
Ω
(ｄｈ(ｘ) ＋ ρｈ(ｘ))ｄｘ

ꎮ

(ⅳ) 对式(７)、(１０)进行简单的变换ꎬ可得

ＤｈΔϕ∗＋ｂｃβ
２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)

ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)
ϕ∗－(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))ϕ∗＋λ０ϕ∗ ＝ ０ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ (１２)

ＤｈΔφ∗
１ －(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))φ∗

１ ＋ １
Ｒ２

０

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

φ∗
１ ＝ ０ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ (１３)

其中 ϕ∗和 φ∗
１ 在 Ω 上都是正的函数ꎬ且在边界∂Ω 上满足

∂ϕ∗

∂ν
＝
∂φ∗

１

∂ν
＝ ０ꎮ 将式(１２)和(１３)分别乘以 φ∗

１ 和

ϕ∗ꎬ然后将这两个方程在 Ω 上进行分部积分并相减ꎬ可得

１－ １
Ｒ２

０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

Ω

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

ϕ∗φ∗
１ ｄｘ＋λ０ ∫

Ω
ϕ∗φ􀆽

１ｄｘ＝ ０ꎮ

由于 ∫
Ω

ｂｃβ２(ｘ)Ｎ∗(ｘ)
ｄｍ(ｘ)Ｈ∗(ｘ)

ϕ∗φ∗
１ ｄｘ 和 ∫

Ω
ϕ∗φ∗

１ ｄｘ 都是正的ꎬ可得 Ｒ２
０－１ 与 λ０ 的符号相反ꎮ 所以当 λ０>０ 时ꎬＲ０<

１ꎬ当 λ０ ＝ ０ 时ꎬＲ０ ＝ １ꎬ当 λ０<０ 时ꎬＲ０>１ꎮ 最后ꎬ结合引理 ５ 可以得到结论(ⅳ)与结论(ⅴ)ꎮ 证毕ꎮ

３　 全局阈值动力学

本章将利用持续性理论证明模型(３)的全局阈值动力学ꎮ 首先给出以下定义ꎮ
定义 １[１５] 　 令 Ｍ 是一个完备度量空间ꎬ ｆ:Ｍ→Ｍ 是一个连续映射ꎮ 如果对于满足 ｆ(Ｂ)⊂Ｂꎬ Ｂ⊂Ｍ 的

任意非空闭有界集 Ｂꎬ存在一个紧集 Ｊ⊂Ｂ 使得 Ｊ 吸引 Ｂꎬ那么称 ｆ 是渐近光滑的ꎮ
引理 ６　 对任意的 ｔ>０ꎬ Ψｔ 在 Γ 上是严格次齐性的ꎮ
证明　 对任意给定的 ϕ∈Γꎬ ϕ≫０ 且 λ∈(０ꎬ１)ꎬ令 ｕ(ｘꎬｔꎬϕ)和 ｕ(ｘꎬｔꎬλϕ)分别是系统(３)在初始条件

ｕ(ｘꎬ０ꎬϕ)＝ ϕ(ｘ)ꎬ ｘ∈ －
Ω和 ｕ(ｘꎬ０ꎬλϕ)＝ λϕ(ｘ)ꎬ ｘ∈ －

Ω 下的解ꎮ 容易验证 λｕ(ｘꎬｔꎬϕ)是系统(３)满足初始条

件 ｕ(ｘꎬ０ꎬλϕ)＝ λϕ(ｘ)的一个下解ꎮ 从而 λｕ(ｘꎬｔꎬϕ)≤ｕ(ｘꎬｔꎬλϕ)ꎬ ∀ｘ∈ －
Ω ꎬ ｔ≥０ꎮ 因此ꎬ Ψｔ 是次齐性的ꎮ

下面证明 ｙ(ｘꎬｔ):＝ｕ(ｘꎬｔꎬλϕ)－λｕ(ｘꎬｔꎬϕ)>０ꎬ ∀ｘ∈ －
Ω ꎬ ｔ>０ 成立ꎮ 令

ｆ(ｘꎬｕ１ꎬｕ２)＝
ｃβ(ｘ)
Ｈ∗(ｘ)

(Ｈ∗(ｘ)－ｕ１)ｕ２ꎬ　 ｙ１(ｘꎬｔ)＝ ｕ１(ｘꎬｔꎬλϕ)－λｕ１(ｘꎬｔꎬϕ)ꎬ

ｈ(ｘꎬｔ)＝ ｆ(ｘꎬλｕ１(ｘꎬｔꎬϕ)ꎬλｕ２(ｘꎬｔꎬϕ))－λｆ(ｘꎬｕ１(ｘꎬｔꎬϕ)ꎬｕ２(ｘꎬｔꎬϕ))ꎮ
注意到
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　 ｆ(ｘꎬｕ１(ｘꎬｔꎬλϕ)ꎬｕ２(ｘꎬｔꎬλϕ))－λｆ(ｘꎬｕ１(ｘꎬｔꎬϕ)ꎬｕ２(ｘꎬｔꎬϕ))
＝ ｆ(ｘꎬｕ１(ｘꎬｔꎬλϕ)ꎬｕ２(ｘꎬｔꎬλϕ))－ｆ(ｘꎬλｕ１(ｘꎬｔꎬϕ)ꎬλｕ２(ｘꎬｔꎬϕ))＋ｈ(ｘꎬｔ)

＝ ｃ β(ｘ)
Ｈ∗(ｘ)

[(Ｈ∗(ｘ)－ｕ１(ｘꎬｔꎬλϕ))ｕ２(ｘꎬｔꎬλϕ)－λ(Ｈ∗(ｘ)－λｕ１(ｘꎬｔꎬϕ))ｕ２(ｘꎬｔꎬϕ)]＋ｈ(ｘꎬｔ)

≥
－ｃ β(ｘ)
Ｈ∗(ｘ)

ｙ１(ｘꎬｔ)ｕ２(ｘꎬｔꎬλϕ)＋ｈ(ｘꎬｔ)ꎬ

因此 ｙ１(ｘꎬｔ)满足

∂ｙ１(ｘꎬｔ)
∂ｔ

＝
∂ｕ１(ｘꎬｔꎬλϕ)

∂ｔ
－λ

∂ｕ１(ｘꎬｔꎬϕ)
∂ｔ

＝ＤｈΔｙ１(ｘꎬｔ)－(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))ｙ１(ｘꎬｔ)＋ｆ(ｘꎬｕ１(ｘꎬｔꎬλϕ)ꎬｕ２(ｘꎬｔꎬλϕ))
－λｆ(ｘꎬｕ１(ｘꎬｔꎬϕ)ꎬｕ２(ｘꎬｔꎬϕ))

≥ＤｈΔｙ１(ｘꎬｔ)－(ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ))ｙ１(ｘꎬｔ)＋ｈ(ｘꎬｔ)－
ｃβ(ｘ)
Ｈ∗(ｘ)

ｙ１(ｘꎬｔ)ｕ２(ｘꎬｔꎬλϕ)

≥ＤｈΔｙ１(ｘꎬｔ)－ ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ)＋
ｃβ(ｘ)Ｎ∗(ｘ)

Ｈ∗(ｘ)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｙ１(ｘꎬｔ)＋ｈ(ｘꎬｔ)

≥ＤｈΔｙ１(ｘꎬｔ)－Ｍｙ１(ｘꎬｔ)＋ｈ(ｘꎬｔ)ꎬ

其中 Ｍ＝ｍａｘ
ｘ∈

－
Ω

ｄｈ(ｘ)＋ρｈ(ｘ)＋
ｃβ(ｘ)Ｎ∗(ｘ)

Ｈ∗(ｘ)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎮ 显然ꎬｙ１(ｘꎬｔ)是如下系统的上解:

∂ｗ(ｘꎬｔ)
∂ｔ

＝ＤｈΔｗ(ｘꎬｔ)－Ｍｗ(ｘꎬｔ)＋ｈ(ｘꎬｔ)ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ

∂ｗ(ｘꎬｔ)
∂ν

＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ ｔ>０ꎬ

ｗ(ｘꎬ０)＝ φ≥ꎬ ≢０ꎬ ｘ∈ －
Ω ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１４)

设 Ｖ( ｔ)是由以下系统生成的线性半群:
∂ｖ(ｘꎬｔ)

∂ｔ
＝ＤｈΔｖ(ｘꎬｔ)－Ｍｖ(ｘꎬｔ)ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ

∂ｖ(ｘꎬｔ)
∂ν

＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ωꎬ ｔ>０ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

则系统(１４)的解 ｗ(ｘꎬｔꎬφ)的积分形式可表示为

ｗ(ｘꎬｔꎬφ)＝ (Ｖ( ｔ)φ)(ｘ)＋ ∫ｔ
０
Ｖ( ｔ－ｓ)ｈ(􀅰ꎬｓ)(ｘ)ｄｓꎬ　 ∀ｘ∈ －

Ω ꎬ ｔ≥０ꎮ

由于 ｆ(ｘꎬｕ１ꎬｕ２)关于变量(ｕ１ꎬｕ２)是严格次齐性的ꎬ因此可以得到 ｈ(ｘꎬｔ) >０ꎮ 那么ꎬ利用 Ｖ( ｔ)的强正性可

知ꎬ系统(１４)的解 ｗ(ｘꎬｔꎬφ)>０ꎬ ∀ｘ∈ －
Ω ꎬ ｔ≥０ꎮ 进一步ꎬ利用比较原理可得 ｙ１(ｘꎬｔ)>０ꎬ ∀ｘ∈ －

Ω ꎬ ｔ≥０ꎮ 这

表明ꎬ对任意的 ｔ>０ꎬ Ψｔ 在 Γ 上是严格次齐性的ꎮ 证毕ꎮ
下面给出模型(３)的全局阈值动力学结果ꎮ
定理 ２　 (ⅰ) 如果 Ｒ０≤１ꎬ那么系统(３)的无病平衡点 Ｅ０ 在 Γ 中全局渐近稳定ꎮ
(ⅱ) 如果 Ｒ０>１ꎬ那么系统(３)有唯一的正稳态解 Ｅ∗(􀅰)＝ ( Ｉ∗ｈ (􀅰)ꎬＩ∗ｍ(􀅰))ꎬ且它在 Γ ＼{(０ꎬ０)}中是全

局渐近稳定的ꎮ
证明　 情形(ⅰ)中 Ｒ０<１ 和情形(ⅱ)的证明类似文献[２３]和[２９]中的证明过程ꎬ这里仅给出 Ｒ０ ＝ １ 的

证明ꎮ
根据引理 １ꎬΨｔ 在 Γ 中的每个正向轨是有界的ꎮ 又由引理 ２ 知ꎬΨｔ 是渐近光滑的ꎮ 根据引理 ６ 和文献

[３０]中的引理 ４ 可知ꎬΨ１ 在 Γ 上是严格次齐性和强单调的ꎮ 容易发现ꎬΨ１(０)＝ ０ꎬ且 ＤΨ１(０)＝ Ｑ１ꎬ其中 Ｄ
为 Ｆｒéｃｈｅｔ 导数ꎮ 由引理 ２ 的证明可知ꎬ对 Ｘ 中的任意有界集 Ｚꎬ有

κ(ＱｔＺ)≤ｅ－ｄｍｔκ(Ｚ)ꎬ　 ∀ｔ>０ꎬ
所以 Ｑｔ 在 Ｘ 上是 κ￣ｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎ 的ꎬ从而它是渐近光滑的ꎮ 由 Ｒ０ ＝ １ 和引理 ４ 可知ꎬｓ(Ｐ)＝ ０ꎮ 结合引理 ３
可得
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ｒｅ(Ｑｔ)≤ｅ－ｄｍｔ<１＝ ｅｓ(Ｐ) ｔ ＝ ｒ(Ｑｔ)ꎬ　 ∀ｔ>０ꎬ
其中 ｒｅ(Ｑｔ)表示算子 Ｑｔ 的本质谱半径ꎮ 那么ꎬ利用文献[３１]中的广义 Ｋｒｅｉｎ￣Ｒｕｔｍａｎ 定理可知ꎬｓ(Ｐ)是系

统(５)的主特征值ꎮ 进而ꎬｒ(ＤΨ１(０))是 ＤΨ１(０)的一个正的特征值ꎬ且 ｒ(Ｑ１)＝ ｅｓ(Ｐ)＝ １ꎮ 根据文献[１５]中
的定理 ２.３.４(ａ)和注 ２.１.４ 可知ꎬΨ１ 在 Γ 中的每个正向轨都收敛到 Ｅ０ꎮ 进一步ꎬ利用文献[１５]中的引理 ２.
２.１ 可知 Ｅ０ 在 Γ 中全局渐近稳定ꎮ 证毕ꎮ

注 １　 对于本文提到的 ２ 种出生率函数ꎬ定理 ２ 都是成立的ꎮ

４　 数值模拟

假设空间是一维的ꎬ并选取 Ω＝(０ꎬπ)(单位为 ｋｍ)ꎮ 以天为时间单位ꎬ根据文献[５￣６]选取模型参数为

Ｈ∗(ｘ)＝ １００(１.１－０.５ ｃｏｓ(２ｘ))ꎬ　 Ｎ∗(ｘ)＝ ２００(１.１＋０.５ ｃｏｓ(２ｘ))ꎬ
ρｈ(ｘ)＝ ０.１ꎬ　 ｄｈ(ｘ)＝ １ / (３６５×７０)ꎬ　 ｄｍ(ｘ)＝ ０.１ꎬ ｂ＝ ０.７ꎬ ｃ＝ ０.５ꎮ

首先ꎬ令 β(ｘ)＝ ０.０５(１.１＋０.５ ｃｏｓ(２ｘ))ꎬ Ｄｈ ＝ ０.１ꎮ 根据文献[３２]中的引理 ２.５ 和注 ３.２ꎬ计算基本再生数

Ｒ０ ＝ ０.６３７ ７ꎮ 在这种情况下疾病将会消失ꎬ如图 １ 所示ꎮ 其次ꎬ令 β(ｘ)＝ ０.１(１.１＋０.５ｃｏｓ(２ｘ))ꎬ Ｄｈ ＝ ０.１ꎮ
此时 Ｒ０ ＝ １.２７５ ５ꎬ疾病将会持续ꎬ如图 ２ 所示ꎮ 这与定理 ２ 的理论结果相吻合ꎮ

图 １　 Ｒ０<１ 时ꎬ模型(３)解的演化
Ｆｉｇ.１　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ (３)ꎬ ｗｈｅｎ Ｒ０<１

图 ２　 Ｒ０>１ 时ꎬ模型(３)解的演化
Ｆｉｇ.２　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ (３)ꎬ ｗｈｅｎ Ｒ０> １

　 　 最后探讨空间异质性对 Ｒ０ 的影响ꎮ 令 Ｄｈ ＝ ０. １ꎬ Ｈ∗( ｘ) ＝ １１０ꎬ Ｎ∗ ( ｘ) ＝ ２２０ꎬ β ( ｘ) ＝ ０. １ (１. １ ＋

δ ｃｏｓ(２ｘ))ꎬ其中 δ∈[０ꎬ１]表示空间异质性的程度[３３]ꎮ 根据图 ３ 可知ꎬＲ０ 是 δ 的单调递增函数ꎬ这说明叮咬

率的空间异质性可能会增加疾病传播的风险ꎮ 此外ꎬ当 δ＝ ０.２ 时ꎬＲ０<１ꎻ当 δ＝ ０.８ 时ꎬＲ０>１ꎬ这说明叮咬率的

空间异质性可能会诱发地方病ꎮ
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图 ３　 δ 对 Ｒ０ 的影响
Ｆｉｇ.３　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ δ ｏｎ Ｒ０

５　 总结和展望

本文考虑空间异质性与种群扩散对蚊媒疾病传播的影响ꎬ并基于蚊子活动范围有限这一事实ꎬ建立一个

具有不同扩散速率的反应扩散蚊媒疾病模型ꎮ 本文定义模型(３)的基本再生数 Ｒ０ 与局部基本再生数

Ｒ０(ｘ)ꎬ利用文献[１５]中的定理 ２.３.４ 证明模型(３)的阈值动力学ꎮ 由于定理 ２.３.４ 中的紧性条件仅用于确保

主特征值的存在性ꎬ因此ꎬ如果可以利用其他方法证明主特征值的存在性ꎬ那么便不需要定理 ２.３.４ 中的紧

性条件ꎮ 本文利用广义的 Ｋｒｅｉｎ￣Ｒｕｔｍａｎ 定理证明主特征值的存在性ꎬ进而给出了模型(３)的全局动力学结

果ꎮ 研究发现ꎬ当 Ｒ０≤１ 时ꎬ无病平衡点是全局渐近稳定的ꎬ疾病最终消失ꎻ当 Ｒ０>１ 时ꎬ模型有唯一全局渐

近稳定的正稳态解ꎬ疾病将持续存在ꎮ 此外ꎬ本文研究 Ｒ０ 与宿主的扩散系数 Ｄｈ 之间的关系ꎬ研究结果表

明ꎬ随着 Ｄｈ 变大ꎬＲ０ 会随之变小ꎬ且当 Ｄｈ 趋于 ０ 时ꎬＲ０ 趋于 Ｒ０(ｘ)的最大值ꎮ 最后ꎬ数值模拟验证理论结

果ꎬ并表明叮咬率的空间异质性可能会增加疾病传播的风险ꎮ
除了空间异质性与种群扩散ꎬ对流(水流、风等外部环境驱使宿主和媒介向某个特定方向移动)也是影

响蚊媒疾病的一个重要因素[３４]ꎮ 因此ꎬ在后续的研究中可以考虑对流因素对疾病传播的影响ꎮ
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