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摘要:为了形式化模糊知识空间和模糊闭包空间的网格化ꎬ引入分布式串行模糊关系的概念ꎬ定义模糊近似空间族并的概念

并给出一些基本性质ꎬ提出模糊知识空间族、模糊闭包空间族可网格化条件ꎬ得到扩展分布式技能函数和知识结构网格化的

结果ꎮ
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０　 引言

知识空间理论[１](ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ ｓｐａｃｅ ｔｈｅｏｒｙꎬ ＫＳＴ)是 Ｄｏｉｇｎｏｎ 和 Ｆａｌｍａｇｎｅ 表示某知识领域内的一个集合

理论框架ꎬ用于评估学习者的知识状态ꎮ ＫＳＴ 已应用于辅助学习和自适应测试等领域[２￣７]ꎬ基于 ＫＳＴ 开发了

计算机教育系统ꎬ例如ꎬ人类自动化教学( ｒａｐｉｄ ａｕｔｏｍａｔｅｄ ｔｅａｃｈｉｎｇ ｏｆ ｈｕｍａｎｓꎬ ＲＡＴＨ)和知识学习的自适应

学习环境(ａｄａｐｔｉｖｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ ｆｏｒ ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ ｓｔｕｄｙꎬ ＡＬＥＫＳ) [８￣１０]ꎮ 对于每个个体的技能(子集)ꎬ
可以解决的问题集都是确定的ꎮ 问题子集构成了一种可能的知识状态ꎬ所有的知识状态形成了 Ｄｏｉｇｎｏｎ 和

Ｆａｌｍａｇｎｅ 的知识结构[１ꎬ１１]ꎮ 知识结构是知识空间理论的重要概念之一ꎬ它为建立特定领域或学科的知识之

间的关系并评估学习者掌握的知识提供了依据ꎮ Ｄｏｉｇｎｏｎ 等[１２]基于问题与技能的关系ꎬ提出由技能映射构

建知识结构的方法ꎮ Ｓｕｎ 等[１３]考虑不同问题对技能熟练程度的不同要求ꎬ提出模糊技能映射ꎬ并给出模糊
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技能映射下构建知识结构的方法ꎮ
　 　 粗糙集理论[１４]( ｒｏｕｇｈ ｓｅｔ ｔｈｅｏｒｙꎬ ＲＳＴ)是一种处理不确定性问题的数学方法ꎬ能够处理不精确、不一致

以及不完整的信息与知识ꎬ现广泛应用于机器学习、模式识别、数据挖掘等领域[１５￣１８]ꎮ 受粗糙集理论的启

发ꎬ王国胤等[１７]使用粗糙集的方法构建了知识结构ꎮ Ｄｕｂｏｉｓ 等[１９] 结合模糊集和粗糙集ꎬ将 Ｐａｗｌａｋ 粗糙集

推广到模糊粗糙集ꎮ 杨海龙[２０] 提出双论域上的粗糙集模型的变换ꎬ包括双论域上的分明粗糙集模型的变

换、双论域上的模糊粗糙集模型的变换等ꎮ 基于双论域上的模糊粗糙集模型ꎬ文献[２１￣２２]中提出模糊知识

状态的概念ꎮ 一个模糊知识状态表示个体对知识领域中每个问题的响应值ꎮ 知识领域中可能的模糊知识状

态集构成了一个模糊知识结构ꎬ推广了 Ｄｏｉｇｎｏｎ 和 Ｆａｌｍａｇｎｅ 的知识状态与知识结构[１ꎬ１１]ꎮ 在(部分)重叠的

领域和技能集上聚合分布式信息是知识空间理论关注的问题ꎬＨｅｌｌｅｒ 等[２３] 提出分布式技能函数概念ꎬ证实

生成知识结构的网格化能够描述分布式技能函数的一致性ꎮ
本文引入模糊知识空间与模糊闭包空间ꎬ在(部分)重叠的知识领域和技能集上聚合分布式信息ꎬ给出

分布式串行模糊关系中信息的聚合一致性与网格化操作结果ꎬ讨论这些结果的影响及相关性ꎮ

１　 预备知识

假设集合 Ｑ 和 Ｓ 是非空有限的ꎬ集合 Ｑ 称为知识领域ꎬ即问题集或项目集ꎬ而集合 Ｓ 收集了认为与解决

Ｑ 中的问题相关的技能ꎮ
定义 １[２４] 　 设 Ａ 是非空有限集合 Ｑ 到[０ꎬ１]的一个映射ꎬ即 Ａ:Ｑ→[０ꎬ１]ꎬ ｑ→Ａ(ｑ)ꎬ称 Ａ 是 Ｑ 上的模

糊集ꎬＡ(ｑ)表示 ｑ 属于模糊集 Ａ 的隶属度ꎮ
记 Ｆ (Ｑ)＝ {Ａ ｜Ａ:Ｑ→[０ꎬ１]}为 Ｑ 上的所有模糊子集构成的集族ꎬ即 Ｑ 的模糊幂集ꎬ非空有限集合 Ｑ

到[０ꎬ１]的一个映射 Ａ:Ｑ→[０ꎬ１]表示为 Ａ＝ Ａ(ｑ)
ｑ

｜ ｑ∈Ｑ{ } ꎮ

Ｆ (Ｑ)乘运算法则如下:对于 Ａ∈Ｆ (Ｑ)ꎬ λ∈[０ꎬ１]ꎬ记 λＡ＝ λ􀅰Ａ(ｑ)
ｑ

｜ ｑ∈Ｑ{ } ꎬ则 λＡ∈Ｆ (Ｑ)ꎮ

对于 ＡꎬＢ∈Ｆ (Ｑ)ꎬＦ (Ｑ)上的相等、并、交、补运算法则定义为

(１) Ａ＝Ｂ ⇔Ａ(ｑ)＝ Ｂ(ｑ)ꎬ ∀ｑ∈Ｑꎻ
(２) (Ａ ∪Ｂ)(ｑ)＝ Ａ(ｑ)∨Ｂ(ｑ)＝ ｍａｘ{Ａ(ｑ)ꎬＢ(ｑ)}ꎬ ∀ｑ∈Ｑꎻ
(３) (Ａ ∩Ｂ)(ｑ)＝ Ａ(ｑ)∧Ｂ(ｑ)＝ ｍｉｎ{Ａ(ｑ)ꎬＢ(ｑ)}ꎬ ∀ｑ∈Ｑꎻ
(４) ~Ａ(ｑ)＝ １－Ａ(ｑ)ꎬ ∀ｑ∈Ｑꎮ
定义 ２[２５] 　 设 Ｑ、Ｓ 是非空论域ꎬ称模糊子集 Ｒ∈Ｆ (Ｑ×Ｓ)是从 Ｑ 到 Ｓ 上的一个模糊二元关系(以后简

称模糊关系)ꎬＲ(ｑꎬｓ)表示对象 ｑ 与 ｓ 之间有关系 Ｒꎬ其中(ｑꎬｓ)∈Ｑ×Ｓꎬ若∀ｑ∈Ｑꎬ ∨
ｓ∈Ｓ

Ｒ(ｑꎬｓ)＝ １ꎬ称 Ｒ 是从

Ｑ 到 Ｓ 的串行模糊关系ꎮ
定义 ３[２１] 　 设 Ｑ 是非空有限问题域ꎬ映射 Ｋ:Ｑ→[０ꎬ１]为模糊知识状态ꎬ对于 ｑ∈Ｑꎬ Ｋ(ｑ)表示解决问

题 ｑ 的程度或关于问题 ｑ 的响应值ꎬＫ(ｑ)＝ ０ꎬ则问题 ｑ 没有被解决或没有被反应ꎻＫ(ｑ)＝ １ꎬ则问题 ｑ 已完

全被解决或完全被响应ꎮ 对于任意 ｑ∈Ｕꎬ Ｋ(ｑ)＝ ０ꎬ称 Ｋ:Ｑ→[０ꎬ１]是 ０ 值映射ꎬ记为空集⌀ꎻ对于任意 ｑ∈Ｑꎬ
Ｋ(ｑ)＝ １ꎬ记为全集 Ｑꎮ 设 Ｋ 是模糊知识状态构成的集族ꎬ如 Ｋ 包含空集⌀和全集 Ｑꎬ则称(ＱꎬＫ )是模糊

知识结构ꎻ若Ｋ 是模糊知识结构且满足并运算封闭ꎬ则称Ｋ 是模糊知识空间ꎻ若Ｋ 是模糊知识结构且满足

交运算封闭ꎬ则称Ｋ 是模糊闭包空间ꎻ若Ｋ 是模糊知识结构并且满足交运算和并运算封闭ꎬ则称Ｋ 是模糊

拟序空间ꎮ
注 １　 一个模糊知识状态表示个体对知识领域中每个问题的响应值ꎬ而给知识领域中可能的知识状态

集构成了一个知识结构ꎮ
定义 ４　 设 Ｑ 是非空有限问题域ꎬＳ 是非空有限技能域ꎬＲ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的一个模糊关系ꎬ即 Ｒ:Ｑ×Ｓ→

[０ꎬ１]ꎬ (ＱꎬＳꎬＲ)称为一个模糊近似空间ꎮ
对于一个模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＲ)ꎬ Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ Ａ 关于模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＲ)的模糊粗糙下近似 Ｒ(Ａ)
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和模糊粗糙上近似 􀭵Ｒ(Ａ)分别定义为

Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ ∧
ｓ∈Ｓ

((１－Ｒ(ｑꎬｓ))∨Ａ(ｓ))ꎬ　 ∀ｑ∈Ｑꎻ

􀭵Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ ∨
ｓ∈Ｓ

(Ｒ(ｑꎬｓ)∧Ａ(ｓ))ꎬ　 ∀ｑ∈Ｑꎮ

称 Ｋ＝Ｒ(Ａ)为 Ａ 的下近似模糊知识状态ꎻ称 Ｋ ＝ {Ｒ(Ａ) ｜ Ａ∈Ｆ (Ｓ)}为下近似模糊知识状态集族ꎻ称 􀭺Ｋ ＝
􀭵Ｒ(Ａ)为 Ａ 的上近似模糊知识状态ꎻ称 􀮄Ｋ＝{ 􀭵Ｒ(Ａ) ｜Ａ∈Ｆ (Ｓ)}为上近似模糊知识状态集族ꎮ

命题 １[２５] 　 设 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 上的模糊关系ꎬ∀ＡꎬＢ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ ∀Ａ ｊ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ ∀ｊ∈Ｊꎬ Ｊ 是任意指标集ꎬ
∀Ｍ∈Ｐ (Ｓ)ꎬ ∀(ｑꎬｓ)∈Ｑ×Ｓꎬ ∀α∈[０ꎬ１]ꎬ由定义 ４ 给出的模糊粗糙近似算子 􀭵Ｒ 与 Ｒ 满足下列性质:

(１) Ｒ(Ａ)＝ ~ 􀭵Ｒ( ~Ａ)ꎻ 　 　 　 　 　 (２) 􀭵Ｒ(Ａ)＝ ~Ｒ( ~Ａ)ꎻ 　 　 　 　 　 (３) Ｒ(Ａ∪α^)＝ Ｒ(Ａ) ∪α^ꎻ
(４) 􀭵Ｒ(Ａ∩α^)＝ 􀭵Ｒ(Ａ)∩α^ꎻ (５) Ｒ(∩

ｊ∈Ｊ
Ａ ｊ)＝ ∩

ｊ∈Ｊ
Ｒ(Ａ ｊ)ꎻ (６) 􀭵Ｒ(∪

ｊ∈Ｊ
Ａ ｊ)＝ ∪

ｊ∈Ｊ
􀭵Ｒ(Ａ ｊ)ꎻ

(７) 若 Ａ⊆Ｂꎬ则 Ｒ(Ａ)⊆Ｒ(Ｂ)ꎻ (８) 若 Ａ⊆Ｂꎬ则 􀭵Ｒ(Ａ)⊆􀭵Ｒ(Ｂ)ꎻ (９) Ｒ(∪
ｊ∈Ｊ

Ａ ｊ)⊇∪
ｊ∈Ｊ

Ｒ(Ａ ｊ)ꎻ

(１０) 􀭵Ｒ(∩
ｊ∈Ｊ

Ａ ｊ)⊆∩
ｊ∈Ｊ

􀭵Ｒ(Ａ ｊ)ꎻ (１１) 􀭵Ｒ(１ｓ)(ｑ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎻ (１２) Ｒ(１Ｓ－{ｓ})(ｑ)＝ １－Ｒ(ｑꎬｓ)ꎻ

(１３) 􀭵Ｒ(１Ｍ)(ｑ)＝ ｓｕｐ{Ｒ(ｑꎬｓ) ｜ ｓ∈Ｍ}ꎻ (１４) Ｒ(１Ｍ)(ｑ)＝ ｉｎｆ{１－Ｒ(ｑꎬｓ) ｜ ｓ∉Ｍ}ꎮ
注 ２　 α^ 为隶属度恒取 α 的常数模糊集ꎬ１ｓ 表示单点集{ｓ}的特征函数ꎬ１Ｓ－{ｓ}表示集合 Ｓ－{ｓ}的特征函数ꎮ

２　 分布式串行模糊关系

命题 ２　 设 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 上的模糊关系ꎬ则 Ｒ 是串行的当且仅当上近似模糊知识状态集族 􀮄Ｋ 与下近

似模糊知识状态集族 Ｋ 都是模糊知识结构ꎮ
证明　 充分性ꎮ Ｋ 是模糊知识结构ꎬ⌀∈Ｋꎬ则∃Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ对∀ｑ∈Ｑꎬ有 Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ ⌀(ｑ)＝ ０ꎬ由于

Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ ∧
ｓ∈Ｓ

((１－Ｒ(ｑꎬｓ))∨Ａ(ｓ))ꎬ ∃ｓ′∈Ｓꎬ (１－Ｒ(ｑꎬｓ′))∨Ａ(ｓ′)＝ ０ꎬ Ｒ(ｑꎬｓ′)＝ １ꎬ因此 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ

的一个串行模糊关系ꎮ
必要性ꎮ Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的一个串行模糊关系ꎬ即对∀ｑ∈Ｑꎬ ∃ｓ′∈Ｓꎬ使得 Ｒ(ｑꎬｓ′)＝ １ꎬ从而对∀ｑ∈Ｑꎬ

有 Ｒ(⌀)(ｑ)＝ ０ꎬ 􀭵Ｒ(Ｓ)(ｑ)＝ １ꎮ ∀ｑ∈Ｑꎬ Ｒ(Ｓ)(ｑ)＝ １ꎬ 􀭵Ｒ(⌀)(ｑ)＝ ０ꎬ因此ꎬＫ 与 􀮄Ｋ 都包含⌀和 Ｑꎬ Ｋ
与 􀮄Ｋ 都是模糊知识结构ꎮ

由命题 ２ 与命题 １ 的(５)、(６)可得命题 ３、４ꎮ
命题 ３　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ则 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的一个串行模糊关系当且仅当 Ｋ 是模糊闭包

空间ꎮ
命题 ４　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ则 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的一个串行模糊关系当且仅当 􀮄Ｋ 是模糊知识

空间ꎮ

设 Ｋ∈Ｆ (Ｑ)ꎬ Ｑ′⊂Ｑꎬ记 Ｋ ｜ Ｑ′(ｑ)＝
Ｋ(ｑ)ꎬ　 ｑ∈Ｑ′
０ꎬ ｑ∈Ｑ－Ｑ′{ ꎬ则 Ｋ ｜ Ｑ′∈Ｆ (Ｑ′)ꎮ

定义 ５　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间ꎬＫ 由某些从 Ｑ 到 Ｓ 模糊知识状态构成的集族ꎬ⌀≠Ｑ′⊂Ｑꎬ称
Ｋ ｜ Ｑ′ ＝{Ｋ ｜ Ｑ′ ｜Ｋ∈Ｋ }为 Ｋ 在 Ｑ′上的投影或迹ꎬＫ ｜ Ｑ′为 Ｋ 的子结构ꎬＫ 为 Ｋ ｜ Ｑ′的父结构ꎮ

定义 ６　 设(ＱꎬＳꎬＲ)和(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ)是模糊近似空间ꎬ ｉ∈Ｉꎬ Ｉ 是指标集ꎬ 􀮄Ｋ 与 􀮄Ｋ ｉ 分别是(ＱꎬＳꎬＲ)与
(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ)( ｉ∈Ｉ)的上近似模糊知识空间族ꎬ若满足条件:(１) Ｑ＝∪

ｉ∈Ｉ
Ｑｉꎻ (２) 对所有 ｉ∈Ｉꎬ 􀮄Ｋ ｉ ＝ 􀮄Ｋ ｜ Ｑｉ

ꎬ称模

糊近似空间(ＱꎬＳꎬＲ)是这个模糊知识空间族{(Ｑｉꎬ􀭵Ｒ ｉ ) ｜ ｉ∈ Ｉ}的网格ꎮ 另外ꎬ称这个模糊知识空间族

{(Ｑｉꎬ􀭵Ｒ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}是可以被网格化的ꎮ
定义 ７　 设(ＱꎬＳꎬＲ)和(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ)( ｉ∈Ｉꎬ Ｉ 是指标集)是模糊近似空间ꎬＫ 与 Ｋ ｉ分别是(ＱꎬＳꎬＲ)与

(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ)( ｉ∈Ｉ)的下近似模糊知识空间族ꎬ若满足条件:(１) Ｑ＝∪
ｉ∈Ｉ

Ｑｉꎻ (２) 对所有 ｉ∈Ｉꎬ Ｋ ｉ ＝Ｋ ｜ Ｑｉ
ꎬ则称

模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＲ)是这个模糊闭包空间族{(ＱｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的网格ꎮ 另外ꎬ称这个模糊闭包空间族
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{(ＱｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}是可以被网格化的ꎮ
对于一族模糊近似空间(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ)( ｉ∈Ｉꎬ Ｉ 是一个有限或无限指标集)ꎬ一般情况下ꎬ知识领域 Ｑｉ 以及

技能集 Ｓｉ 可能重叠或部分重叠ꎮ
定义 ８　 给定一族模糊近似空间(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ)ꎬ它们的(ＱꎬＳꎬＲ)并定义为:(１) Ｑ ＝∪

ｉ∈Ｉ
Ｑｉꎻ (２) Ｓ ＝∪

ｉ∈Ｉ
Ｓｉꎻ

(３) 对于任意 ｑ∈Ｑ 和 ｓ∈Ｓꎬ令 Ｒ( ｑꎬｓ) ＝ ∪
ｉ∈Ｉ

Ｒ∗
ｉ ( ｑꎬｓ)ꎬ若 ｑ∈Ｑｉꎬ ｓ∈Ｓｉꎬ令 Ｒ∗

ｉ ( ｑꎬｓ) ＝ Ｒ ｉ( ｑꎬｓ)ꎬ否则

Ｒ∗
ｉ (ｑꎬｓ)＝ ０ꎮ

若每个 Ｒ ｉ 都是串行的ꎬ则 Ｒ 是从 Ｑ 到 Ｓ 的一个串行模糊关系ꎬ因此ꎬ若(ＱｉꎬＲ ｉ) ( ｉ∈Ｉ)都是模糊知识

(闭包)空间ꎬ (ＱꎬＲ)也是模糊知识(闭包)空间ꎮ
每个(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ)的局部层面信息与(ＱꎬＳꎬＲ)描述的全局层面信息之间的关系中:(１) 哪些条件可确保

全局信息代表本地信息的一致聚合? (２) 在多大程度上可以从全局信息源中取回本地的信息? 对上述问题

须要进一步诠释ꎮ
例 １　 设(Ｑ１ꎬＳ１ꎬＲ１)与(Ｑ２ꎬＳ２ꎬＲ２)是模糊近似空间ꎬ其中 Ｑ１ ＝ {ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３}ꎬ Ｓ１ ＝ { ｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３ꎬｓ４}ꎬ Ｑ２ ＝

{ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ４}ꎬ Ｓ２ ＝{ｓ１ꎬｓ２ꎬｓ５ꎬｓ６}ꎬＲ１ꎬＲ２ 如表 １ 和表 ２ 所示ꎮ Ｑ＝{ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３ꎬｑ４}ꎬ Ｓ＝{ｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３ꎬｓ４ꎬｓ５ꎬｓ６}ꎬＲ 如

表 ３ 所示ꎮ
表 １　 例 １ 中的二元关系 Ｒ１

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １
Ｒ１ ｓ１ ｓ２ ｓ３ ｓ４
ｑ１ ０.３ １ ０.２ ０.４
ｑ２ ０.８ ０.５ １ ０.３
ｑ３ １ ０.７ ０.４ ０.５

表 ２　 例 １ 中的二元关系 Ｒ２

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １
Ｒ２ ｓ１ ｓ２ ｓ５ ｓ６
ｑ１ １ ０.６ ０.５ ０.８
ｑ２ ０.７ ０.９ １ ０.３
ｑ４ ０.８ １ ０.６ ０.５

表 ３　 例 １ 中的二元关系 Ｒ
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １

Ｒ ｓ１ ｓ２ ｓ３ ｓ４ ｓ５ ｓ６
ｑ１ １ １ ０.２ ０.４ ０.５ ０.８
ｑ２ ０.８ ０.９ １ ０.３ １ ０.３
ｑ３ １ ０.７ ０.４ ０.５ ０ ０
ｑ４ ０.８ １ ０ ０ ０.６ ０.５

　 　 取 Ａ ＝ ０
ｓ１

ꎬ ０.５
ｓ２

ꎬ ０.６
ｓ３

ꎬ ０.３
ｓ４

ꎬ ０.８
ｓ５

ꎬ ０.７
ｓ６{ } ∈ Ｆ ( Ｓ)ꎬ则 􀭵Ｒ ( Ａ) ＝ ０.７

ｑ１
ꎬ ０.８

ｑ２
ꎬ ０.５

ｑ３
ꎬ ０.６

ｑ４
{ } ∈ 􀮄Ｋꎬ 􀭵Ｒ ( Ａ) ｜ Ｑ１

＝

０.７
ｑ１

ꎬ ０.８
ｑ２

ꎬ ０.５
ｑ３

{ }∉􀮄Ｋ１ꎮ 模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＲ)不是模糊知识空间族{(Ｑｉꎬ􀭵Ｒ ｉ) ｜ ｉ＝ １ꎬ２}的网格ꎮ

取 Ｂ＝ ０
ｓ１

ꎬ ０.１
ｓ２

ꎬ ０
ｓ３

ꎬ ０.２
ｓ４{ }∈Ｆ (Ｓ１)ꎬ则Ｒ１ (Ｂ) ＝ ０.１

ｑ１
ꎬ ０
ｑ２

ꎬ ０
ｑ３

{ } ∈Ｋ１ꎮ 另外ꎬ若存在 Ｋ′∈Ｋꎬ Ｋ′ ｜ Ｑ１
＝

Ｒ１(Ｂ)ꎬ那么 Ｋ′(ｓ１)＝ ０ꎬ从而Ｒ１(Ｂ)≠
０.１
ｑ１

ꎬ ０
ｑ２

ꎬ ０
ｑ３

{ } ꎬ矛盾ꎬ因此ꎬ若 Ｋ∈Ｋꎬ则有 Ｋ ｜ Ｑ１
≠Ｒ１(Ｂ) ꎮ 于是ꎬ模糊

近似空间(ＱꎬＳꎬＲ)不是模糊闭包空间族{(ＱｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ＝ １ꎬ２}的网格ꎮ
例 １ 表明ꎬ当{(ＱｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}是模糊知识(闭包)空间族时ꎬ(ＱꎬＳꎬＲ)不一定是模糊知识(闭包)空间族

{(ＱｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的网格ꎮ
记 α

ｉ
(ｑ)＝ Ｒ(ｑꎬｓｗ

ｉ
)ꎬ ｗｉ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ ｜ Ｓ ｜ }ꎬ按隶属度的大小将{Ｒ(ｑꎬｓ)∈(０ꎬ１] ｜ ｓ∈Ｓ}进行递减排序:

１≥Ｒ(ｑꎬｓｗ
１
)≥􀆺≥Ｒ(ｑꎬｓｗ ｜ Ｓ ｜

)≥０ꎬ也表示为 １≥α
１
(ｑ)≥􀆺≥α ｜ Ｓ ｜ (ｑ)≥０ꎬ在模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＲ)中ꎬ

􀭵Ｒ(Ａ)(ｑ)的算法如下ꎮ
算法 １　 个体 Ａ 面对问题 ｑ 的响应值 􀭵Ｒ(Ａ)(ｑ)ꎮ
输入　 模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＲ)ꎬ问题 ｑꎬ个体 Ａꎮ
输出　 􀭵Ｒ(Ａ)(ｑ)ꎮ
① 给定(ＱꎬＳꎬＲ)ꎬ ｑ∈Ｑꎬ Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎻ
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② Ｔ＝α１(ｑ)∧Ａ(ｓｗ１
)ꎬ这里 Ｔ 表示 􀭵Ｒ(Ａ)(ｑ)可能的值(中间值)ꎻ

③ 将{Ｒ(ｑꎬｓ)∈(０ꎬ１] ｜ ｓ∈Ｓ}进行递减排序ꎬ得到 α
ｉ
(ｑ)ꎬ ｉ∈{１ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬ ｜ Ｓ ｜ }ꎻ

④ ｆｏｒ ｉ＝ １ ｔｏ ｜ Ｓ ｜ －１ꎻ
⑤ ｉｆ Ａ(ｓｗｉ

)≥α
ｉ＋１
(ｑ) ｔｈｅｎ Ｔ＝Ｔ∨(α

ｉ
(ｑ)∧Ａ(ｓｗｉ

)) ｂｒｅａｋꎻ / /转到步骤⑨
⑥ ｅｌｓｅ Ｔ＝Ｔ∨(α

ｉ＋１
(ｑ)∧Ａ(ｓｗｉ＋１

))ꎻ
⑦ ｅｎｄ ｉｆꎻ
⑧ ｅｎｄ ｆｏｒꎻ
⑨ 􀭵Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ Ｔꎮ
定义 ９　 设(ＱｉꎬＳｉꎬＲｉ)(ｉ∈Ｉ)是一族模糊近似空间ꎬ(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊知识空间族{(ＱｉꎬＲｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的网格ꎬ

称 Ｒ 为模糊知识空间族{(ＱｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的分布式串行模糊关系ꎮ

注 ３　 例 １ 中ꎬＲ 不是模糊知识空间族{(Ｑｉꎬ􀭵Ｒ ｉ) ｜ ｉ＝ １ꎬ２}的分布式串行模糊关系ꎮ
定义 １０　 设(ＱｉꎬＳｉꎬＲｉ)(ｉ∈Ｉ)是一族模糊近似空间ꎬ(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊闭包空间族{(ＱｉꎬＲｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的网格ꎬ

称 Ｒ 为模糊闭包空间族{(ＱｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的分布式串行模糊关系ꎮ
注 ４　 例 １ 中ꎬＲ 不是模糊闭包空间族{(ＱｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ＝ １ꎬ２}的分布式串行模糊关系ꎮ

３　 网格化模糊知识空间

模糊知识空间的并运算、模糊闭包空间的交运算和模糊拟序空间的并交运算分别是封闭的ꎮ 一般来说ꎬ
由模糊关系描述的上近似模糊知识状态集族 􀮄Ｋ、下近似模糊知识状态集族 Ｋ 不一定满足并运算封闭、交运

算封闭和并交运算封闭中的任何一个ꎮ 本章讨论模糊近似空间族{(Ｑｉꎬ􀭵Ｒ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}中各个模糊关系满足一定

条件下的性质ꎬ实现模糊知识空间族{(Ｑｉꎬ􀭵Ｒ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}可网格化为模糊知识空间ꎮ
引理 １　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间族{(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的并ꎬ则对于 ｊ∈Ｉꎬ以下结论成立:
(１) 对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ Ｒ∗

ｊ (ｑꎬｓ)≤Ｒ(ｑꎬｓ)∧１Ｓｊ(ｓ)≤Ｒ(ｑꎬｓ)ꎻ

(２) 对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ)⊆􀭵Ｒ(Ｙ)ꎻ

(３) 对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ Ｒ ｊ(Ｙ ｜ Ｓｊ)⊆􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ
ꎮ

证明　 (１) 由定义 ８ 可知ꎬ对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ Ｒ∗
ｊ (ｑꎬｓ)≤Ｒ(ｑꎬｓ)∧１Ｓｊ(ｓ)≤Ｒ(ｑꎬｓ)ꎮ

(２) 由于 Ｙ ｜ Ｓｊ⊆Ｙꎬ由命题 １(８)ꎬ可知 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ)⊆􀭵Ｒ(Ｙ)ꎮ
(３) 由于对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ有

Ｒ ｊ(Ｙ ｜ Ｓｊ)(ｑ)＝ ∨
ｓ∈Ｓｊ

(Ｒ ｊ(ｑꎬｓ)∧Ｙ ｜ Ｓｊ(ｓ))≤∨
ｓ∈Ｓｊ

(Ｒ(ｑꎬｓ)∧Ｙ ｜ Ｓｊ(ｓ))＝ ∨
ｓ∈Ｓ

(Ｒ(ｑꎬｓ)∧Ｙ ｜ Ｓｊ(ｓ))＝ 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ
(ｑ)ꎮ

因此Ｒ ｊ(Ｙ ｜ Ｓｊ)⊆􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ
ꎮ

定理 １　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间族{(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的并ꎬ􀮄Ｋ、􀮄Ｋ ｉ 分别是(ＱꎬＳꎬＲ)与(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ)
( ｉ∈Ｉ)的上近似模糊知识状态集族ꎬ对于 ｊ∈Ｉꎬ则以下表述等价:

(１) 对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓｊꎬ Ｒ ｊ(ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎻ

(２) 对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ有Ｒ ｊ(Ｙ ｜ Ｓｊ)＝ 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ
ꎮ

　 　 此外ꎬ由(１)或(２)能推出 􀮄Ｋ ｊ⊆􀮄Ｋ ｜ Ｑｊ
ꎮ

证明　 (１)⇒(２)ꎮ 对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ ｑ∈Ｑｊꎬ有

Ｒ ｊ(Ｙ ｜ Ｓｊ)(ｑ)＝ ∨
ｓ∈Ｓｊ

(Ｒ ｊ(ｑꎬｓ)∧Ｙ ｜ Ｓｊ(ｓ))＝ ∨
ｓ∈Ｓｊ

(Ｒ(ｑꎬｓ)∧Ｙ ｜ Ｓｊ(ｓ))＝ ∨
ｓ∈Ｓ

(Ｒ(ｑꎬｓ)∧Ｙ ｜ Ｓｊ(ｓ))＝ 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ)(ｑ)ꎬ

因此ꎬ对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ有Ｒ ｊ(Ｙ ｜ Ｓｊ)＝ 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ
ꎮ

(２)⇒(１)ꎮ 反证法ꎮ 若存在 ｑ′∈Ｑｊꎬ ｓ′∈Ｓｊꎬ使得 Ｒ ｊ(ｑ′ꎬｓ′)≠Ｒ(ｑ′ꎬｓ′)ꎬ则 ０≤Ｒ ｊ(ｑ′ꎬｓ′) <Ｒ(ｑ′ꎬｓ′)ꎮ
令
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Ａ(ｓ)＝
Ｒ ｊ(ｑ′ꎬｓ′)＋Ｒ(ｑ′ꎬｓ′)

２
ꎬ　 ｓ＝ ｓ′ꎬ

０ꎬ ｓ≠ｓ′ꎬ ｓ∈Ｓꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

则 Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ且Ｒ ｊ(Ａ ｜ Ｓｊ)(ｑ′)＝ Ｒ ｊ(ｑ′ꎬｓ′)ꎬ 􀭵Ｒ(Ａ ｜ Ｓｊ)(ｑ′)＝
Ｒ ｊ(ｑ′ꎬｓ′)＋Ｒ(ｑ′ꎬｓ′)

２
ꎬ Ｒ ｊ(Ａ ｜ Ｓｊ)≠􀭵Ｒ(Ａ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ

ꎬ与

(２)矛盾ꎬ因此由(２)可得(１)ꎮ

任取 Ｋ∈􀮄Ｋ ｊꎬ则∃Ｂ∈Ｆ (Ｓｊ)ꎬ使得 Ｋ ＝ Ｒ ｊ (Ｂ)ꎮ 令 Ｂ∗( ｓ)＝
Ｂ(ｓ)ꎬ　 ｓ∈Ｓｊꎬ

０ꎬ ｓ∈Ｓ－Ｓｊ
{ ꎬ Ｂ∗∈Ｆ (Ｓ)ꎬ对于任意

ｑ∈Ｑｊꎬ由(２)得 Ｋ(ｑ)＝ Ｒ ｊ(Ｂ∗ ｜ Ｓｊ)(ｑ)＝ 􀭵Ｒ(Ｂ∗ ｜ Ｓｊ)(ｑ)ꎬ Ｋ＝ 􀭵Ｒ(Ｂ∗ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ
ꎬ 􀭵Ｒ(Ｂ∗ ｜ Ｓｊ)∈􀮄Ｋꎮ 因此ꎬ可得 􀮄Ｋ ｊ⊆

􀮄Ｋ ｜ Ｑｊ
成立ꎬ而(１)与(２)是等价的ꎬ由(１)也可得 􀮄Ｋ ｊ⊆􀮄Ｋ ｜ Ｑｊ

ꎮ
定理 ２　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间族{(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的并ꎬ对于 ｊ∈Ｉꎬ以下表述等价:
(１) 对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ Ｒ(ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)∧１Ｓｊ(ｓ)ꎻ

(２) 对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ
＝ 􀭵Ｒ(Ｙ) ｜ Ｑｊ

ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ ｑ∈Ｑｊꎬ有

􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ)(ｑ)＝ ∨
ｓ∈Ｓｊ

(Ｒ(ｑꎬｓ)∧Ｙ ｜ Ｓｊ(ｓ)) ∨
ｓ∈Ｓ－Ｓｊ

(０)＝ ∨
ｓ∈Ｓｊ

(Ｒ(ｑꎬｓ)∧Ｙ(ｓ)) ∨
ｓ∈Ｓ－Ｓｊ

(Ｒ(ｑꎬｓ)∧Ｙ(ｓ))＝ 􀭵Ｒ(Ｙ)(ｑ)ꎮ

因此ꎬ对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ有 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ
＝ 􀭵Ｒ(Ｙ) ｜ Ｑｊ

ꎮ
(２)⇒(１)ꎮ 若存在 ｑ′∈Ｑｊꎬ ｓ′∈Ｓꎬ使得 Ｒ(ｑ′ꎬｓ′)≠Ｒ(ｑ′ꎬｓ′)∧１Ｓｊ(ｓ′)ꎬ则 ｓ′∈Ｓ－Ｓｊ 且 Ｒ(ｑ′ꎬｓ′)≠０ꎮ 令

Ａ(ｓ)＝
Ｒ(ｑ′ꎬｓ)ꎬ　 ｓ＝ ｓ′ꎬ
０ꎬ ｓ≠ｓ′ꎬ ｓ∈Ｓꎬ{ 则有 Ａ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ 􀭵Ｒ(Ａ)(ｑ′)＝ Ｒ(ｑ′ꎬｓ′)ꎬ 􀭵Ｒ(Ａ ｜ Ｓｊ)(ｑ′)＝ ０ꎬ与(２)矛盾ꎬ因

此ꎬ由(２)可得(１)ꎮ
定理 ３　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间族{(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的并ꎬ􀮄Ｋ 与 􀮄Ｋ ｉ 分别是(ＱꎬＳꎬＲ)与(ＱｉꎬＳｉꎬ

Ｒ ｉ)( ｉ∈Ｉ)的上近似模糊知识状态集族ꎬ且对于 ｊ∈Ｉ 和任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ有 Ｒ∗
ｊ (ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎬ则

(１) 对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ有Ｒ ｊ(Ｙ ｜ Ｓｊ)＝ 􀭵Ｒ(Ｙ) ｜ Ｑｊ
ꎻ

(２) 􀮄Ｋ ｊ ＝􀮄Ｋ ｜ Ｑｊ
ꎮ

证明　 (１) 已知对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ Ｒ∗
ｊ (ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎬ特别地ꎬ当 ｓ∈Ｓｊꎬ Ｒ ｊ(ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎮ 由定

理 １ꎬ对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ Ｒ ｊ(Ｙ ｜ Ｓｊ)＝ 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ
ꎮ 由已知与引理 １(１)可得ꎬ对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ Ｒ(ｑꎬｓ)∧

１Ｓｉ(ｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎮ 由定理 ２ꎬ对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ有 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ
＝ 􀭵Ｒ(Ｙ) ｜ Ｑｊ

ꎮ 因此定理 ３(１)成立ꎮ

(２) 一方面ꎬ由于对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓｊꎬ Ｒ ｊ(ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎬ利用定理 １ 可得 􀮄Ｋ ｊ⊆􀮄Ｋ ｜ Ｑｊ
ꎻ另一方面ꎬ由

定理 ３(１)知ꎬ对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ有 􀭵Ｒ(Ｙ) ｜ Ｑｊ
＝Ｒ ｊ(Ｙ ｜ Ｓｊ)∈􀮄Ｋ ｊꎬ表明 􀮄Ｋ ｜ Ｑｊ

⊆􀮄Ｋ ｊꎬ因此ꎬ􀮄Ｋ ｊ ＝ 􀮄Ｋ ｜ Ｑｊ
ꎮ

例 ２　 设有模糊近似空间(Ｑ１ꎬＳ１ꎬＲ１)和(Ｑ２ꎬＳ２ꎬＲ２)ꎬ其中 Ｑ１ ＝ {ｑ１}ꎬ Ｓ１ ＝ { ｓ１}ꎬ Ｑ２ ＝ {ｑ１ꎬｑ２}ꎬ Ｓ２ ＝
{ｓ１ꎬｓ２}ꎬ Ｒ１(ｑ１ꎬｓ１)＝ Ｒ２(ｑ１ꎬｓ１)＝ Ｒ２(ｑ２ꎬｓ２)＝ １ꎬ Ｒ２(ｑ１ꎬｓ２)＝ Ｒ２(ｑ２ꎬｓ１)＝ ０.９ꎬ (ＱꎬＳꎬＲ)是(Ｑ１ꎬＳ１ꎬＲ１)与
(Ｑ２ꎬＳ２ꎬＲ２)的并ꎮ

(Ｑ１ꎬＳ１ꎬＲ１)与(Ｑ２ꎬＳ２ꎬＲ２)有包含关系ꎬ根据定义 ４ 和算法 １ꎬ可得模糊近似空间(Ｑ１ꎬＳ１ꎬＲ１)与(Ｑ２ꎬＳ２ꎬ

Ｒ２)的上近似模糊知识状态集族 􀮄Ｋ１、􀮄Ｋ２ 分别为:􀮄Ｋ１ ＝
ｔ
ｑ１

{ } ｜ ｔ∈[０ꎬ１]{ } 、 􀮄Ｋ２ ＝
ｔ
ｑ１

ꎬ ｔ
ｑ２

{ } ｜ ｔ∈[０ꎬ０.９){ } ∪

ｔ１
ｑ１

ꎬ
ｔ２
ｑ２

{ } ｜ ｔ１ꎬｔ２∈[０.９ꎬ１]{ } ꎮ 􀮄Ｋ 表示模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＲ)的上近似模糊知识状态集族ꎬ则 􀮄Ｋ２ ＝ 􀮄Ｋ ＝

􀮄Ｋ ｜ Ｑ２
ꎬ符合定理 ３ꎮ

由定理 ３ 可得推论 １ꎮ
推论 １　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间族{(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的并ꎬ且对于任意 ｊ∈Ｉ 和任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ

有 Ｒ∗
ｊ (ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎬ则(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊知识空间族{(Ｑｉꎬ􀭵Ｒ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的网格ꎮ
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推论 ２　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间族{(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的并ꎬ􀮄Ｋ 与 􀮄Ｋ ｉ 分别是(ＱꎬＳꎬＲ)与(ＱｉꎬＳｉꎬ
Ｒ ｉ)( ｉ∈Ｉ)的上近似模糊知识空间族ꎬ则以下表述成立:

(１) 若{Ｑｉ ｜ ｉ∈Ｉ}是两两不相交的ꎬ则(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊知识空间族{(Ｑｉꎬ􀭵Ｒ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的网格ꎻ
(２) 若{Ｓｉ ｜ ｉ∈Ｉ}是两两不相交的ꎬ则对于任意 ｊ∈Ｉꎬ有 􀮄Ｋ ｊ⊆􀮄Ｋ ｜ Ｑｊ

ꎮ
证明　 由定理 ３ 可得(１)ꎬ由定理 １ 可得(２)ꎮ

４　 网格化模糊闭包空间

在模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＲ)中ꎬ由例 １ 中的算法得到 􀭵Ｒ( ~ Ａ) (ｑ)ꎬ个体 Ａ∈Ｆ (Ｓ)面对问题 ｑ 的响应值

Ｒ(Ａ)(ｑ)＝ １－􀭵Ｒ( ~Ａ)(ｑ)ꎮ 本节讨论模糊近似空间族{(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}中各个模糊关系满足一定条件下

的性质ꎬ实现模糊闭包空间族{(ＱｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}可网格化为模糊闭包空间ꎮ
定理 ４　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间族{(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的并ꎬＫ 与Ｋ ｉ分别是(ＱꎬＳꎬＲ)与(ＱｉꎬＳｉꎬ

Ｒ ｉ)( ｉ∈Ｉ)的下近似模糊知识状态集族ꎬ则对于 ｊ∈Ｉꎬ以下表述等价:
(１) 对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ Ｒ∗

ｊ (ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎻ
(２) 对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ有Ｒ ｊ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ))＝ Ｒ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ)) ｜ Ｑｊ

ꎮ
由(１)或(２)推出Ｋ ｊ⊆Ｋ ｜ Ｑｊ

ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ有 Ｒ∗

ｊ (ｑꎬｓ) ＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎬ由定理 １ꎬ有

Ｒ ｊ(Ｙ ｜ Ｓｊ)＝ 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ
ꎬ由命题 １(１)知

Ｒ ｊ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ))(ｑ)＝ １－􀭵Ｒ ｊ(Ｙ ｜ Ｓｊ)(ｑ)ꎬ　 Ｒ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ))(ｑ)＝ １－􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ)(ｑ)ꎬ
因此 Ｒ ｊ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ))＝ Ｒ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ)) ｜ Ｑｊ

ꎮ
(２)⇒(１)ꎮ 对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ有 Ｒ ｊ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ))＝ Ｒ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ)) ｜ Ｑｊ

ꎬ因此ꎬ由命题 １(２)可知

􀭵Ｒ ｊ(Ｙ ｜ Ｓｊ)＝ ~Ｒ ｊ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ))ꎬ　 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ)(ｑ)＝ ~Ｒ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ))ꎬ

则有Ｒ ｊ(Ｙ ｜ Ｓｊ)＝ 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ
ꎬ由定理 １ 可知ꎬ对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ有 Ｒ∗

ｊ (ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎮ
任取 Ｋ∈Ｋ ｊꎬ则∃Ａ∈Ｆ (Ｓｊ)ꎬ使得 Ｋ＝Ｒ ｊ(Ａ)ꎮ 令

Ａ∗(ｓ)＝
Ａ(ｓ)ꎬ　 ｓ∈Ｓｊꎬ

１ꎬ ｓ∈Ｓ－Ｓｊꎬ
{ 　 Ｂ(ｓ)＝

１－Ａ(ｓ)ꎬ　 ｓ∈Ｓｊꎬ

０ꎬ ｓ∈Ｓ－Ｓｊꎬ
{

显然 Ａ∗(ｓ)ꎬＢ(ｓ)ꎬ~ (Ｂ ｜ Ｓｊ)∈Ｆ (Ｓ)ꎮ 对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ由(２)得
Ｋ(ｑ)＝ Ｒ ｊ(Ａ∗)(ｑ)＝ Ｒ ｊ( ~ (Ｂ ｜ Ｓｊ))(ｑ)＝ Ｒ( ~ (Ｂ ｜ Ｓｊ))(ｑ)ꎬ　 Ｋ＝Ｒ( ~ (Ｂ ｜ Ｓｊ)) ｜ Ｑｊ

ꎬ　 Ｒ( ~ (Ｂ ｜ Ｓｊ))∈Ｋꎬ
因此ꎬ由(２)可得 Ｋ ｊ⊆Ｋ ｜ Ｑｊ

ꎬ而(１)与(２)是等价的ꎬ由(１)也可得 Ｋ ｊ⊆Ｋ ｜ Ｑｊ
ꎮ

定理 ５　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间族{(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的并ꎬ则对于 ｊ∈Ｉꎬ以下表述等价:
(１) 对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ Ｒ(ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)∧１Ｓｊ(ｓ)ꎻ
(２) 对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ有 Ｒ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ)) ｜ Ｑｊ

＝Ｒ( ~Ｙ) ｜ Ｑｊ
ꎮ

证明　 (１)⇒(２)ꎮ 对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ根据定理 ２ꎬ􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ
＝ 􀭵Ｒ(Ｙ) ｜ Ｑｊ

ꎮ 对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ由命题 １
(１)ꎬ得

Ｒ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ))(ｑ)＝ １－􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ)(ｑ)ꎬ　 Ｒ( ~Ｙ)(ｑ)＝ １－􀭵Ｒ(Ｙ)(ｑ)ꎬ
因此ꎬ对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ有 Ｒ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ)) ｜ Ｑｊ

(ｑ)＝ Ｒ( ~Ｙ) ｜ Ｑｊ
(ｑ)ꎬ即 Ｒ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ)) ｜ Ｑｊ

＝Ｒ( ~Ｙ) ｜ Ｑｊ
ꎮ

(２)⇒(１)ꎮ 对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ有 Ｒ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ)) ｜ Ｑｊ
＝Ｒ( ~Ｙ) ｜ Ｑｊ

ꎮ 根据命题 １(２)ꎬ得
􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ)(ｑ)＝ １－Ｒ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ))(ｑ)ꎬ　 􀭵Ｒ(Ｙ)(ｑ)＝ １－Ｒ( ~Ｙ)(ｑ)ꎬ

因此ꎬ对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ有 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ)(ｑ)＝ 􀭵Ｒ(Ｙ)(ｑ)ꎬ即 􀭵Ｒ(Ｙ ｜ Ｓｊ) ｜ Ｑｊ
＝ 􀭵Ｒ(Ｙ) ｜ Ｑｊ

ꎮ 从而由定理 ２ 知ꎬ对于任意 ｑ∈

Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ Ｒ(ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)∧１Ｓｊ(ｓ)ꎮ
定理 ６　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间族{(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的并ꎬＫ 与 Ｋ ｉ分别是(ＱꎬＳꎬＲ)与(ＱｉꎬＳｉꎬ
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Ｒ ｉ)( ｉ∈Ｉ)的下近似模糊知识状态集族ꎬ若对于 ｊ∈Ｉꎬ任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ有 Ｒ∗
ｊ (ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎬ则

(１) 对于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ Ｒ ｊ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ))＝ Ｒ( ~Ｙ) ｜ Ｑｊ
ꎻ

(２) Ｋ ｊ ＝Ｋ ｜ Ｑｊ
ꎮ

证明　 (１) 对于任意 Ｙ∈Ｆ ( Ｓ)ꎬ任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ有 Ｒ∗
ｊ ( ｑꎬｓ) ＝ Ｒ( ｑꎬｓ)ꎬ因此ꎬ由引理 １(１)得

Ｒ(ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)∧１Ｓｊ( ｓ)ꎮ 由定理 ５ 得 Ｒ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ)) ｜ Ｑｊ
＝ Ｒ( ~ Ｙ) ｜ Ｑｊ

ꎬ从而由定理 ４ 得 Ｒ ｊ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ)) ＝
Ｒ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ)) ｜ Ｑｊ

ꎬ于是 Ｒ ｊ( ~ (Ｙ ｜ Ｓｊ))＝ Ｒ( ~Ｙ) ｜ Ｑｊ
ꎮ

(２) 一方面ꎬ对于任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ有 Ｒ∗
ｊ (ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎬ因此ꎬ由定理 ４ 得Ｋ ｊ⊆Ｋ ｜ Ｑｊ

ꎻ另一方面ꎬ对
于任意 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ显然~Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ由(１)得Ｒ ｊ( ~ (( ~Ｙ) ｜ Ｓｊ))＝ Ｒ(Ｙ) ｜ Ｑｊ

ꎬ表明Ｋ ｜ Ｑｊ
⊆Ｋ ｊꎬ因此 Ｋ ｊ ＝Ｋ ｜ Ｑｊ

ꎮ
推论 ３　 设(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间族{(ＱｉꎬＳｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的并ꎬ若对于任意 ｊ∈Ｉ 和任意 ｑ∈Ｑｊꎬ ｓ∈Ｓꎬ

有 Ｒ∗
ｊ (ｑꎬｓ)＝ Ｒ(ｑꎬｓ)ꎬ则(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊近似空间族{(ＱｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的网格ꎮ
推论 ４　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是由模糊闭包空间族{(ＱｉꎬＳｉꎬＴｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的并ꎬＫ 与Ｋ ｉ分别是(ＱꎬＳꎬＲ)与(ＱｉꎬＳｉꎬ

Ｒ ｉ)( ｉ∈Ｉ)的下近似模糊闭包空间族ꎬ则以下表述成立:
(１) 若{Ｑｉ ｜ ｉ∈Ｉ}是两两不相交的ꎬ则(ＱꎬＳꎬＲ)是模糊闭包空间族{(ＱｉꎬＲ ｉ) ｜ ｉ∈Ｉ}的网格ꎻ
(２) 若{Ｓｉ ｜ ｉ∈Ｉ}是两两不相交的ꎬ则对于任意 ｊ∈Ｉꎬ有Ｋ ｊ⊆Ｋ ｜ Ｑｊ

ꎮ
证明　 由定理 ６ 可得(１)ꎬ由定理 ４ 得(２)ꎮ

５　 结语

引入分布式串行模糊关系的概念ꎬ处理(部分)重叠知识域上串行模糊关系组的一致集成ꎮ 不同源(例
如不同领域专家)问题的技能分配看可以看作串行模糊关系ꎬ利用模糊知识结构组网格化进行描述ꎮ 讨论

分布式系统架构中集成专家技能分配和技能对增强学习的影响ꎬ存储库中的技能分配通过适当的元数据标

签实现[２６￣２７]ꎬ基于局部问题存储库并通过分布式串行模糊关系描绘模糊知识结构ꎮ 例 ２ 表明ꎬ利用定理 ３ 实

现局部知识评估和全局知识评估的一致性ꎬ在模糊闭包空间中也能得到相同结果ꎮ 通过串行模糊关系ꎬ使局

部串行模糊关系与全局分布式串行模糊关系重合ꎮ 但是ꎬ模糊知识结构的网格化不限于此方式ꎬ满足模糊知

识结构可网格化的条件是否可以更弱化ꎬ值得进一步探索ꎮ
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