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丛代数换位图具有非离开面性的 Ｇ ￣系统证明

任艳栏ꎬ谢云丽∗

(西南交通大学数学学院ꎬ 四川 成都 ６１１７５６)

摘要:利用丛代数中的变异映射和 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化映射与相应 Ｇ ￣系统中的变异映射和 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化映射的相容性及

Ｇ ￣系统上的组合结果构造所需的投射ꎬ从而证明任意丛代数的换位图具有非离开面性ꎮ
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０　 引言

丛代数能为代数群的全正性和量子群的典范基提供一个组合的研究框架ꎬ丛代数具有丰富的组合结构ꎬ
丛代数是通过对生成元进行递归变异而生成的一类交换代数[１￣２]ꎮ 丛代数的生成元称为丛变量ꎬ这些丛变

量按照某种规则分组ꎬ形成基数相同且有部分重叠的集合ꎬ称为丛ꎮ 对于所给的初始丛 ｘꎬ它附加有额外的

组合结构ꎬ这额外的组合结构是由丛与丛之间的递归方式所决定ꎮ 丛代数是由初始丛对每个方向均等地作

递归变异所得的丛生成的代数ꎮ 为了实现这种特定的递归变异ꎬ需要在丛上附加一个可斜对称化矩阵 Ｂ 和

一个系数组 ｙꎮ 由丛、可斜对称化矩阵和系数组构成的三元组(ｘꎬｙꎬＢ)ꎬ称为种子ꎮ 每一个种子都能确定一

个丛代数ꎮ 对于丛代数而言ꎬ最关键的 ２ 个方面是种子和变异ꎮ 而丛代数的换位图可以捕获种子变异的组

合ꎬ因此换位图是丛代数理论中的核心概念ꎮ 在丛代数中ꎬ换位图的点对应种子的等价类ꎬ边对应种子的变

异关系[１]ꎮ 换位图只依赖于它所对应的 ｙ￣模式ꎬ即只依赖于正则树 Ｔｎ 中任意顶点 ｔ０ 上的 ｙ￣种子ꎬ其中 ｙ￣种
子是由可斜对称化矩阵 Ｂ 和系数组 ｙ 构成的二元组(ｙꎬＢ)ꎮ 此外ꎬ所有换位图都是正则图ꎮ 换位图具有广

义多面体的结构ꎬ因此ꎬ在换位图中可以研究很多性质ꎬ比如说可达面性、非离开面性等等[２￣５]ꎮ 本文主要对

非离开面性进行探讨ꎮ
多面体的非离开面性ꎬ即连接多面体中任意两点之间的测地线在包含这两点的最小面中[６]ꎮ Ｓｌｅａｔｏｒ

等[７]为了找出 ｎ 维 Ａ 型的 Ｓｔａｓｈｅｆｆ 多面体的直径ꎬ建立了这类 Ｓｔａｓｈｅｆｆ 多面体的非离开面性ꎮ 进一步地ꎬ
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Ｃｅｂａｌｌｏｓ等[６]证明了 Ｂ￣Ｃ￣Ｄ 型的 Ｓｔａｓｈｅｆｆ 多面体具有非离开面性ꎬ并提供了一些具体的例子来说明并非所有

的 Ｓｔａｓｈｅｆｆ 多面体都具有这一性质ꎮ 此外ꎬＷｉｌｌｉａｍｓ[８]用投射论证的方法证明了所有有限型的 Ｓｔａｓｈｅｆｆ 多面

体具有非离开面性ꎮ Ｂｒüｓｔｌｅ 等[９]利用“如果对换位图的任意面都存在投射ꎬ则该换位图具有非离开面性”的
经典引理ꎬ证明了产生于没有刺穿点标记曲面的丛代数换位图具有非离开面性ꎮ 将这个性质从有限型换位

图推广到无限型换位图ꎮ 最近ꎬＦｕ 等[１０]利用 ｃ￣向量的 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 完备化构造所需引理中的投射ꎬ证明了任意

丛代数的换位图具有非离开面性ꎮ
Ｇ ￣系统的引入是为了给丛代数中的 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化提供一个范畴化解释和拓扑解释[１１]ꎮ Ｇ ￣系统

是满足某些额外公理化条件的 Ｚｎ 的一些 Ｚ￣基的集合ꎬ它可以看作为 Ｇ￣矩阵的一种公理化ꎮ 在 Ｇ ￣系统中

自然地产生 ２ 种映射ꎬ分别是变异映射和 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化映射ꎮ 这 ２ 种映射提供了 Ｇ ￣系统的一个组合

结构ꎬ并且它们具有良好的相容性ꎮ 在 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化的作用下ꎬＧ ￣系统可以获得丛代数理论中的一些

组合结果ꎮ 本文的主要目的是利用 Ｇ ￣系统给出任意丛代数换位图具有非离开面性的另一种证明ꎮ

１　 丛代数的基础概念[１ꎬ１２]

在给出丛代数定义之前ꎬ先介绍所需要的半域知识ꎮ 一个集合 Ｐ 被称为半域ꎬ如果存在乘法“􀅰”和加

法“⊕”两种二元运算满足

(ⅰ) (Ｐꎬ􀅰)是阿贝尔群ꎻ
(ⅱ) (Ｐꎬ⊕)是交换半群ꎻ
(ⅲ) 两种运算兼容ꎬ即乘法“􀅰”关于加法“⊕”有左右分配律ꎮ

常见的半域有泛半域和热带半域ꎬ其中热带半域对于丛代数理论的研究具有重要意义ꎮ 设 ｕ１、ｕ２、􀆺、ｕｌ 是 ｌ
个不定元ꎬ记 Ｔｒｏｐ(ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｌ)是关于 ｕ１、ｕ２、􀆺、ｕｌ 所有洛朗单项式构成的集合ꎬ显然 Ｔｒｏｐ(ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｌ)关
于一般多项式的乘法“􀅰”构成阿贝尔群ꎬ在这个群中定义加法“⊕”为

ｕａ１
１ ｕａ２

２ 􀆺 ｕａｌ
ｌ ⊕ｕｂ１

１ ｕｂ２
２ 􀆺 ｕｂｌ

ｌ ＝ｕｍｉｎ(ａ１ꎬｂ１)
１ ｕｍｉｎ(ａ２ꎬｂ２)

２ 􀆺 ｕｍｉｎ(ａｌꎬｂｌ)
ｌ ꎬ

其中ａｉꎬｂｉ∈Ｚꎬ则(Ｔｒｏｐ(ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｌ)ꎬ􀅰ꎬ⊕)构成一个半域ꎬ这样的半域称为不定元 ｕ１、ｕ２、􀆺、ｕｌ 的热带

半域ꎮ
给定正整数 ｎꎬ以及半域 Ｐꎬ记 ＺＰ 是阿贝尔群 Ｐ 的群环ꎬ它是一个整环ꎬＱＰ 是其分式域ꎮ 令 Ｆ 是ＱＰ 上

由 ｎ 个不定元生成的有理函数域ꎬ Ｂ＝(ｂｉｊ)是一个 ｎ 阶整数矩阵ꎬ如果存在一个正整数对角矩阵 Ｄꎬ使得 ＤＢ
是斜对称的ꎬ则 Ｂ 被称为可斜对称化矩阵ꎬ对角矩阵 Ｄ 被称为 Ｂ 的斜对称化子ꎮ

定义 １　 有理函数域 Ｆ 中的一个标记种子是一个三元组(ｘꎬｙꎬＢ)ꎬ满足

(ⅰ) ｘ＝(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ)在 ＱＰ 上自由生成 Ｆꎬ称 ｘ 为种子(ｘꎬｙꎬＢ)的丛ꎬ称 ｘ 中的元素 ｘｉ 为种子(ｘꎬｙꎬ
Ｂ)的丛变量ꎻ

(ⅱ) ｙ＝(ｙ１ꎬｙ２ꎬ􀆺ꎬｙｎ)是 Ｐ 中的 ｎ 元组ꎬ称 ｙ１、ｙ２、􀆺、ｙｎ 为种子(ｘꎬｙꎬＢ)的系数变量ꎻ
(ⅲ) Ｂ＝(ｂｉｊ)∈Ｍｎ(Ｚ)是可斜对称化矩阵ꎬ称为种子(ｘꎬｙꎬＢ)的换位矩阵ꎮ
定义 ２　 令(ｘꎬｙꎬＢ)是有理函数域 Ｆ 中的一个标记种子ꎬｋ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ (ｘꎬｙꎬＢ)经过在方向 ｋ 上的

变异后可以得到一个新的三元组 μｋ(ｘꎬｙꎬＢ):＝(ｘ′ꎬｙ′ꎬＢ′)ꎬ并且新的三元组依旧是一个种子ꎬ这个过程叫做

种子变异ꎬ其中

(ⅰ) Ｂ′＝(ｂ′ｉｊ)ꎬ满足

ｂ′ｉｊ ＝
－ｂｉｊꎬ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 如果 ｉ＝ ｋ 或 ｊ＝ ｋꎬ
ｂｉｊ＋( ｜ ｂｉｋ ｜ ｂｋｊ＋ｂｉｋ ｜ ｂｋｊ ｜ ) / ２ꎬ 其他ꎻ{ (１)

(ⅱ) ｘ′＝(ｘ′１ꎬｘ′２ꎬ􀆺ꎬｘ′ｎ)ꎬ满足

ｘ′ｊ ＝
ｘ－１
ｋ (∏

ｂｉｋ≥０
ｘ－ｂｉｋ
ｉ ＋∏

ｂｉｋ <０
ｘ－ｂｉｋ
ｉ )ꎬ　 如果 ｊ ＝ ｋꎬ

ｘｊꎬ 其他ꎻ
{ (２)

(ⅲ) ｙ′＝(ｙ′１ꎬ ｙ′２ꎬ 􀆺ꎬ ｙ′ｎ)ꎬ满足
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ｙ′ｊ ＝
ｙ－１
ｋ ꎬ 　 　 　 　 　 　 　 　 如果 ｊ＝ ｋꎬ

ｙｊｙｍａｘ(ｂｋｊꎬ０)
ｋ (１⊕ｙｋ)

－ｂｋｊꎬ 其他ꎮ{ (３)

根据变异递推公式ꎬ易验证种子变异是对合的ꎬ即 μｋ(μｋ(ｘꎬｙꎬＢ))＝ (ｘꎬｙꎬＢ)ꎮ 在下文中ꎬＴｎ 表示 ｎ￣正
则树ꎬ它是一个顶点的度都为 ｎ 的连通图ꎮ 数字 １、２、􀆺、ｎ 标记 Ｔｎ 的每条边ꎬ使得与每个顶点相连的 ｎ 条边

具有不同的标记ꎮ 特别地ꎬ对于 ｎ＝ ２ 时ꎬ可用整数集 Ｚ 参数化正则树 Ｔ２ 的顶点ꎬ即

􀆺
１
→－２

２
→－１

１
→０

２
→１

１
→２

２
→ 􀆺ꎮ

定义 ３　 令 Ｓ 是以 Ｔｎ 为指标集的种子的集合ꎬ即存在映射

Ｔｎ →Ｓꎬ
ｔ ｜→Σ ｔ ＝(ｘꎬｙꎬＢ)ꎬ

其中 Σ ｔ ＝(ｘꎬｙꎬＢ)是有理函数域 Ｆ 上的标记种子ꎮ 称 Ｓ 是一个秩为 ｎ 的丛模式ꎬ如果满足:对于 Ｔｎ 的每一

条边 ｔ
ｋ
→ｔ′ꎬ都有 Σ ｔ′ ＝μｋ(Σ ｔ)ꎮ

在下文中ꎬ总是记 ｘｔ ＝(ｘ１ꎻｔꎬｘ２ꎻｔꎬ􀆺ꎬｘｎꎻｔ)ꎬ ｙｔ ＝(ｙ１ꎻｔꎬｙ２ꎻｔꎬ􀆺ꎬｙｎꎻｔ)ꎬ Ｂｔ ＝(ｂｔ
ｉｊ)ꎮ

定义 ４　 令 Ｓ 为上述所定义的丛模式ꎬ与 Ｓ 有关的丛代数 Ａ(Ｓ)是由 Ｓ 上所有丛变量 Ｘ＝{ｘｉꎻｔ ｜ ｉ∈{１ꎬ２ꎬ
􀆺ꎬｎ}ꎬ ｔ∈Ｔｎ}生成的 Ｆ 的 ＺＰ￣子代数ꎮ

注 １　 根据其定义可知ꎬ丛代数 Ａ(Ｓ)是由丛模式 Ｓ 唯一决定的ꎬ而丛模式 Ｓ 则由正则树 Ｔｎ 中的任意

点 ｔ 处的种子决定ꎮ 因此ꎬ丛代数 Ａ(Ｓ)完全由任意点 ｔ 处的种子确定ꎮ 当选定一个种子作为丛代数的起始

点时ꎬ这个种子称为丛代数的初始种子ꎬ这个种子中的丛称为初始丛ꎮ
注 ２　 如果 Ｐ＝Ｔｒｏｐ(ｕ１ꎬｕ２ꎬ􀆺ꎬｕｌ)ꎬ则称对应的丛代数为几何型丛代数ꎻ特别地ꎬ如果 Ｐ ＝Ｔｒｏｐ(ｕ１ꎬｕ２ꎬ

􀆺ꎬｕｎ)ꎬ且存在一个种子 Σ ｔ０
＝(ｘｔ０ꎬ ｙｔ０ꎬ Ｂｔ０)使得 ｙｉꎻｔ０

＝ｕｉꎬ ｉ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ则称对应的丛代数为在 ｔ０ 处有主

系数的丛代数ꎮ 由丛变量的变异递推公式(２)可知ꎬ任意丛变量都可以写成一个丛的有理表达式ꎮ Ｆｏｍｉｎ 和

Ｚｅｌｅｖｉｎｓｋｙ 在文献[１]中进行了详细地刻画ꎬ并提出丛代数中著名的洛朗现象ꎮ
定理 １　 令 Ａ(Ｓ)为上述所定义的丛代数ꎬ对于任意 ｖꎬ ｕ∈Ｔｎ及 ｊ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ ｘｊꎻｕ表示为在 ＺＰ 上的

洛朗多项式ꎬ即
ｘｊꎻｕ∈ＺＰ[ｘ±

１ꎻｖꎬ ｘ±
２ꎻｖꎬ 􀆺ꎬ ｘ±

ｎꎻｖ]ꎮ
注 ３　 实际上ꎬ定理 １ 中出现的洛朗多项式落在 Ｚ≥０Ｐ[ｘ±

１ꎻｖꎬｘ±
２ꎻｖꎬ􀆺ꎬｘ±

ｎꎻｖ]中ꎬ这是 Ｆｏｍｉｎ 和 Ｚｅｌｅｖｉｎｓｋｙ 在

文献[１]中提出的洛朗现象的正性猜想ꎬＧｒｏｓｓ 等[１３]利用散射图和组合构造的方法给出了正性猜想的证明ꎮ
定义 ５　 丛单项式是同一个丛中丛变量的单项式ꎮ
令[ｘｔ]是 ｘｔ 中所有的丛变量构成的集合ꎬ即[ｘｔ] ＝{ｘ１ꎻｔꎬｘ２ꎻｔꎬ􀆺ꎬｘｎꎻｔ}ꎬ将[ｘｔ]称为非标记丛ꎮ 文献[１４]

给出丛代数换位图的定义ꎮ
定义 ６　 令 Ａ(Ｓ)为上述所定义的丛代数ꎬ则 Ａ(Ｓ)的换位图 ＧＡ 为

顶点: 非标记丛[ｘｔ]ꎬ ｔ∈Ｔｎꎬ
连边: 丛之间的变异关系ꎮ{

由丛之间的变异递推公式(２)可知ꎬ换位图中的两点之间存在连边当且仅当它们点所对应的非标记丛

有 ｎ－１ 个公共元ꎮ 丛代数的换位图可以直观地反映丛代数的生成元及变异关系ꎬ并且易知当丛代数由有限

个生成元生成时ꎬ其换位图是有限图ꎮ
注 ４　 上述换位图的定义虽与文献[１]中有所不同ꎬ但二者是等价的ꎮ

２　 丛代数的 Ｃ￣矩阵和 Ｇ￣矩阵

本章考虑的是一类特殊的几何型丛代数———主系数丛代数ꎮ 主系数丛代数是一类重要的丛代数ꎬ在这

类丛代数中伴随了许多重要的产物ꎬ比如 Ｃ￣矩阵、Ｇ￣矩阵、Ｆ￣多项式等[１２]ꎮ Ｆｏｍｉｎ 和 Ｚｅｌｅｖｉｎｓｋｙ 猜想极大地

推动了代数学的发展ꎬ比如 Ｃ￣矩阵的列向量(称为 ｃ￣向量)具有符号一致性、Ｇ￣矩阵的列向量(称为 ｇ￣向量)
能够参数化丛变量等ꎮ 本章主要对 Ｃ￣矩阵和 Ｇ￣矩阵进行详细的阐述ꎬ其余部分可参考文献[１２]ꎮ
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假定半域 Ｐ ＝Ｔｒｏｐ(ｙ１ꎬｙ２ꎬ􀆺ꎬｙｎ)ꎬ Ａ 是在 ｔ０ 处具有主系数的丛代数ꎬ则对 ｔ０ 处的种子 Σ ｔ０
＝ (ｘｔ０ꎬ ｙｔ０ꎬ

Ｂｔ０)ꎬ有 ｙｔ０
＝(ｙ１ꎬｙ２ꎬ􀆺ꎬｙｎ)ꎮ 为了简便ꎬ记 ｘｔ０

＝(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ)ꎬ Ｂｔ０
＝Ｂ＝(ｂｉｊ)ꎮ

定义 ７　 对任意 ｔ∈Ｔｎꎬ ｉ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ有ｙｉꎻｔ∈Ｐ＝Ｔｒｏｐ(ｙ１ꎬｙ２ꎬ􀆺ꎬｙｎ)ꎬ则存在整数 ｃｔ
ｊｉꎬ ｊ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ

使得 ｙｉꎻｔ ＝ ｙｃｔ１ｉ
１ ｙｃｔ２ｉ

２ 􀆺 ｙｃｔｎｉ
ｎ ꎬ称所得到的向量 ｃｉꎻｔ ＝(ｃｔ

１ｉꎬｃｔ
２ｉꎬ􀆺ꎬｃｔ

ｎｉ) Ｔ∈Ｚｎ为在顶点 ｔ 处的第 ｉ 个 ｃ￣向量ꎬ矩阵 Ｃｔ ＝
(ｃ１ꎻｔꎬｃ２ꎻｔꎬ􀆺ꎬｃｎꎻｔ)∈Ｍｎ(Ｚ)为在顶点 ｔ 处的 Ｃ￣矩阵ꎮ

注 ５　 根据定义 ７ 可知ꎬ对任意一个种子中的 ｎ 元系数组ꎬ都存在一个 ｎ 阶整数矩阵 Ｃ 与之对应ꎬ所以

Ｃ￣矩阵又称为系数矩阵ꎮ 由种子变异中系数变量的变异公式(３)知ꎬＣ￣矩阵还可以由如下递推变异公式

定义:
(ⅰ) Ｃｔ０

＝ Ｉｎꎻ

(ⅱ) 对于 Ｔｎ 中的任意边 ｔ
ｋ
→ ｔ′ꎬ若矩阵 Ｃｔ 已经定义ꎬ则矩阵 Ｃｔ′为

ｃｔ′
ｉｊ ＝

－ｃｔ
ｉｊꎬ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｊ＝ ｋꎬ

ｃｔ
ｉｊ＋(ｃｔ

ｉｋ ｜ ｂｔ
ｋｊ ｜ ＋ ｜ ｃｔ

ｉｋ ｜ ｂｔ
ｋｊ) / ２ꎬ ｊ≠ｋꎬ{ (４)

这里定义的 Ｃ￣矩阵的列向量是 ｃ￣向量ꎮ 这种递推的定义将 ｃ￣向量和 Ｃ￣矩阵推广到一般系数的丛代数ꎬＣ￣矩
阵只依赖于点 ｔ０ 和 ｔ０ 处的矩阵 Ｂｔ０

＝Ｂꎮ 为了强调这种依赖性ꎬ将矩阵 Ｃｔ 记为 ＣＢꎻｔ０
ｔ ꎮ

定义丛变量 ｘｉ 和系数变量 ｙｉ 的分次向量为

ｄｅｇ(ｘｉ)＝ ｅｉꎬ　 ｄｅｇ(ｙｉ)＝ －ｂｉꎬ
式中ꎬ ｅｉ 是 Ｚｎ 的基向量ꎬｂｉ 是矩阵 Ｂ 的第 ｉ 个列向量ꎬ ｉ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎮ 在此定义下ꎬＺＰ[ｘ±

１ꎬｘ±
２ꎬ􀆺ꎬｘ±

ｎ]构成

Ｚｎ￣分次环ꎮ 由洛朗现象可知ꎬ每个丛变量 ｘｉꎻｔ都属于 ＺＰ[ｘ±
１ꎬｘ±

２ꎬ􀆺ꎬｘ±
ｎ ]ꎮ 文献[１２]证明了任意丛变量在这

个分次定义下都是齐次的ꎬ由此可以给出 ｇ￣向量的定义ꎮ
定义 ８　 对任意 ｔ∈Ｔｎꎬ ｉ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ称 ｇ(ｘｉꎻｔ)＝ ｄｅｇ(ｘｉꎻｔ)∈Ｚｎ为丛变量 ｘｉꎻｔ关于 ｔ０ 在顶点 ｔ 处的 ｇ￣向

量ꎬＧｔ ＝(ｇ(ｘ１ꎻｔ)ꎬｇ(ｘ２ꎻｔ)ꎬ􀆺ꎬｇ(ｘｎꎻｔ))称为关于 ｔ０ 在顶点 ｔ 处的 Ｇ￣矩阵ꎮ
如果 α＝ ｘａ１

１ꎻｔ ｘａ２
２ꎻｔ􀆺 ｘａｎ

ｎꎻｔ是丛单项式ꎬ其中ａｉ∈Ｚ≥０ꎬ则 ｇ(α)＝ ａ１ｇ(ｘ１ꎻｔ)＋ａ２ｇ(ｘ２ꎻｔ) ＋􀆺＋ａｎｇ(ｘｎꎻｔ) 为丛单项

式 α 关于 ｔ０ 的 ｇ￣向量ꎮ
注 ６　 根据 Ｆｏｍｉｎ 和 Ｚｅｌｅｖｉｎｓｋｙ 关于丛代数中任意丛变量在上述分次下是齐次的证明可知ꎬＧ￣矩阵可

由如下递推变异公式定义:
(ⅰ) Ｇｔ０

＝ Ｉｎꎻ

(ⅱ) 对于 Ｔｎ 中的任意边 ｔ
ｋ
→ｔ′ꎬ若矩阵 Ｇｔ 已经定义ꎬ则矩阵 Ｇｔ′由如下公式决定:

ｇｔ′
ｉｊ ＝

ｇｔ
ｉｊꎬ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｊ ≠ ｋꎬ

－ ｇｔ
ｉｋ ＋∑

ｂｔｊｋ >０

ｇｔ
ｉｊｂｔ

ｊｋ －∑
ｃｔｊｋ >０

ｂｔ０
ｉｊ ｃｔ

ｊｋꎬ　 ｊ ＝ ｋꎬ{ (５)

式中ꎬ ｇｊꎻｔ ＝(ｇｔ
１ｊꎬｇｔ

２ｊꎬ􀆺ꎬｇｔ
ｎｊ) Ｔ 是 ｘｊꎻｔ的 ｇ￣向量ꎬＣＢꎻｔ０

ｔ ＝(ｃｔ
ｉｊ)是关于 ｔ０ 在顶点 ｔ 处的 Ｃ￣矩阵ꎮ 这种递推的定义

可将 ｇ￣向量和 Ｇ￣矩阵推广到一般系数的丛代数ꎮ 根据定义 ８ 可知ꎬｇ￣向量和 Ｇ￣矩阵只依赖于点 ｔ０ 和 ｔ０ 处

的矩阵 Ｂｔ０
＝Ｂꎮ 为了强调这种依赖性ꎬ将向量 ｇｊꎻｔ记为 ｇＢꎻｔ０

ｊꎻｔ ꎬ矩阵 Ｇｔ 记为 ＧＢꎻｔ０
ｔ ꎮ

定义 ９　 令 Ｈ 是一个非零的整数矩阵ꎬβ 是一个非零的整数向量ꎬ则
(ⅰ) β 是符号一致的ꎬ如果它的每个分量都是非负的或都是非正的ꎻ
(ⅱ) Ｈ 是行符号一致的ꎬ如果它的每个行向量都是符号一致的ꎻ
(ⅲ) Ｈ 是列符号一致的ꎬ如果它的每个列向量都是符号一致的ꎮ
根据 Ｆｏｍｉｎ 和 Ｚｅｌｅｖｉｎｓｋｙ 关于 Ｃ￣矩阵和 Ｇ￣矩阵的猜想以及文献[１３]中对这些猜想的证明ꎬ可知 Ｃ￣矩

阵和 Ｇ￣矩阵有如下性质ꎮ
引理 １　 令 Ａ 是在 ｔ０ 处具有主系数的丛代数ꎬ则
(ⅰ) 对于任意 ｔ∈Ｔｎꎬ矩阵 Ｃｔ 都具有列符号一致性且其行列式为±１ꎻ
(ⅱ) 对于任意 ｔ∈Ｔｎꎬ矩阵 Ｇｔ 都具有行符号一致性且其行列式为±１ꎻ
(ⅲ) 用 Ｍ 表示丛代数 Ａ 的丛单项式集合ꎬ则存在如下单射
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ｇｔ０: Ｍ → Ｚｎ

α ｜→ ｇｔ０(α)ꎬ
其中 ｇｔ０(α)表示丛单项式 α 关于 ｔ０ 的 ｇ￣向量ꎮ

由文献[１５]和引理 １(ⅰ)可知ꎬＣ￣矩阵和 Ｇ￣矩阵具有如下的热带对偶关系ꎮ
定理 ２　 令 Ｄ 是 Ｂ 的斜对称化子ꎬ对任意的 ｔ∈Ｔｎꎬ有

ＧＴ
ｔ ＤＣｔ ＝Ｄꎮ

注 ７　 显然ꎬ引理 １(ⅰ)和定理 ２ 在一般系数的丛代数中也成立ꎮ 对于引理 １ 中的(ⅱ)和(ⅲ)ꎬ由文献

[１６]可知ꎬ它们在一般系数的丛代数中是成立的ꎮ

３　 Ｇ ￣系统

Ｇ ￣系统是满足额外公理化条件的 Ｚｎ 的一些 Ｚ￣基的集合ꎬ它可以作为一个共同的框架去统一刻画丛倾

斜理论、半倾斜理论、τ 倾斜理论等不同理论中的 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化ꎬ从而获得丛代数中 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化

的各种范畴化解释和拓扑解释[１１]ꎮ
本章根据 Ｇ ￣系统的定义和文献[１１]ꎬ介绍丛代数中能自然地产生 Ｇ ￣系统ꎬ并且它们对应的变异映射和

Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化映射是相容的ꎮ 这种相容性对于定理 ４ 的证明很重要ꎮ
３.１　 Ｇ ￣系统的定义

定义 １０　 令 Ｔ 是一个指标集ꎬＧＴ 是以 Ｔ 为指标集的 Ｚｎ 的一些 Ｚ￣基的集合ꎬ即存在映射

Ｔ→ＧＴ

ｔ ｜→Ｇｔ ＝{ｇ１ꎻｔꎬｇ２ꎻｔꎬ􀆺ꎬｇｎꎻｔ}ꎬ

称 ＧＴ 是一个在ｔ０∈Ｔ 处的 Ｇ ￣系统ꎬ如果它满足

(ⅰ) (变异)对任意 Ｇｔ ＝ { ｇ１ꎻｔꎬｇ２ꎻｔꎬ􀆺ꎬｇｎꎻｔ}∈ＧＴ和 ｋ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ都有Ｇｔ′∈ＧＴ使得 Ｇｔ∩Ｇｔ′ ＝Ｇｔ ＼
{ｇｋꎻｔ}ꎻ

(ⅱ) (Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化)　 对任意Ｇｔ∈ＧＴ和 Ｇｔ０
＝{ｇ１ꎻｔ０ꎬｇ２ꎻｔ０ꎬ􀆺ꎬｇｎꎻｔ０}的任意子集 Ｊꎬ存在Ｇｔ′∈ＧＴ满足

　 　 (ａ) Ｊ⊆Ｇｔ′ꎻ
　 　 (ｂ) 对任意 ｋ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ若 ｇｋꎻｔ ＝ ｒｔ′１ｋｇ１ꎻｔ′＋ｒｔ′２ｋｇ２ꎻｔ′＋􀆺＋ｒｔ′ｎｋｇｎꎻｔ′ꎬ则对任意满足ｇｉꎻｔ′∉Ｊ 的 ｉꎬ有 ｒｔ′ｉｋ≥０ꎻ
(ⅲ) (唯一性条件)　 对任意 Ｇｔꎬ Ｇｔ′∈ＧＴꎬ若对一些子集 Ｉꎬ Ｉ′⊆{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}和 ｒｉꎬ ｒｊ>０ꎬ其中 ｉ∈Ｉꎬ ｊ∈

Ｉ′ꎬ 有

∑
ｉ∈Ｉ

ｒｉ ｇｉꎻｔ ＝∑
ｊ∈Ｉ′

ｒ′ｊ ｇｊꎻｔ′ꎮ

则存在一一对应 σ: Ｉ′→Ｉꎬ使得 ｒ′ｊ ＝ ｒσ( ｊ)ꎬ ｇｊꎻｔ′ ＝ｇσ( ｊ)ꎻｔꎮ
注 ８　 令 Ｒｔ′

ｔ 是基 Ｇｔ′ ＝{ｇ１ꎻｔ′ꎬｇ２ꎻｔ′ꎬ􀆺ꎬｇｎꎻｔ′}到基 Ｇｔ ＝{ｇ１ꎻｔꎬｇ２ꎻｔꎬ􀆺ꎬｇｎꎻｔ}的过渡矩阵ꎬ表达为

(ｇ１ꎻｔꎬｇ２ꎻｔꎬ􀆺ꎬｇｎꎻｔ)＝ (ｇ１ꎻｔ′ꎬｇ２ꎻｔ′ꎬ􀆺ꎬｇｎꎻｔ′)Ｒｔ′
ｔ ꎬ

则 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化映射条件中的(ｂ):满足 ｇｉꎻｔ′∉Ｊ 的任意一个 ｉꎬ有 Ｒｔ′
ｔ 的第 ｉ 个行向量是非负的ꎮ

由其定义可知ꎬ在 Ｇ ￣系统中能够自然地产生 ２ 种映射ꎬ分别是变异映射和 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化映射ꎮ
定义 １１[１１] 　 令 ＧＴ 是一个在ｔ０∈Ｔ 处的 Ｇ ￣系统ꎬ对任意 ｋ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ都存在变异映射

μｋ:ＧＴ →ＧＴ

Ｇｔ ｜→Ｇｔ′ꎬ
其中ꎬＧｔ′满足 Ｇｔ∩Ｇｔ′ ＝Ｇｔ ＼ {ｇｋꎻｔ}ꎬ称 Ｇｔ′是 Ｇｔ 在 ｇｋꎻｔ处的变异ꎮ 为了强调变异与 ｇｋꎻｔ的联系ꎬ常将 μｋ 记为

μｇｋꎻｔꎮ
定义 １２[１１] 　 令 ＧＴ 是一个在ｔ０∈Ｔ 处的 Ｇ ￣系统ꎬ对任意Ｇｔ∈ＧＴ和 Ｇｔ０

＝{ｇ１ꎻｔ０ꎬ ｇ２ꎻｔ０ꎬ􀆺ꎬｇｎꎻｔ０}的任意子集

Ｊꎬ都存在唯一的Ｇｔ′∈ＧＴ 满足

(ａ) Ｊ⊆Ｇｔ′ꎻ
(ｂ) 对任意 ｋ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ若 ｇｋꎻｔ ＝ ｒｔ′１ｋｇ１ꎻｔ′＋ｒｔ′２ｋｇ２ꎻｔ′＋􀆺＋ｒｔ′ｎｋｇｎꎻｔ′ꎬ则对任意满足ｇｉꎻｔ′∉Ｊ 的 ｉꎬ有ｒｔ′ｉｋ≥０ꎬ称这
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样的 Ｇｔ′是 Ｊ 关于 Ｇｔ 的 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化ꎮ 记 Ｇｔ′ ＝ＴＪ(Ｇｔ)ꎬ称 ＴＪ 为 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化映射ꎮ
本文的主要目的是利用 Ｇ ￣系统证明任意丛代数的换位图具有非离开面性ꎮ 根据文献[１６]的命题 ６.１

可知ꎬ丛代数的换位图与系数选择无关ꎮ 因此ꎬ下文只考虑具有平凡系数的丛代数即可ꎬ对于这样的丛代数ꎬ
其种子可由二元组(ｘꎬＢ)表示ꎮ
３.２　 丛代数中产生的 Ｇ ￣系统

定义 １３[１６] 　 令 Ａ 是在 ｔ０ 处有初始种子的丛代数ꎬＵ 是[ｘｔ０]的任意子集ꎬ[ｘｔ]是丛代数 Ａ 中任意一个

非标记丛ꎬ一个非标记丛[ｘｔ′]被称为 Ｕ 关于[ｘｔ]的 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化ꎬ如果满足

(ⅰ) Ｕ⊆[ｘｔ′]ꎻ
(ⅱ) 对于每一个满足ｘｉꎻｔ′∉Ｕ 的 ｉꎬ Ｒｔ′

ｔ ＝Ｇ
－１
ｔ′ Ｇｔ 的第 ｉ 个行向量是非负向量ꎬ

其中 Ｇｔ、 Ｇｔ′分别是关于 ｔ０ 在顶点 ｔ、ｔ′处的 Ｇ￣矩阵ꎮ 记上述的非标记丛[ｘｔ′]为[ｘｔ′] ＝ＴＵ([ｘｔ])ꎮ
丛代数中变异映射是由递推公式(２)给出的丛的变异ꎬ这类映射作用在所有丛构成的集合上ꎮ 通过以

下定理可知ꎬ丛代数中能够自然地产生 Ｇ ￣系统ꎬ并且丛代数中的变异映射和 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化映射与相应

Ｇ ￣系统中的变异映射和 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化映射是相容的ꎮ
定理 ３[１１] 　 令 Ａ 是在 ｔ０ 处有初始种子的丛代数ꎬＧｔ 是关于 ｔ０ 在顶点 ｔ 处的 Ｇ￣矩阵ꎬ指标集 Ｔ 是 ｎ￣正

则树 Ｔｎ 上所有顶点构成的集合ꎬ则 ＧＴ ＝{Ｇｔ ｜ ｔ∈Ｔ}是一个在 ｔ０ 处的 Ｇ ￣系统ꎬ有交换图

成立ꎬ其中 Ｕ 是[ｘｔ０]的子集ꎬ Ｊ＝{ｇｔ０(ｘｉꎻｔ０) ｜ ｘｉꎻｔ０
∈Ｕ}ꎬ这里的 ｇｔ０是引理 １(ⅲ)中的单射ꎮ 交换图中第一行

的映射分别是丛代数 Ａ 中的变异映射和 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化映射ꎻ第二行的映射分别是 Ｇ ￣系统中的变异映

射和 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化映射ꎮ
根据文献[１１]的定理 ８.１１ 可知ꎬ丛代数中的 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化不依赖于初始丛的选择ꎮ 换句话说ꎬ在

Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化中ꎬＵ 不必局限于初始丛中ꎬ而可以是任意丛的子集ꎮ 因此ꎬ定义 １３ 表述如下ꎮ
定义 １４　 令 Ａ 是一个丛代数ꎬＵ 是 Ａ 中某些非标记丛的子集ꎬ[ｘｔ]是 Ａ 中任意一个非标记丛ꎬ一个

非标记丛[ｘｔ′] ＝ＴＵ([ｘｔ])被称为 Ｕ 关于[ｘｔ]的 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化ꎬ如果满足

(ⅰ) Ｕ⊆[ｘｔ′]ꎻ
(ⅱ) 对于每一个满足ｘｉꎻｔ′∉Ｕ 的 ｉꎬ Ｇｔ′

ｔ 的第 ｉ 个行向量是非负向量ꎬＧｔ′
ｔ 表示关于 ｔ′在顶点 ｔ 处的 Ｇ￣

矩阵ꎮ
注 ９　 本文主要目的是利用定理 ３ 证明任意丛代数的换位图具有非离开面性ꎬ这种方法与文献[１０]中

利用 ｃ￣向量的 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 完备化证明有所区别ꎮ 首先ꎬ本文采用的是 ｇ￣向量的 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 余完备化ꎬ而文献

[１０]使用的是 ｃ￣向量的 Ｂｏｎｇａｒｔｚ 完备化ꎮ 其次ꎬｃ￣向量所对应的 Ｃ￣矩阵不满足 Ｇ￣系统中的公理化条件ꎮ 理

由是考虑了 Ｇ ￣系统中的变异条件ꎮ Ｃ￣矩阵的行列式为±１ꎬ所以 Ｃ￣矩阵的列向量构成的集合是 Ｚｎ 的一组 Ｚ￣
基ꎮ 由定理 ２ 可知ꎬ对于矩阵 Ｃꎬ存在相应的矩阵 Ｇꎮ 因为 Ｇ￣矩阵满足 Ｇ ￣系统的公理化条件ꎬ所以存在矩阵

Ｇ′ꎬ使得矩阵 Ｇ 和 Ｇ′满足 Ｇ￣系统中的变异条件ꎮ 根据其变异条件可知ꎬ这 ２ 个矩阵满足 Ｇ￣矩阵的变异递推

关系ꎮ 再次利用定理 ２ꎬ对于 Ｇ′ꎬ获得相应的矩阵 Ｃ′ꎮ 根据矩阵 Ｇ 和 Ｇ′的关系ꎬ矩阵 Ｃ 和 Ｃ′满足 Ｃ￣矩阵的

变异递推关系ꎮ 由下面的例子可以看出ꎬ它们不一定满足 Ｇ ￣系统中的变异条件ꎮ 因此不能利用 ｃ￣向量产生

Ｇ系统ꎮ

例 １　 令(ｘｔ０ꎬＢｔ０)是丛代数的一个初始种子ꎬ其中 ｘｔ０
＝ (ｘ１ꎬｘ２ꎬｘ３)ꎬ Ｂｔ０

＝
０ －１ １
１ ０ －１
－１ １ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ 假设 Ｃ ＝

Ｃｔ０
＝ Ｉ３ꎬ Ｃ′＝μ２(Ｃ)ꎬ则有
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Ｃ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ　 Ｃ′＝

１ ０ ０
１ －１ ０
０ ０ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎮ

将 Ｃ、Ｃ′分别看作其列向量的集合ꎬ用 ｃｉ、ｃ′ｉ分别表示它们的第 ｉ 个列向量ꎬ ｉ∈{１ꎬ２ꎬ３}ꎬ则 Ｃ∩Ｃ′≠Ｃ ＼ {ｃ２}ꎬ
并且它们之间只有一个公共列向量ꎬ所以 Ｃ 和 Ｃ′不满足 Ｇ ￣系统中的变异条件ꎮ

４　 主要结果

本章利用相容性证明定理 ４ꎬ相关知识见文献[６]ꎮ
定义 １５　 令Ａ 是一个丛代数ꎬＧＡ 是丛代数的换位图ꎬ令 Ｕ 是一个非标记丛的子集ꎬ则由 Ｕ 决定的 ＧＡ

的面 Ｆ 是 ＧＡ 的满子图ꎬ且满足:Ｆ 中的点恰好是包含 Ｕ 作为子集的那些非标记丛ꎮ
从其定义可以看出ꎬ面 Ｆ 由子集 Ｕ 唯一决定ꎬ因此记为 ＦＵꎮ
定义 １６　 如果换位图 Ｇ 中连接任意两点之间的测地线位于包含这两点的最小面中ꎬ则称 Ｇ 具有非离

开面性ꎮ
注 １０　 测地线是指连接两点之间的最短路ꎮ
定义 １７　 令 Ｇ 是换位图ꎬ Ｆ 是 Ｇ 的面ꎬ一个映射 ｐ:Ｇ→Ｆ 是投射ꎬ如果满足

(ｐ１) ∀ｖ∈Ｇꎬ有 ｐ(ｖ)∈Ｆꎻ
(ｐ２) 当 ｖ∈Ｆꎬ则 ｐ(ｖ)＝ ｖꎻ
(ｐ３) 若 ｖ—ｗ 是 Ｇ 中的边ꎬ则 ｐ(ｖ)＝ ｐ(ｗ)或 ｐ(ｖ)—ｐ(ｗ)是 Ｆ 中的边ꎻ
(ｐ４) 若 ｖ—ｗ 是 Ｇ 中的边且 ｖ∈Ｆꎬ ｗ∉Ｆꎬ则 ｐ(ｖ)＝ ｐ(ｗ)ꎮ
引理 ２[６] 　 令 Ｇ 是换位图ꎬ如果对于 Ｇ 的每一个面 Ｆ 都存在一个投射ꎬ则 Ｇ 具有非离开面性ꎮ
下面ꎬ给出本文的主要结果ꎮ 为了证明定理 ４ꎬ首先给出如下引理ꎮ

引理 ３　 令 Ａ 是一个丛代数ꎬＧＡ 是其换位图ꎬＵ 是一个非标记丛的子集ꎮ 若[ｘｔ]
μｋ→ [ｘｔ′]是 ＧＡ 的

一条边且 Ｕ⊆[ｘｔ]ꎬ Ｕ⊈[ｘｔ′]ꎬ则 ＴＵ([ｘｔ])＝ ＴＵ([ｘｔ′])ꎮ
证明　 不妨令 Ｕ＝{ｘ１ꎻｔꎬｘ２ꎻｔꎬ􀆺ꎬｘｌꎻｔ}ꎬ则ｘｋꎻｔ∈Ｕꎮ 由引理 １(ⅲ)可知ꎬ对于[ｘｔ]、[ｘｔ′]ꎬ存在关于 ｔ 在顶点

ｔ、ｔ′处的 Ｇ￣矩阵 Ｇｔ、Ｇｔ′ꎮ 将 Ｇｔ、Ｇｔ′看作其列向量的集合ꎬ可简记为

Ｇｔ ＝{ｇ１ꎻｔꎬｇ２ꎻｔꎬ􀆺ꎬｇｎꎻｔ}ꎬ　 Ｇｔ′ ＝{ｇ１ꎻｔ′ꎬｇ２ꎻｔ′ꎬ􀆺ꎬｇｎꎻｔ′}ꎮ
由定理 ３ 可知ꎬＧｔ′ ＝μｋ(Ｇｔ)ꎬ则当 ｉ≠ｋ 时ꎬ有 ｇｉꎻｔ ＝ｇｉꎻｔ′ꎮ 令

Ｊ＝{ｇｔ(ｘｉꎻｔ) ｜ ｘｉꎻｔ∈Ｕ} ＝{ｇ１ꎻｔꎬ ｇ２ꎻｔꎬ􀆺ꎬｇｌꎻｔ}ꎬ
则有 Ｊ⊆Ｇｔꎮ 因为 Ｇｔ 到 Ｇｔ 的过渡矩阵是 Ｒｔ

ｔ ＝ Ｉｎꎬ所以对于任意满足ｇｉꎻｔ∉Ｊ 的 ｉꎬ有 Ｒｔ
ｔ的第 ｉ 个行向量是非负

向量ꎮ 由定义 １２ 可知ꎬＴＪ(Ｇｔ)＝ Ｇｔꎮ 因为ｘｋꎻｔ∈Ｕꎬ所以ｇｋꎻｔ∈Ｊꎮ 令 Ｇｔ１
＝ Ｔｇｋꎻｔ(Ｇｔ′)ꎬ证明 Ｇｔ１

＝Ｇｔꎮ 任意ｇｉꎻｔ∈

Ｇｔꎬ若 ｉ＝ ｋꎬ则由 Ｇｔ１
＝Ｔｇｋꎻｔ(Ｇｔ′)可得ꎬ ｇｋꎻｔ∈Ｇｔ１ꎮ 不妨令 ｇｋꎻｔ１

＝ｇｋꎻｔꎮ 若 ｉ≠ｋꎬ则由 Ｇｔ′ ＝μｋ(Ｇｔ)可得ꎬｇｉꎻｔ ＝ｇｉꎻｔ′∈
Ｇｔ′ꎮ 考虑 ｇｉꎻｔ关于 Ｇｔ１的线性展开

ｇｉꎻｔ ＝ ｒｔ１１ｉꎻｔ′ｇ１ꎻｔ１
＋ｒｔ１２ｉꎻｔ′ｇ２ꎻｔ１

＋􀆺＋ｒｔ１ｎｉꎻｔ′ｇｎꎻｔ１ꎮ (６)
因为 Ｇｔ１

＝Ｔｇｋꎻｔ(Ｇｔ′)ꎬ所以等式(６)中 ｇｊꎻｔ１( ｊ≠ｋ)前面的系数都是非负的ꎮ 取 Ｎ 是使得 Ｎ＋ｒｔ１ｋｉꎻｔ′>０ 的正整数ꎬ由
式(６)可得

ｇｉꎻｔ＋Ｎｇｋꎻｔ１
＝ ｒｔ１１ｉꎻｔ′ｇ１ꎻｔ１

＋ｒｔ１２ｉꎻｔ′ｇ２ꎻｔ１
＋􀆺＋(Ｎ＋ｒｔ１ｋｉꎻｔ′)ｇｋꎻｔ１

＋􀆺＋ｒｔ１ｎｉꎻｔ′ｇｎꎻｔ１ꎮ (７)
显然ꎬ出现在等式(７)中的系数都是非负的且ｇｋꎻｔ１

∈Ｇｔꎮ 对 Ｇｔ 和 Ｇｔ１应用 Ｇ ￣系统中的唯一性条件ꎬ则ｇｉꎻｔ∈

Ｇｔ１ꎮ 所以Ｇｔ⊆Ｇｔ１ꎬ由于 Ｇｔ、Ｇｔ１都是 Ｚｎ 的一组 Ｚ￣基ꎬ因此 Ｇｔ ＝Ｇｔ１
＝Ｔｇｋꎻｔ(Ｇｔ′)ꎮ 由文献[１１]的推论 ６.７ 可得

ＴＪ(Ｇｔ′)＝ Ｔｇ１ꎻｔＴｇ２ꎻｔ􀆺Ｔｇｋ－１ꎻｔＴｇｋ＋１ꎻｔ􀆺 ＴｇｌꎻｔＴｇｋꎻｔ(Ｇｔ′)
＝ Ｔｇ１ꎻｔＴｇ２ꎻｔ􀆺 Ｔｇｋ－１ꎻｔＴｇｋ＋１ꎻｔ

􀆺 Ｔｇｌꎻｔ(Ｇｔ)＝ Ｇｔꎬ

所以 ＴＪ(Ｇｔ)＝ ＴＪ(Ｇｔ′)ꎮ 由定理 ３ 可知ꎬ ＴＵ([ｘｔ])＝ ＴＵ([ｘｔ])ꎮ
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定理 ４　 对于任意一个丛代数 Ａꎬ其换位图 ＧＡ 都具有非离开面性ꎮ
证明　 由引理 ２ 可知ꎬ只需证对 ＧＡ 的任意面 Ｆ 都存在投射 ｐ:ＧＡ→Ｆ 即可ꎮ
令 Ｕ 是任意一个非标记丛的子集ꎬ ＦＵ 是由 Ｕ 决定的 ＧＡ 的面ꎬ用 ｖ(ＧＡ)、ｖ(ＦＵ)分别表示 ＧＡ、ＦＵ 的顶

点集ꎬ则由定义 １４ 知ꎬ存在映射

ｐＵ:ｖ(ＧＡ)→ｖ(ＦＵ)ꎬ
[ｘｔ] ｜→ＴＵ([ｘｔ])ꎮ

步骤 １　 证明 ｐＵ 满足定义 １７ 中的(ｐ１)ꎮ
这是很显然的结果ꎮ 对于 ｖ(ＧＡ)中任意一点[ ｘｔ]ꎬ有 ｐＵ([ ｘｔ]) ＝ ＴＵ([ ｘｔ])ꎮ 由定义 １４ 可知ꎬＵ⊆

ＴＵ([ｘｔ])ꎬ所以 ｐＵ([ｘｔ])∈ｖ(ＦＵ)ꎮ
步骤 ２　 证明 ｐＵ 满足定义 １７ 中的(ｐ２)ꎮ
当[ｘｔ]∈ｖ(ＦＵ)时ꎬ则 Ｕ⊆[ｘｔ]ꎮ 由注 ６ 可知ꎬＧｔ

ｔ ＝ Ｉｎꎬ则对任意满足ｘｉꎻｔ∉Ｕ 的 ｉꎬ有 Ｇｔ
ｔ的第 ｉ 个行向量是

非负向量ꎮ 由定义 １４ 可知ꎬ ｐＵ([ｘｔ])＝ ＴＵ([ｘｔ])＝ [ｘｔ]ꎮ
步骤 ３　 证明 ｐＵ 满足定义 １７ 中的(ｐ３)ꎮ

若[ｘｔ]
μｋ→[ｘｔ′]是 ＧＡ 的一条边ꎬ则[ｘｔ′] ＝μｋ([ｘｔ])ꎮ 不妨设 Ｕ⊆[ｘｔ１]ꎬ由引理 １(ⅲ)可知ꎬ对于[ｘｔ]、

[ｘｔ′]ꎬ存在关于 ｔ１ 在顶点 ｔ、 ｔ′处的 Ｇ￣矩阵 Ｇｔ、Ｇｔ′ꎮ 将 Ｇｔ、Ｇｔ′看作其列向量的集合ꎬ可简记为

Ｇｔ ＝{ｇ１ꎻｔꎬ ｇ２ꎻｔꎬ􀆺ꎬ ｇｎꎻｔ}ꎬ 　 Ｇｔ′ ＝{ｇ１ꎻｔ′ꎬ ｇ２ꎻｔ′ꎬ􀆺ꎬ ｇｎꎻｔ′}ꎬ
由定理 ３ 可知ꎬＧｔ′ ＝μｋ(Ｇｔ)ꎬ则当 ｉ≠ｋ 时ꎬ有 ｇｉꎻｔ ＝ｇｉꎻｔ′ꎮ 令

Ｊ＝{ｇｔ１(ｘｉꎻｔ１) ｜ ｘｉꎻｔ１
∈Ｕ} ＝{ｇ１ꎻｔ１ꎬｇ２ꎻｔ１ꎬ􀆺ꎬｇｌꎻｔ１}ꎬ

假设 Ｇｖ ＝ＴＪ(Ｇｔ)ꎬ Ｇｗ ＝ＴＪ(Ｇｔ′)ꎬ则 Ｊ⊆Ｇｖ∩Ｇｗꎮ 由文献[１１]的定理 ６.８ 知ꎬＧｖ ＝Ｇｗ 或者 Ｇｖ

μ∗→Ｇｗꎮ 根据

定理 ３ꎬ得 ＴＵ([ｘｔ])＝ ＴＵ([ｘｔ′])或者 ＴＵ([ｘｔ])
μ∗→ ＴＵ([ｘｔ′])ꎬ即 ｐＵ([ｘｔ])＝ ｐＵ([ｘｔ′])或者 ｐＵ([ｘｔ])

μ∗→
ｐＵ([ｘｔ′])是 ＦＵ 中的一条边ꎮ

步骤 ４　 证明 ｐＵ 满足定义 １７ 中的(ｐ４)ꎮ

若[ｘｔ]
μｋ→ [ｘｔ′]是 ＧＡ 的边且[ｘｔ]∈ｖ(ＦＵ)ꎬ [ｘｔ′]∉ｖ(ＦＵ)ꎬ则 Ｕ⊆[ｘｔ]ꎬ Ｕ⊈[ｘｔ′]ꎮ 由引理 ３ꎬ可得

ＴＵ([ｘｔ])＝ ＴＵ([ｘｔ′])ꎬ即 ｐＵ([ｘｔ])＝ ｐＵ([ｘｔ′])ꎮ
综上所述ꎬｐＵ 可以扩展成 ＧＡ→ＦＵ 的投射ꎬ证明完毕ꎮ
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