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基于量子逻辑的正交模格新刻画
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摘要:为了研究正交模格中正交模律新的刻画ꎬ本文从代数的视角ꎬ借助补运算给出了正交模律的等价刻画ꎮ 利用部分运算

加法和减法的互逆性给出了正交模律的等价刻画ꎮ 利用全局运算乘法和蕴涵的剩余性给出了正交模律的等价刻画ꎬ这些事实

揭示正交模律产生的内在规律ꎮ 通过例子说明正交模格上的全局运算加法和乘法都是非结合的和非交换的ꎮ
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０　 引言

正交模格是量子逻辑的典型代表ꎬ具有量子逻辑的特质ꎬ见文献[１￣２]ꎬ同时它也是分配格的推广ꎬ保留

了分配律的部分性质ꎮ 近年来ꎬ 正交模格和其他结构的关系也有广泛的研究ꎮ 文献[３]研究了各种剩余结

构之间的关系ꎬ给出了正交模格的一种新的完备化方法ꎮ 文献[４]证明了正交模格是特殊的 Ｌ￣代数ꎬ揭示了

Ｌ￣代数的量子特性ꎮ 文献[５]以正交模格为模型ꎬ提出了量子 ＭＶ￣代数ꎮ 文献[６]利用拓扑理论ꎬ证明了正

交模格与正交模空间范畴对偶等价ꎮ 文献[７]利用一个等式刻画正交模律ꎮ 在此基础上ꎬ本文利用运算的

互逆性和剩余性给出了正交模律的两个新的等价刻画ꎮ 最后从 代数的视角总结了以正交模格为代表的量

子逻辑的 ２ 个特点:运算的局部性和非结合性ꎮ 这些工作体现量子理论中量子消失和量子纠缠的机理ꎬ为非

结合和非交换代数的研究提供了具体模型ꎮ
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１　 预备知识

定义 １[８] 　 设 Ｌ 是非空集合ꎬ若其上二元运算∧ꎬ∨满足:∀ａꎬｂꎬｃ∈Ｌꎬ
(１) (结合律)(ａ∨ｂ)∨ｃ＝ａ∨(ｂ∨ｃ)ꎬ (ａ∧ｂ)∧ｃ＝ａ∧(ｂ∧ｃ)ꎻ
(２) (交换律)ａ∨ｂ＝ｂ∨ａꎬ ａ∧ｂ＝ｂ∧ａꎻ
(３) (幂等律)ａ∨ａ＝ａꎬ ａ∧ａ＝ａꎻ
(４) (吸收律)ａ∨(ａ∧ｂ)＝ ａꎬ ａ∧(ａ∨ｂ)＝ ａꎬ

则称(Ｌꎬ∧ꎬ∨)为格ꎬ格 Ｌ 上序关系≤定义如下: ａ≤ｂ 当且仅当 ａ∨ｂ ＝ ｂꎮ 若格 Ｌ 有最小元 ０ 和最大元 １ꎬ
称(Ｌꎬ≤ꎬ∧ꎬ∨ꎬ０ꎬ１)为有界格ꎮ

定义 ２[８] 　 称格 Ｌ 为分配格ꎬ若它满足分配律ꎬ即∀ａꎬｂꎬｃ∈Ｌꎬ
ａ∧(ｂ∨ｃ)＝ (ａ∧ｂ)∨(ａ∧ｃ)ꎮ

定理 １[６] 　 设 Ｌ 是格ꎬ下列条件等价:∀ａꎬｂꎬｃ∈Ｌꎬ
(１) ａ∧(ｂ∨ｃ)＝ (ａ∧ｂ)∨(ａ∧ｃ)ꎻ
(２) ａ∨(ｂ∧ｃ)＝ (ａ∨ｂ)∧(ａ∨ｃ)ꎮ
定理 ２[８] 　 Ｌ 是分配格当且仅当 Ｌ 没有 Ｍ３ 和 Ｎ５ 子格ꎬ如图 １、２ 所示ꎮ

图 １　 Ｍ３ 格
Ｆｉｇ.１　 Ｍ３ ｌａｔｔｉｃｅ

图 ２　 Ｎ５ 格
Ｆｉｇ.２　 Ｎ５ ｌａｔｔｉｃｅ

　 　 定义 ３[８] 　 设 Ｌ 是有界格ꎬａ∈Ｌꎬ若存在 ｂ∈Ｌ 满足 ａ∧ｂ＝ ０ꎬ ａ∨ｂ＝ １ꎬ称 ｂ 是 ａ 的补元ꎮ 若有界格 Ｌ 每

一个元是有补的ꎬ称 Ｌ 是有补格ꎮ
例 １　 容易验证 Ｎ５ 格是有补格ꎬ但补元不唯一ꎬ例如 ａ 补元是 ｂ 或 ｃꎮ
一个自然的问题是:在什么条件下补元是唯一的? 见下面的定理ꎮ
定理 ３[８] 　 分配格 Ｌ 中每个元素最多有一个补元ꎮ
布尔格是经典逻辑的代数语义ꎬ可以把格中∨看成逻辑“或”ꎬ格中∧看成逻辑“与”ꎬ格中补看成命题的

“否”ꎮ 根据定理 ３ꎬ布尔格的一个简洁定义如下ꎮ
定义 ４[８] 　 若 Ｌ 是有补分配格ꎬ则称 Ｌ 为布尔格ꎮ
定义 ５[８] 　 设 Ｌ 是有界格ꎬ称一元运算′:Ｌ→Ｌ 是补运算ꎬ若满足 ａ∧ａ′＝ ０ꎬ ａ∨ａ′＝ １ꎮ
在例 １ 中ꎬ有两个补运算 ｆꎬｇꎬ它们分别是 ｆ(０)＝ １ꎬ ｆ(ａ)＝ ｂꎬ ｆ(ｃ)＝ ａꎬ ｆ(ｂ)＝ ａꎬ ｆ(１)＝ ０ꎬ ｇ(０)＝ １ꎬ

ｇ(ａ)＝ ｃꎬ ｇ(ｃ)＝ ａꎬ ｇ(ｂ)＝ ａꎬ ｇ(１)＝ ０ꎮ
为了让补运算有更好的性质ꎬ例如补运算是对合的ꎬ补运算有 ＤｅＭｏｒｇａｎ 律ꎬ下面给出正交补的定义ꎮ
定义 ６[８] 　 设 Ｌ 是有界格ꎬ称补运算′:Ｌ→Ｌ 是正交补运算ꎬ若它满足:
(１) 若 ａ≤ｂꎬ则 ｂ′≤ａ′ꎻ
(２) ａ″＝ａꎮ
定义 ７[８] 　 正交格是具有正交补的有界格ꎮ
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图 ３　 Ｏ６ 格
Ｆｉｇ.３　 Ｏ６ ｌａｔｔｉｃｅ

　 　 容易验证正交格满足 ＤｅＭｏｒｇａｎ 律ꎬ即(ａ∧ｂ) ′＝ａ′∨ｂ′ꎻ (ａ∨ｂ) ′＝ａ′∧ｂ′ꎮ
例 ２[１] 　 令 ０′＝ １ꎬ ａ′ ＝ ｄꎬ ｃ′ ＝ ｂꎬ ｂ′ ＝ ｃꎬ ｄ′ ＝ ａꎬ １′ ＝ ０ꎬ容易验证 Ｏ６ 格是正交

格ꎬ但显然不是分配格ꎬ如图 ３ 所示ꎮ
　 　 定义 ８[１] 　 正交模格 Ｌ 是满足正交模律的正交格ꎬ这里正交模律是指∀ａꎬｂ∈
Ｌꎬ ａ≤ｂ⇒ｂ＝ａ∨(ｂ∧ａ′)ꎮ

希尔伯特空间是正交模格的主要模型ꎮ 下面利用希尔伯特空间说明正交模律

的几何意义ꎮ 在三维空间中ꎬｘ 表示过原点的直线ꎬｙ 表示含有直线 ｘ 的平面ꎬ即
ｘ≤ｙꎬ ｙ 平面可以由直线 ｘ 和 ｙ 平面的另一条直线 ｙ∩ｘ′(这条直线与直线 ｘ 是正

交的)张成ꎬ即 ｙ＝ ｘ∨(ｙ∧ｘ′)ꎮ
例 ３　 正交格 Ｏ６(见例 ２)不是正交模格ꎬ因为 ａ≤ｃ 但 ｃ≠ａ∨(ｃ∧ａ′)ꎮ
定义 ９[１] 　 设 Ｌ 是正交模格ꎬａꎬｂ∈Ｌꎬ若( ａ∧ｂ)∨( ａ′∧ｂ) ＝ ｂꎬ则称 ａ 与 ｂ

是可换的ꎮ
定理 ４[１] 　 设 Ｌ 是正交模格ꎬａꎬｂ∈Ｌꎬ ａ 与 ｂ 是可换的当且仅当(ａ∨ｂ′)∧ｂ≤ａꎮ

２　 主要结果

在例 １ 中ꎬａ 的补元可以是 ｂꎬ但 ｂ 不是集合{ｘ∈Ｌ ｜ ｘ∧ａ＝ ０}的极大元ꎮ 在例 ２ 中ꎬｃ 的补元可以是 ｂꎬ但
ｂ 不是集合{ｘ∈Ｌ ｜ ｘ∧ｃ＝ ０}的极大元ꎮ 从例 １ 和例 ２ 可知ꎬ一方面补元未必是极大的ꎻ另一方面ꎬ布尔格是

经典逻辑的代数语义ꎬ满足原命题和否命题有且只有一个是真命题ꎬ即 ａ∨ａ′＝ １ 且 ａ∧ａ′＝ ０ꎬ因此ꎬ当我们

要突破经典逻辑ꎬ设计一种非经典逻辑时ꎬ既要保留每个命题有否命题ꎬ又要否命题是极大的ꎮ 根据定理 ３ꎬ
这样的非经典逻辑的代数语义一般不是分配格ꎬ即需要设计一类正交格ꎬ它们未必满足分配律ꎬ但补元是极

大的ꎮ 由于经典逻辑代数语义是有补分配格ꎬ从而我们设计的这类正交格ꎬ其对应的逻辑是对经典逻辑的突

破ꎮ 为此ꎬ给出如下定理ꎮ
定理 ５　 设 Ｌ 是正交格ꎬ对任意的 ａ∈Ｌꎬ ａ′是集合{ｘ∈Ｌ ｜ ｘ∧ａ＝ ０}的极大元当且仅当 Ｌ 满足正交模律ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 下证当 ａ≤ｂ 时ꎬ有 ａ∨(ａ′∧ｂ)＝ ｂꎮ 由条件知 ｂ′是{ｘ∈Ｌ ｜ ｘ∧ｂ ＝ ０}的极大元ꎬ下证[ａ∨

(ａ′∧ｂ)] ′是{ｘ∈Ｌ ｜ ｘ∧ｂ＝ ０}的元素ꎮ 由 ＤｅＭｏｒｇａｎ 律知[ａ∨(ａ′∧ｂ)] ′∧ｂ＝(ａ′∧ｂ)∧(ａ′∧ｂ) ′＝ ０ꎮ 显然

ａ∨(ａ′∧ｂ)≤ｂꎬ从而由[ａ∨(ａ′∧ｂ)] ′≥ｂ′和 ｂ′极大性知[ａ∨(ａ′∧ｂ)] ′＝ｂ′ꎬ即 ａ∨(ａ′∧ｂ)＝ ｂꎮ
⇐ꎮ 令 Ａ＝{ｘ∈Ｌ ｜ ｘ∧ａ＝ ０}ꎬ则 ａ′∈Ａꎮ 对任意 ｂ∈Ａꎬ且 ａ′≤ｂꎬ下证 ａ′＝ ｂꎮ 由条件知 ａ′∨(ｂ∧ａ)＝ ｂꎬ

由 ｂ∈Ａ 知 ｂ∧ａ＝ ０ꎬ所以 ａ′＝ｂꎮ
定理 ６[１] 　 设 Ｌ 是正交模格ꎬａ∈Ｌꎬ则 ａ 的补元构成的集合等于{(ｘ∧(ｘ′∨ａ′))∨(ｘ′∧ａ′) ｜ ｘ∈Ｌ}ꎮ
从定理 ５、６ 可知ꎬ正交模格的补元具有极大性ꎬ但不唯一ꎮ 正交模格是布尔格的推广ꎬ那么布尔格中补

元具有什么性质呢? 为此ꎬ给出下面定理ꎮ
定理 ７　 设 Ｌ 是正交格ꎬ对任意的 ａ∈Ｌꎬ ａ′是集合{ｘ∈Ｌ ｜ ｘ∧ａ＝ ０}的最大元当且仅当 Ｌ 是布尔格ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 利用反证法证明必要性ꎮ 假设 Ｌ 不是布尔格ꎬ从而也不是分配格ꎬ由定理 ２ 知ꎬ存在 ３ 个不

同元素 ａꎬｂꎬｃ∈Ｌ 满足 ａ∧ｂ＝ａ∧ｃ ＝ ａ０ꎻ ａ∨ｂ ＝ ａ∨ｃ ＝ ａ１ꎮ ａ′是集合{ｘ∈Ｌ ｜ ｘ∧ａ ＝ ０}的最大元知 ａ′是集合

{ｘ∈Ｌ ｜ ｘ∧ａ＝ ０}的极大元ꎬ从而由定理 ５ 知正交模律成立ꎮ 因此 ｂ∨[ａ′１∨(ａ∧ａ′０)] ＝ ｂ∨ａ０∨[ａ′１∨(ａ∧
ａ′０)] ＝ｂ∨ａ′１∨ａ＝ａ１∨ａ′１ ＝ １ꎬ同时 ｂ∧[ａ′１∨(ａ∧ａ′０)] ＝ ｂ∧ａ１∧[ａ′１∨(ａ∧ａ′０)] ＝ ｂ∧ａ∧ａ′０ ＝ ａ０∧ａ′０ ＝ ０ꎮ 这

说明 ｂ 是 ａ′１∨(ａ∧ａ′０)的补元ꎬ因此 ｂ 是集合{ｘ∈Ｌ ｜ ｘ∧[ａ′１∨(ａ∧ａ′０)] ＝ ０}的最大元ꎮ 类似地ꎬ证明 ｃ 是

ａ′１∨(ａ∧ａ′０)的补元ꎬ因此 ｃ 也是集合{ｘ∈Ｌ ｜ ｘ∧[ａ′１∨(ａ∧ａ′０)] ＝ ０}的最大元ꎮ 因此 ｂ ＝ ｃꎬ这与假设矛盾ꎬ
从而 Ｌ 是分配格ꎮ 因此 Ｌ 是布尔格ꎮ

⇐ꎮ 下面证明 ａ′是{ｘ∈Ｌ ｜ ｘ∧ａ＝ ０}的最大元ꎮ 假设 ｂ∧ａ＝ ０ꎬ下证 ｂ≤ａ′ꎮ 由于 Ｌ 是分配格ꎬｂ ＝ ｂ∧１＝
ｂ∧(ａ∨ａ′)＝ (ｂ∧ａ)∨(ｂ∧ａ′)＝ ０∨(ｂ∧ａ′)＝ ｂ∧ａ′ꎮ

由定理 ７ 可知ꎬ布尔代数本质是补元具有最大性ꎬ当把补元具有最大性松弛为补元具有极大性时ꎬ布尔

代数也就被推广为正交模格ꎮ 这既是布尔代数与正交模格的区别ꎬ又是布尔代数与正交模格的联系ꎮ 因此ꎬ
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从补元的视角更容易看清布尔代数与正交模格的关系ꎮ
设 Ｌ 是正交格ꎬ若 ｘ≤ｙ′ꎬ则称 ｘ 与 ｙ 是正交的ꎬ记为 ｘ⊥ｙꎮ 定义 ｘ＋ｙ ＝ ｘ∨ｙꎬ若 ｘ⊥ｙꎬ其他情况无定义ꎮ

定义 ｘ－ｙ＝ ｘ∧ｙ′ꎬ若 ｘ≥ｙꎻ其他情况无定义ꎮ 根据这些运算ꎬ下面给出正交模律的另外一个刻画ꎮ
定理 ８　 设 Ｌ 是正交格ꎬ正交模律成立充要条件是 ａ＋ｂ＝ ｃ 当且仅当 ａ＝ ｃ－ｂꎮ
证明　 ⇒ꎮ 设 ａ＋ｂ＝ ｃꎬ说明 ａ≤ｂ′且 ａ∨ｂ ＝ ｃꎬ从而 ｃ≥ｂꎮ 根据减法的定义和正交模律可得ꎬｃ－ｂ ＝ ｃ∧

ｂ′＝(ａ∨ｂ)∧ｂ′ ＝ ａꎮ 设 ａ ＝ ｃ－ｂꎬ这说明 ｃ≥ｂ 且 ｃ∧ｂ′ ＝ ａꎬ因此 ａ≤ｂ′ꎮ 根据加法的定义和正交模律可得

ａ＋ｂ＝ａ∨ｂ＝(ｃ∧ｂ′)∨ｂ＝ ｃꎮ
⇐ꎮ 设 ａ≤ｂ′ꎬ下证 ａ∨(ａ′∧ｂ′)＝ ｂ′ꎮ 因为 ａ≤ｂ′ꎬ所以存在 ｃ 满足 ｂ＋ａ ＝ ａ∨ｂ ＝ ｃꎬ这说明 ｃ′ ＝ ａ′∧ｂ′ꎮ

因此由条件知[ａ∨(ａ′∧ｂ′)] ′＝(ａ∨ｃ′) ′＝ａ′∧ｃ＝ ｃ－ａ＝ｂꎮ 证明了 ａ∨(ａ′∧ｂ′)＝ ｂ′ꎮ
正交格上的加法“ ＋”是局部运算ꎬ现在将局部运算“ ＋”扩展为全局运算⊕ꎬ 具体定义如下: ａ⊕ｂ ＝

(ａ∧ｂ′)＋ｂꎬ ａ ｂ＝(ａ′∧ｂ)＋ａꎮ 为讨论这些运算在正交模格中的性质ꎬ下面首先介绍正交模格的重要计算

工具———Ｆｏｕｌｉｓ－Ｈｏｌｌａｎｄ 定理ꎮ
定理 ９[１] 　 设 Ｌ 是正交模格ꎬａꎬｂꎬｃ∈Ｌꎬ若 ａ 与 ｂꎬａ 与 ｃ 可换ꎬ则由{ａꎬｂꎬｃ}生成 Ｌ 的分配子格ꎮ
命题 １　 设 Ｌ 是正交模格ꎬａꎬｂ∈Ｌꎮ ａ⊕ｂ＝ｂ⊕ａ 当且仅当 ａ 与 ｂ 是可换的ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 由 ａ⊕ｂ＝ｂ⊕ａ 知(ａ∧ｂ′)∨ｂ＝(ｂ∧ａ′)∨ａꎮ 等式两边取补得(ａ′∨ｂ)∧ｂ′＝(ｂ′∨ａ)∧ａ′≤ａ′ꎬ

由可换性的刻画(见定理 ４)知 ａ′与 ｂ′可换ꎬ从而容易验证 ａ 与 ｂ 是可换的ꎮ
⇐ꎮ 当 ａ 与 ｂ 可换时ꎬｂ 与 ｂ′可换恒成立ꎬ由定理 ９ 知ꎬａꎬｂꎬｂ′满足分配律ꎬ从而(ａ∧ｂ′)∨ｂ＝ (ａ∨ｂ)∧

(ｂ′∨ｂ)＝ ａ∨ｂꎮ 同理(ｂ∧ａ′)∨ａ＝(ａ∨ｂ)∧(ａ′∨ａ)＝ ａ∨ｂꎬ因此 ａ⊕ｂ＝ｂ⊕ａꎮ
推论 １　 设 Ｌ 是正交模格ꎬａꎬｂ∈Ｌꎬ ａ⊕ｂ＝ａ ｂ 当且仅当 ａ 与 ｂ 是可换的ꎮ
推论 ２　 设 Ｌ 是正交模格ꎬａꎬｂ∈Ｌꎬ ａ⊕ｂ＝ａ∨ｂ 当且仅当 ａ 与 ｂ 是可换的ꎮ
上面的定理说明ꎬ当局部运算“＋”扩展为全局运算⊕时ꎬ交换律一般不成立ꎮ 由定理 ９ 容易证明正交模

格 Ｌ 上的⊕满足交换律当且仅当 Ｌ 是布尔格ꎮ

　 图 ４　 正交模格 １
Ｆｉｇ.４　 Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｍｏｄｕｌａｒ ｌａｔｔｉｃｅ １

　 　 下面进一步研究正交模格中⊕的运算性质ꎬ下面的例子说明ꎬ运算⊕
不满足交换律ꎬ也不满足结合律ꎮ

例 ４　 令 ０′＝ １ꎬ ａ′＝ ｆꎬ ｂ′＝ｇꎬ ｃ′＝ｈꎬ ｄ′＝ ｉꎬ ｅ′＝ ｊꎬ容易验证下面的格

是正交模格ꎬ如图 ４ 所示ꎮ 但运算⊕不满足交换律ꎬ因为 ｄ⊕ａ ＝ ａ≠ｄ ＝
ａ⊕ｄꎮ 同时运算⊕不满足结合律ꎬ因为 ｂ⊕(ｄ⊕ａ)＝ ｈ≠ａ＝(ｂ⊕ｄ)⊕ａꎮ

下面定义正交格上的全局运算———乘法: ａ☉ｂ ＝ (ａ′⊕ｂ′) ′ꎬ ａ ｂ ＝
(ａ′ ｂ′) ′ꎮ 定义正交格上的全局运算ꎬ箭头: ａ→ｂ ＝ ｂ⊕ａ′ꎮ 容易验证

ａ☉ｂ＝(ａ∨ｂ′)∧ｂꎬ ａ ｂ＝(ａ′∨ｂ)∧ａꎬ ａ→ｂ ＝ (ｂ∧ａ)∨ａ′ꎬ其中 ａ☉ｂ、
ａ→ｂ分别称为 Ｓａｓａｋｉａｎ 乘法、Ｓａｓａｋｉａｎ 箭头ꎮ 下面给出正交模律的第三类

刻画ꎮ
定理 １０　 设 Ｌ 是正交格ꎬ正交模律成立充要条件是 ｃ☉ａ≤ｂ 当且仅

当 ｃ≤ａ→ｂ(∀ａꎬｂꎬｃ∈Ｌ)ꎮ
证明　 ⇒ꎮ 设 ｃ☉ａ≤ｂꎬ则(ｃ∨ａ′)∧ａ≤ｂꎬ从而(ｃ∨ａ′)∧ａ≤ｂ∧ａꎬ

因此 ａ′∨[(ｃ∨ａ′)∧ａ]≤ａ′∨(ｂ∧ａ)ꎮ 由于正交模律成立ꎬ有 ａ′∨[( ｃ∨ａ′)∧ａ] ＝ ｃ∨ａ′ꎬ因此 ｃ≤ａ′∨
(ｂ∧ａ)ꎬ即 ｃ≤ａ→ｂꎮ

设 ｃ≤ａ→ｂꎬ则 ｃ≤ａ′∨(ｂ∧ａ)ꎬ从而 ｃ∨ａ′≤ａ′∨(ｂ∧ａ)ꎬ因此(ｃ∨ａ′)∧ａ≤[ａ′∨(ｂ∧ａ)]∧ａꎮ 由正

交模律成立知[ａ′∨(ｂ∧ａ)]∧ａ＝ｂ∧ａ≤ｂꎬ从而(ｃ∨ａ′)∧ａ≤ｂꎬ即 ｃ☉ａ≤ｂꎮ
⇐ꎮ 下证当 ａ≤ｂ 时ꎬ有 ａ∨(ａ′∧ｂ)＝ ｂꎮ 显然 ａ∨(ａ′∧ｂ)≤ｂꎬ只需证明 ｂ≤ａ∨(ａ′∧ｂ)＝ ａ′→ｂꎮ 根据

条件只需证明 ｂ☉ａ′≤ｂꎬ根据乘法定义 ｂ☉ａ′＝(ｂ∨ａ)∧ａ′＝ｂ∧ａ′≤ｂꎮ
类似地ꎬ可以证明如下定理ꎮ
定理 １１　 设 Ｌ 是正交格ꎬ正交模律成立充要条件是 ａ ｃ≤ｂ 当且仅当 ｃ≤ａ→ｂ(∀ａꎬｂꎬｃ∈Ｌ)ꎮ
根据☉定义、命题 １ 和推论 ２ 可得:
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命题 ２　 设 Ｌ 是正交模格ꎬａꎬｂ∈Ｌꎬ则
　 　 (１) ａ☉ｂ＝ｂ☉ａ 当且仅当 ａ 与 ｂ 是可换的ꎻ
　 　 (２) ａ☉ｂ＝ａ∧ｂ 当且仅当 ａ 与 ｂ 是可换的ꎮ

例 ５　 令 ０′＝ １ꎬ ａ′＝ｇꎬ ｂ′＝ｈꎬ ｃ′＝ ｉꎬ ｄ′＝ ｊꎬ ｅ′ ＝ ｋꎬ ｆ ′ ＝ｍꎬ容易验证下面的格是正交模格ꎬ如图 ５ 所示ꎮ
但☉不满足交换律:ａ☉ｊ＝ ｊ≠ａ＝ ｊ☉ａꎮ 同时☉不满足结合律: ａ☉(ｃ☉ｆ)＝ ｆ≠０＝(ａ☉ｃ)☉ｆꎮ

图 ５　 正交模格 ２
Ｆｉｇ.５　 Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｍｏｄｕｌａｒ ｌａｔｔｉｃｅ ２

３　 结论与展望

本文从代数的视角重建了正交模格理论ꎬ给出了正交模律和运算交换性的刻画ꎮ 利用否运算的极大

性、加法和减法互逆性与乘法和蕴涵的剩余性刻画了正交模律ꎮ 这些工作揭示了正交模律的内在规律ꎬ
并且根据实际的需求设计相应的公理系统ꎮ 在正交模格中 ２ 个元素可换的概念是抽象的ꎬ本文利用加法

运算的交换性和乘法运算的交换性对元素可换性分别进行了刻画ꎮ 同时通过例子说明正交模格的加法

运算和乘法运算一般是非可换的和非结合的ꎬ说明量子逻辑和量子计算的内在规律ꎮ 如何把量子逻辑和

模糊逻辑统一到一种框架下是今后的一个研究课题ꎮ
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