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一阶逻辑中的近似推理与强近似推理 

袁一丹ꎬ惠小静*ꎬ王前
(延安大学数学与计算机科学学院ꎬ 陕西 延安 ７１６０００)

摘要:利用伪距离定义一阶逻辑度量空间中 ３ 种不同的近似推理模式ꎬ证明 ３ 者之间的等价性ꎬ给出了一种基于相似度的近似

推理模式 Γ δαꎬ研究了该推理模式与前 ３ 种推理模式之间的关系ꎬ最后提出了强近似推理模式ꎮ
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０　 引言

　 　 近似推理理论是数理逻辑在应用方面的一个研究热点ꎬ国内外学者对其进行了大量的研究ꎬ取得了丰富

的研究成果ꎮ 王国俊等[１]基于势为 ２ 的均匀概率空间的无穷乘积ꎬ定义了经典二值命题逻辑公式的真度ꎮ
在 Łｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ ｎ 值命题逻辑中ꎬ王国俊等[２]中给出了公式的真度概念并引发了一系列后续研究[３￣９]ꎬ逐步形

成了计量逻辑学[１０]ꎮ 王国俊[１１]利用真度进一步定义了相似度和伪距离ꎬ研究了逻辑理论的发散度与相容

度ꎬ提出了三种基于伪距离的近似推理机制ꎬ将近似推理研究展开到经典逻辑度量空间中ꎮ 惠小静等[１２] 利

用自然数集 Ｎ 上的随机数列ꎬ在经典命题逻辑系统中引入了 Ｄ￣真度的概念ꎬ建立了 Ｄ￣逻辑度量空间中 ３ 种

不同类型的近似推理模式ꎬ初步讨论了它们之间的关系ꎻ文献[１３￣１５]对几种命题逻辑系统中的近似推理及

其等价性进行了深入地研究ꎮ
　 　 文献[１６￣１７]借助相似度提出了经典命题逻辑系统中的 ２ 种近似推理模式ꎮ 目前ꎬ对于命题逻辑的计量

化研究主要基于语义理论ꎬ由于一阶语言解释的任意性超出了集合的范畴ꎬ导致一阶逻辑语义理论的复杂程

度远远超过命题逻辑ꎬ从而使得基于语义方法构建一阶逻辑公式的真度理论非常困难ꎮ 文献[１８]将计量逻

辑学引入到一阶逻辑中ꎬ从语构角度定义了一类一阶逻辑公式的公理化真度ꎮ 本文基于一阶逻辑公式之间

的伪距离提出了 ３ 种不同类型的近似推理模式ꎬ研究了 ３ 者之间的关系ꎮ 借助相似度给出了新的近似推理

模式 Γ δαꎬ即若 Γ 无法推出 αꎬ但 Γ 可推出一个与 α 的相似度大于等于 δ 的 βꎬ其中 δ∈[０ꎬ１]ꎬ则认为 Γ
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在 δ 程度上推出 αꎬ研究了该推理模式与前 ３ 种推理模式之间的关系ꎬ最后提出了强近似推理模式ꎮ

１　 预备知识

　 　 设 Φ 为全体不含函数符号的一阶闭逻辑公式之集ꎬα、 β、γ 等表示 Φ 中的一阶逻辑公式ꎮ
定义 １[１８] 　 称映射 τ: Φ→[０ꎬ１]为公理化真度映射ꎬ若:

(１) 不出现相同谓词符号的 Ｎ 个文字的完全闭包的合取的真度等于
１
２Ｎꎻ

(２) 若 α 是 Φ 中的定理ꎬ则 τ(α)＝ １ꎻ
(３) τ(¬ α)＝ １－τ(α)ꎬ α∈Φꎻ
(４) τ(α→β)＝ １＋τ(α)＝ τ(β→α)＋τ(β)ꎬ αꎬ β∈Φꎻ
(５) τ(ｃｌ(¬ Ｑ))＝ １－τ(ｃｌＱ)ꎻ
(６) 在计算公式的真度时ꎬ其中原子公式中的变元可以相互替换ꎮ

　 　 当 α∈Φ 时ꎬτ(α)叫做 α 的公理化真度ꎬ简称为 α 的 τ￣真度或真度ꎮ
命题 １[１８] 　 真度映射 τ 有以下性质:
(１) 若 α 是矛盾式ꎬ则 τ(α)＝ ０ꎻ
(２) 若 α 和 β 逻辑等价ꎬ则 τ(α)＝ τ(β)ꎻ
(３) 若 τ(α→β)＝ １ꎬ则 τ(α)≤τ(β)ꎻ
(４) 若 τ(α)≥ａꎬ τ(α→β)≥ｂꎬ则 τ(β)≥ａ＋ｂ－１ꎻ
(５) τ(α→β)≥ａꎬ τ(β→γ)≥ｂꎬ则 τ(α→γ)≥ａ＋ｂ－１ꎻ
(６) τ(α→γ)≥τ(α→β)＋τ(β→γ)－１ꎻ
(７) τ(α→γ)≥τ(α→β)＋τ(β→γ)－１ꎮ
定义 ２[１８] 　 设 αꎬ β∈Φꎬ则 α 与 β 之间的相似度定义为

ξ(αꎬ β)＝ τ((α→β)∧(β→α))ꎮ
命题 ２[１８] 　 设 αꎬ β∈Φꎬ则
(１) 如果 α 和 β 逻辑等价ꎬ那么 ξ(αꎬβ)＝ １ꎬ反之不成立ꎻ
(２) ξ(αꎬβ)＝ τ(α→β)＋τ(β→α)－１ꎮ
定义 ３[１８] 　 设 αꎬ β∈Φꎬ令

ρ(αꎬ β)＝ １－ξ(αꎬ β)ꎬ
称 ρ 是 Φ 上的伪距离ꎬ称(Φꎬ ρ)是逻辑度量空间ꎮ
　 　 推论 １　 ρ(α∨βꎬα)＝ １－τ(β→α)ꎮ
　 　 证明　 由命题 ２(２)得

ρ(α∨βꎬα)＝ １－ξ(α∨βꎬα)＝ １－(τ(α∨β→α)＋τ(α→α∨β)－１)
＝ １－τ(α∨β→α)＝ １－τ(β→α)ꎮ

定义 ４[１１] 　 设 Γ⊂Φꎬ α∈Φꎬ从 Γ 到 α 的推演是一个有限的公式序列 α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｍꎬ其中 αｍ ＝ αꎬ对
∀ｉ≤ｍꎬ αｉ 为公理ꎬ或αｉ∈Γꎬ 或 αｉ 是由前面的公式运用分离规则或推广规则得到ꎬα 叫做 Γ￣结论ꎬ记作

Γ αꎮ Γ 的全体结论之集记作 Ｄ(Γ)ꎬ若 Ｄ(Γ)＝ Γꎬ则称 Γ 是逻辑闭理论ꎻ若 Γ 推不出矛盾式ꎬ则称 Γ 是

相容理论ꎮ
推论 ２[１１] 　 设 Γ∪{α} β 且 α 为闭公式ꎬ则 Γ α→βꎮ

２　 (Φꎬ ρ)中的近似推理

借助一阶逻辑公式之间的伪距离ꎬ提出了(Φꎬρ)中 ３ 种不同类型的近似推理机制ꎬ证明了三者之间的等

价性ꎮ
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　 　 定义 ５　 设 α∈Φꎬ Γ⊂Φꎬ μ>０ꎬ
(１) 如果

ρ(αꎬＤ(Γ))＝ ｉｎｆ{ρ(αꎬβ) ｜ β∈Ｄ(Γ)}< μꎬ
则称 α 为 Γ 的Ⅰ￣型误差小于 μ 的结论ꎬ记作 α∈Ｄ１

μ(Γ)ꎻ
(２) 如果

１－ｓｕｐ{τ(β→α) ｜ β∈Ｄ(Γ)}< μꎬ
则称 α 为 Γ 的Ⅱ￣型误差小于 μ 的结论ꎬ记作 α∈Ｄ２

μ(Γ)ꎻ
(３) 如果

ｉｎｆ{Ｈ(Ｄ(Γ)ꎬＤ(Σ)) ｜Σ⊂Φꎬ Σ α}< μꎬ
则称 α 为 Γ 的Ⅲ￣型误差小于 μ 的结论ꎬ记作 α∈Ｄ３

μ(Γ)ꎮ
注 １　 (Ｘꎬρ)是距离空间ꎬ ｘ∈Ｘꎬ Ｐ 和 Ｑ 是 Ｘ 的非空子集ꎬ令

ρ(ｘꎬＱ)＝ ｉｎｆ{ρ(ｘꎬｙ) ｜ ｙ∈Ｑ}ꎬ
Ｈ∗(ＰꎬＱ)＝ ｓｕｐ{ρ(ｘꎬＱ) ｜ ｘ∈Ｐ}ꎬ
Ｈ(ＰꎬＱ)＝ Ｈ∗(ＰꎬＱ)∨Ｈ∗(ＱꎬＰ)ꎬ

称 Ｈ(ＰꎬＱ)为 Ｐ 与 Ｑ 之间的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 距离ꎮ
例 １　 设 ＡꎬＢ 是不同的一元谓词符号ꎬΓ＝{¬ (∀ｘ)Ａ(ｘ)∨(∀ｙ)Ｂ(ｙ)}ꎬ α＝¬ (∀ｘ)Ａ(ｘ)ꎬ估计 α 为

Γ 的Ⅰ￣型结论的误差ꎮ
解　 令 ｐ＝¬ (∀ｘ)Ａ(ｘ)ꎬ ｑ＝(∀ｙ)Ｂ(ｙ)ꎬ则 Γ＝{ｐ∨ｑ}ꎮ
首先 α∉Ｄ(Γ)ꎮ 若 α∈Ｄ(Γ)ꎬ则{ｐ∨ｑ} ｐꎬ由推论 ２ 有 ｐ∨ｑ→ｐꎬ但 ｐ∨ｑ→ｐ 不是逻辑有效的ꎬ故

假设不成立ꎬα∉Ｄ(Γ)ꎮ
又 ｐ∨ｑ∈Ｄ(Γ)且 ρ(αꎬｐ∨ｑ)＝ ρ(ｐꎬｐ∨ｑ)＝ １－ξ(ｐꎬｐ∨ｑ)＝ １－τ(ｐ∨¬ ｑ)＝ τ(¬ ｐ∧ｑ)＝ τ((∀ｘ)Ａ(ｘ)∧

(∀ｙ)Ｂ(ｙ))＝ １
２２ ＝ ０.２５ꎬ即 ρ(αꎬＤ(Γ))＝ ｉｎｆ{ρ(αꎬβ) ｜ β∈Ｄ(Γ)}≤ρ(αꎬｐ∨ｑ)＝ ０.２５ꎬ故 α 是 Γ 的Ⅰ￣型误

差小于 ０.２５ 的结论ꎮ
命题 ３　 设 α∈Φꎬ Γ⊂Φꎬ μ>０ꎬ若 α∈Ｄ１

μ(Γ)ꎬ则 α∈Ｄ２
μ(Γ)ꎮ

证明　 若 α∈Ｄ１
μ(Γ)ꎬ由定义 ５(１)知ꎬ∃β０∈Ｄ(Γ)ꎬ使得 ρ(αꎬβ０) <μꎬ则 ρ(αꎬβ０)＝ １－τ((α→β０)∧

(β０→α))≥１－τ(β０→α)ꎬ因此 １－ｓｕｐ{τ(β→α) ｜ β∈Ｄ(Γ)}≤１－τ(β０→α)<μꎬ从而 α∈Ｄ２
μ(Γ)ꎮ

命题 ４　 设 α∈Φꎬ Γ⊂Φꎬ μ>０ꎬ若 α∈Ｄ２
μ(Γ)ꎬ则 α∈Ｄ３

μ(Γ)ꎮ
证明　 若 α∈Ｄ２

μ(Γ)ꎬ则∃β０∈Ｄ(Γ)ꎬ使得 １－τ(β０→α)< μꎬ由 β０→(β０∨α)和 ＭＰ 规则知(β０∨α)∈
Ｄ(Γ)ꎬ再由推论 １ꎬ得

ρ(αꎬＤ(Γ))≤ρ(αꎬβ０∨α)＝ １－τ(β０→α)< μꎮ (１)
令 Σ０ ＝Γ∪{α}ꎬ则Σ０⊂Φꎬ Σ０ αꎬ Ｄ(Γ)⊂Ｄ(Σ０)ꎮ
(ⅰ) 对∀β∈Ｄ(Γ)都有 ρ(βꎬＤ(Σ０))＝ ０ꎬ从而

Ｈ０(Ｄ(Γ)ꎬ Ｄ(Σ０))＝ ｓｕｐ{ρ(βꎬＤ(Σ０)) ｜ β∈Ｄ(Γ)} ＝ ０<μꎮ (２)
(ⅱ) 设α０∈Ｄ(Σ０)ꎬ对∀β∈Ｄ(Γ)ꎬ存在闭公式集{β１ꎬβ２ꎬ􀆺ꎬβｍ}⊂Γꎬ使得{β１ꎬβ２ꎬ􀆺ꎬβｍ} βꎻ存在闭

公式集{β１ꎬβ２ꎬ􀆺ꎬβｎ}⊂Γꎬ使{β１ꎬβ２ꎬ􀆺ꎬβｎꎬα} α０ꎬ由推论 ２ 得ꎬ β１∧β２∧􀆺∧βｍ→βꎬ β１∧β２∧􀆺∧
βｎ∧α→α０ꎮ 令 β０ ＝β∗∨α０ꎬ其中 β∗ ＝β１∧􀆺∧βｍ∧β１∧􀆺∧βｎ∧αꎬ β∗为闭公式ꎬ则 β∗→βꎬ β∗→α０ꎬ进
而 β∗→β∗∧α０ꎬ β∗∧α→ β􀆽∧α０ꎬ β０∈Ｄ(Γ)ꎬ

ρ(α０ꎬ β０)＝ ρ(α０ꎬ β∗∨α０)＝ １－τ(β∗→α０)＝ １－τ(β∗→β∗∧α０)
≤１－τ(β∗→β∗∧α)＝ １－τ(β∗→α)
≤１－τ(β→α)≤１－τ((β→α)∧(α→β))
＝ ρ(αꎬβ)ꎬ

则 ρ(α０ꎬＤ(Γ))≤ρ(αꎬＤ(Γ))ꎮ 由式(１)得
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Ｈ０(Ｄ(Σ０)ꎬＤ(Γ))＝ ｓｕｐ{ρ(α０ꎬＤ(Γ)) ｜α０∈Ｄ(Σ０)}≤ρ(αꎬＤ(Γ))< μꎬ (３)
由式(２)、(３)得

Ｈ(Ｄ(Γ)ꎬＤ(Σ０))＝ ｍａｘ{Ｈ０(Ｄ(Γ)ꎬＤ(Σ０))ꎬＨ０(Ｄ(Σ０)ꎬＤ(Γ))}< μꎬ
进而ꎬ

ｉｎｆ{Ｈ(Ｄ(Γ)ꎬＤ(Σ)) ｜Σ⊂ΦꎬΣ α}≤Ｈ(Ｄ(Γ)ꎬＤ(Σ０))< μꎬ
因此 α∈Ｄ３

μ(Γ)ꎮ
命题 ５　 设 α∈Φꎬ Γ⊂Φꎬ μ>０ꎬ若 α∈Ｄ３

μ(Γ)ꎬ则 α∈Ｄ１
μ(Γ)ꎮ

证明　 若 α∈Ｄ３
μ(Γ)ꎬ由定义 ５(３)知存在一阶闭逻辑公式集 Σ０⊂Φꎬ使得 Ｈ(Ｄ(Γ)ꎬＤ(Σ０)) <μꎬ

Σ０ αꎮ
根据 Σ０ α 有 α∈Ｄ(Σ０)ꎬ由 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 距离的定义得 ｉｎｆ{ ρ(αꎬβ) ｜ β∈Ｄ(Γ)} ＝ ρ(αꎬＤ(Γ))≤

Ｈ(Ｄ(Γ)ꎬＤ(Σ０))< μꎬ从而 α∈Ｄ１
μ(Γ)ꎮ

由命题 ３~５ 知ꎬ定义 ５ 中的 ３ 种近似推理模式是等价的ꎬ有如下结论ꎮ
命题 ６　 设 α∈Φꎬ Γ⊂Φꎬ μ>０ꎬ则 α∈Ｄ１

μ(Γ)当且仅当 α∈Ｄ２
μ(Γ)当且仅当 α∈Ｄ３

μ(Γ)ꎮ

３　 Γ δα 与强近似推理

基于一阶逻辑公式之间的相似度建立了新的近似推理模式ꎬ讨论了该模式与文中 ３ 种模式之间的关系ꎮ
定义 ６　 设 Γꎬ Σ⊂Φꎬ Σ≠⌀ꎬ如果 Σ⊂Ｄ(Γ)ꎬ则称 Γ 可推出 Σꎬ记为 Γ Σꎮ
命题 ７　 设 Γꎬ Σꎬ Δ⊂Φꎬ则
(１) Γ Σ 当且仅当 Ｄ(Σ)⊂Ｄ(Γ)ꎻ
(２) 若 Γ Σ 且 Σ Δꎬ则 Γ Δꎻ
(３) Γ Σ∪Δ 当且仅当 Γ Σꎬ Γ Δꎻ
(４) 若 Γ∩Σ Δꎬ则 Γ Δ 且 Σ Δꎻ
(５) 若 Γ 是全体定理的集合ꎬ则 Γ Σ 当且仅当 Σ⊂Γꎮ
证明　 命题(１)、(２)、(３)由定义 ６ 显然ꎬ仅对(４)、(５)进行证明ꎮ
(４) 若 Γ∩Σ Δꎬ则 Δ⊂Ｄ(Γ∩Σ)⊂Ｄ(Γ)∩Ｄ(Σ)ꎬ从而 Γ Δ 且 Σ Δꎮ
(５) 若 Γ 是全体定理的集合ꎬ有 Γ＝Ｄ(Γ)ꎬ则 Γ Σ 当且仅当 Σ⊂Ｄ(Γ)＝ Γꎮ
定义 ７　 设 ΓꎬΣ⊂Φꎬα∈Φꎬδ∈[０ꎬ１]ꎬ如果∃β∈Ｄ(Γ)使 ξ(αꎬβ)≥δꎬ则称 Γ 在 δ 程度上推出 αꎬ记为

Γ δαꎻ进而ꎬ如果∀α∈Σꎬ都有 Γ δαꎬ则称 Γ 在 δ 程度上推出 Σꎬ记为 Γ δΣꎮ
记 Ｕδ(Ｄ(Γ))＝ {α∈Φ ｜∃β∈Ｄ(Γ)ꎬ ξ(αꎬβ)≥δ}ꎮ
注 ２　 Γ δΣ 当且仅当∀α∈Σꎬ ∃β∈Ｄ(Γ)有 ξ(αꎬβ)≥δ 当且仅当 Σ⊂Ｕδ(Ｄ(Γ))ꎮ
命题 ８　 设 Γꎬ Σꎬ Δ⊂Φꎬ α∈Φꎬδꎬ σ∈[０ꎬ１]ꎬ则下列性质成立:
(１) 若 Γ Σꎬ则 Γ １Σꎻ
(２) 若 Σ≠⌀ꎬ则 Γ ０Σꎻ
(３) 若 Γ δΣꎬ且 δ≥σꎬ则 Γ σΣꎻ
(４) Γ δΣ∪Δ 当且仅当 Γ δΣꎬΓ δΔꎻ
(５) 若 Γ Σꎬ Σ δΔꎬ则 Γ δΔꎻ
(６) 若 Γ δΣꎬ Σ Δꎬ且 Ｕδ(Ｄ(Γ))为逻辑闭理论ꎬ则 Γ δΔꎻ
(７) 若 Γ 有限ꎬ则 Γ δα 当且仅当 Γ δＤ({α})ꎮ
证明　 (１) 若 Γ Σꎬ则 Σ⊂Ｄ(Γ)ꎮ 任取 α∈Σ 有 α∈Ｄ(Γ)且 ξ(αꎬα)＝ １ꎬ故 Γ １Σꎻ反之ꎬ设 Γ １Σꎬ

任取 α∈Σꎬ由定义 ７ 知∃β∈Ｄ(Γ)使 ξ(αꎬβ)＝ １ꎬ但 α 与 β 不一定逻辑等价ꎬ故反之不一定成立ꎮ
(２) 若 Σ≠⌀ꎬ任取 α∈Σꎬ对∀β∈Ｄ(Γ)有 ξ(αꎬβ)≥０ꎬ故 Γ ０Σꎮ
(３) 若 Γ δΣꎬ对∀α∈Σꎬ∃β∈Ｄ(Γ)使 ξ(αꎬβ)≥δꎬ根据 δ≥σ 有 ξ(αꎬβ)≥σꎬ故 Γ σΣꎮ
(４) Γ δΣ∪Δ 当且仅当∀α∈Σ∪Δꎬ Γ δα 当且仅当 Γ δΣꎬ Γ δΔꎮ
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(５) 若 Γ Σꎬ那么 Ｄ(Γ)⊃Ｄ(Σ)ꎬ任取 α∈Δꎬ根据 Σ δΔꎬ则∃β∈Ｄ(Σ)⊂Ｄ(Γ)使 ξ(αꎬβ)≥δꎬ由 α
的任意性ꎬ故 Γ δΔꎮ

(６) 若 Γ δΣꎬ那么 Σ⊂Ｕδ(Ｄ(Γ))ꎬ因为 Ｕδ(Ｄ(Γ))为逻辑闭理论ꎬ所以 Ｄ(Σ)⊂Ｄ(Ｕδ(Ｄ(Γ)))＝
Ｕδ(Ｄ(Γ))ꎻ根据 Σ Δ 知 Δ⊂Ｄ(Σ)⊂Ｕδ(Ｄ(Γ))ꎬ则 Γ δΔꎮ

(７) 设 Γ 的根为 γꎮ 若 Γ δαꎬ那么∃β∈Ｄ(Γ)使 ξ(αꎬβ)≥δꎬ根据命题 １(５)知 τ(γ→α)≥τ(β→α)≥
δꎮ 任取 ζ∈Ｄ({α})ꎬ那么 τ(γ→ ζ) ≥τ(γ→α) ＋ τ (α→ ζ) － １ ＝ τ ( γ→α) ≥ δꎮ 又 ζ∨γ∈Ｄ (Γ)ꎬ且
ξ(ζ∨γꎬζ)＝ τ(γ→ ζ)≥ δꎬ则 Γ δζꎬ根据 ζ 的任意性ꎬΓ δＤ({α})ꎻ反之ꎬ设 Γ δＤ({α})ꎬ根据 α∈
Ｄ({α})得 Γ δαꎮ

命题 ９　 设 Γ⊂Φꎬ α∈Φꎬ μ>０ꎬ若 α∈Ｄ１
μ(Γ)ꎬ则 Γ １－μαꎮ

证明　 设 α∈Ｄ１
μ(Γ)ꎬ则

ρ(αꎬＤ(Γ))＝ ｉｎｆ{ρ(αꎬβ) ｜ β∈Ｄ(Γ)}
＝ ｉｎｆ{１－ξ(αꎬβ) ｜ β∈Ｄ(Γ)}
＝ １－ｓｕｐ{ξ(αꎬβ) ｜ β∈Ｄ(Γ)}< μꎬ

从而 ｓｕｐ{ξ(αꎬβ) ｜ β∈Ｄ(Γ)}>１－μꎬ于是∃β０∈Ｄ(Γ)使 ξ(αꎬβ０)≥１－μꎬ故 Γ １－μαꎮ
命题 １０　 若 Ｈ∗(ΣꎬＤ(Γ))<δꎬ δ∈[０ꎬ１]ꎬ则 Γ １－δΣꎮ
证明　 设 Ｈ∗(ΣꎬＤ(Γ))<δꎬ即 ｓｕｐ{ρ(αꎬＤ(Γ) ｜α∈Σ}<δꎬ那么∀α∈Σꎬ ρ(αꎬＤ(Γ)<δꎬ故 α∈Ｄ１

μ(Γ)ꎮ
根据 α 的任意性和命题 ９ 得 Γ １－δΣꎮ

下面命题及推论给出了当 Γ 是有限理论时ꎬΓ 在 δ 程度上近似推出 α 和 Σ 的充要条件ꎮ
命题 １１　 设 Γ 的根为 γꎬα∈Φꎬ δ∈[０ꎬ１]ꎬ则 Γ δα 当且仅当 τ(γ→α)≥δꎮ
证明　 设 Γ δαꎬ则∃β∈Ｄ(Γ)使 ξ(αꎬβ)≥δꎬ从而 τ(γ→α)≥τ(γ→β)＋τ(β→α)－１＝ τ(β→α)≥δꎻ反

过来ꎬ若 τ(γ→α)≥δꎬ则由 α∨γ∈Ｄ(Γ)及 ξ(αꎬα∨γ)＝ τ((α→α∨γ)∧(α∨γ→α))＝ τ(γ→α)≥δ 得

Γ δαꎮ
推论 ３　 设 Γ 的根为 γꎬ Σ⊂Φꎬ δ∈[０ꎬ１]ꎬ 则 Γ δΣ 当且仅当

ｉｎｆ{τ(γ→α) ｜α∈Σ}≥δꎮ
此外ꎬ提出了强近似推理模式ꎬ即当 Γ α 时ꎬ可否进一步推出任何一个与 α 相似度大于等于 δ 的 βꎬ其

中 δ∈[０ꎬ１]ꎮ
定义 ８　 设 Γꎬ Σ⊂Φꎬ α∈Φꎬ δ∈[０ꎬ１]ꎬ如果任一满足 ξ(αꎬβ)≥δ 的公式 β 恒有 Γ βꎬ则称 Γ 在 δ 程

度上强推出 αꎬ记为 Γ Ｓ
δαꎻ进而ꎬ如果∀α∈Σꎬ都有 Γ Ｓ

δαꎬ则称 Γ 在 δ 程度上强推出 Σꎬ记为 Γ Ｓ
δΣꎮ

注 ３　 Ｕδ(Σ)＝ {α∈Φ ｜∃β∈Σꎬ ξ(αꎬβ)≥δ}ꎬ Γ Ｓ
δΣ 当且仅当∀α∈Σꎬ任一满足 ξ(αꎬβ)≥δ 的公式

β 恒有 Γ βꎬ即 β∈Ｄ(Γ)当且仅当 Ｕδ(Σ)⊂Ｄ(Γ)ꎮ
命题 １２　 设 Γꎬ Σꎬ Δ⊂Φꎬ α∈Φꎬ δꎬ σ∈[０ꎬ１]ꎬ则下列性质成立:
(１) 若 Γ Ｓ

１Σꎬ则 Γ Σꎻ

(２) 若 Γ≠⌀ꎬ则{０} Ｓ
０Γꎬ其中 ０ 表示矛盾式ꎻ

(３) 若 Γ Ｓ
δΣꎬ且 δ≥σꎬ则 Γ Ｓ

σΣꎻ
(４) Γ Ｓ

δΣ∪Δ 当且仅当 Γ Ｓ
δΣꎬ Γ Ｓ

δΔꎻ
(５) 若 Γ∩Σ Ｓ

δΔꎬ则 Γ Ｓ
δΔ 且 Σ Ｓ

δΔꎻ
(６) 若 Γ Ｓ

１Σꎬ Σ Ｓ
δΔꎬ则 Γ Ｓ

δΔꎻ
(７) 若 Γ Ｓ

δΣꎬ Σ Ｓ
１Δꎬ且 Σ 为逻辑闭理论ꎬ则 Γ Ｓ

δΔꎻ
(８) 若 Γ Ｓ

０αꎬ则 Γ 为不相容理论ꎮ
证明　 (１) 若 Γ Ｓ

１Σꎬ显然 Γ Σꎮ 反之ꎬ若 Γ Σꎬ任取 α∈Σꎬ则 Γ αꎬ ∀β∈Φꎬ当 ξ(αꎬβ)＝ １ꎬ α 与

β 不一定逻辑等价ꎬ故反之不一定成立ꎮ

(２) ∀α∈Γꎬ ∀β∈Φꎬ根据 ξ(αꎬβ)≥０ꎬ{０} β 得{０} Ｓ
０αꎬ再根据 α 的任意性ꎬ则{０} Ｓ

０Γꎮ
(３) 设 Γ Ｓ

δΣꎬ对∀α∈Σꎬ Γ Ｓ
δαꎬ从而对∀β∈Φꎬ ξ(αꎬβ)≥δ≥σ 时ꎬ恒有 Γ βꎬ于是 Γ Ｓ

σαꎬ根据
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α 的任意性ꎬ则 Γ Ｓ
σΣꎮ

(４) Γ Ｓ
δΣ∪Δ 当且仅当∀α∈Σ∪Δꎬ Γ Ｓ

δα 当且仅当 Γ Ｓ
δΣꎬ Γ Ｓ

δΔꎮ
(５) 设 Γ∩Σ Ｓ

δΔꎬ 则 Ｕδ(Δ)⊂Ｄ(Γ∩Σ)⊂Ｄ(Γ)∩Ｄ(Σ)ꎬ从而 Γ Ｓ
δΔ 且 Σ Ｓ

δΔꎮ
(６) 任取 α∈Δꎬ β∈Φꎬ若 ξ(αꎬβ)≥δꎬ根据 Σ Ｓ

δΔ 得出 Σ βꎮ 又 Γ Ｓ
１Σꎬ根据(１)得出 Γ Σꎬ从而

Γ βꎬ Γ Ｓ
δαꎬ再根据 α 的任意性ꎬ则 Γ Ｓ

δΔꎮ
(７) 设 Γ Ｓ

δΣꎬ那么 Ｕδ(Σ)⊂Ｄ(Γ)ꎬ根据 Σ Ｓ
１Δꎬ Σ 是逻辑闭理论得 Δ⊂Ｄ(Σ)＝ Σꎬ从而 Ｕδ(Δ)⊂

Ｕδ(Σ)⊂Ｄ(Γ)ꎬ则 Γ Ｓ
δΔꎮ

(８) 因为 ξ(αꎬ¬ α)＝ ０ꎬ根据 Γ Ｓ
０α 得 Γ ¬ αꎬ又 Γ αꎬ所以 Γ 为不相容理论ꎮ

４　 结论

本文基于伪距离建立了一阶逻辑度量空间中 ３ 种不同类型的近似推理模式ꎬ分析了它们之间的内在联

系ꎬ结果表明这 ３ 种近似推理模式是等价的ꎮ 借助相似度提出了新的近似推理模式 Γ δαꎬ讨论了该推理模

式与前 ３ 种推理模式之间的关系ꎬ并给出了当 Γ 是有限理论时ꎬΓ 在 δ 程度上近似推出 α 和 Σ 的充要条件ꎬ
最后提出了强近似推理模式ꎮ
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