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离散给定平均曲率四点边值问题正解的存在性

李志强ꎬ路艳琼∗

(西北师范大学数学与统计学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:运用不动点定理建立带一维 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 平均曲率算子的离散四点边值问题

－(Δϕ(Δｕ(ｋ－１)))＝ ｆ(ｋꎬｕ(ｋ)ꎬΔｕ(ｋ))ꎬ　 ｋ∈[１ꎬＮ] Ｚꎬ

ｕ(０)＝ αｕ( ｌ１)ꎬ ｕ(Ｎ＋１)＝ βｕ( ｌ２)
{

(正)解的存在性和多解性ꎬ 其中ꎬ ｆ:[１ꎬＮ] Ｚ ×Ｒ×Ｒ→Ｒ 为连续函数ꎬαꎬ β∈[０ꎬ１)且 α≠β 为常数ꎬｌ１ꎬｌ２∈[１ꎬＮ] Ｚ 且 ｌ１ < ｌ２ꎬ

ϕ:(－ａꎬａ)→Ｒ(０<ａ<∞ )为单调递增算子且 ϕ(ｓ)＝ ｓ
１－ｓ２

ꎬ [１ꎬＮ] Ｚ ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ}ꎬ Ｎ≥６ 为给定的正整数ꎮ
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－(Δϕ(Δｕ(ｋ－１)))＝ ｆ(ｋꎬｕ(ｋ)ꎬΔｕ(ｋ))ꎬ　 ｋ∈[１ꎬＮ] Ｚꎬ

ｕ(０)＝ αｕ( ｌ１)ꎬ ｕ(Ｎ＋１)＝ βｕ( ｌ２)ꎬ
{

ｗｈｅｒｅ ｆ:[１ꎬＮ] Ｚ×Ｒ×Ｒ→Ｒ ｉｓ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓꎬ αꎬβ∈[０ꎬ１) ａｒｅ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ａｎｄ α≠βꎬ ｌ１ꎬｌ２∈[１ꎬＮ] Ｚꎬ ｌ１<ｌ２ꎬ ϕ:(－ａꎬａ)→Ｒ(０<ａ<∞ )

ｉｓ ａ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｏｐｅｒａｔｏｒ ａｎｄ ϕ(ｓ)＝ ｓ
１－ｓ２

ꎬ [１ꎬＮ] Ｚ ＝{１ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬＮ}ꎬ Ｎ≥６.

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ ｍｅａｎ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｏｐｅｒａｔｏｒꎻ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎻ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙꎻ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｔｈｅｏｒｅｍ

１　 引言和主要结论

微分方程非局部边值问题在物理、数学、生物等领域有着广泛的应用ꎮ 例如ꎬ连续介质力学学弹性理论

模型[１]和植物害虫防治模型[２]等ꎮ 相对于局部边值问题而言ꎬ该类问题可以将局部问题纳入同一框架下研

究ꎬ因此获得诸多多学者的关注和研究[３￣１７]ꎮ 特别地ꎬ带奇异 ϕ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子的微分方程非局部边值问题

近年来获得了许多重要的结论[１８￣２５]ꎮ
Ｍａ[６]运用不动点理论获得了边值问题
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ｕ″( ｔ)＝ ａ( ｔ) ｆ(ｕ)ꎬ　 ｔ∈(０ꎬ１)ꎬ
ｕ(０)＝ ０ꎬ αｕ(η)＝ ｕ(１){

正解的存在性ꎬ其中 ０<η<１ꎬ ０<ａ<１ / ηꎬ非线性项满足超线性或者次线性增长条件ꎮ 此后ꎬ这类微分方程非

局部边值问题正解的存在性获得许多学者的关注和研究[３￣１０]ꎬ并运用多种不同的方法推广到了带拟线性算

子微分方程非局部边值问题解的存在性结果[１１￣１４]ꎮ
Ｂｅｒｅａｎｕ 等[１５]运用 Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ 度理论获得带奇异 ϕ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子边值问题

(ϕ(ｕ′)) ′＋ｆ( ｔꎬｕꎬｕ′)＝ ０ꎬ　 ｌ(ｕꎬｕ′)＝ ０
解的存在性和多重性结果ꎬ其中 ｌ(ｕꎬｕ′)＝ ０ 表示边界条件ꎬ ｆ∈Ｃ([０ꎬＴ]×Ｒ２ꎬＲ)ꎬ ϕ:(－ａꎬａ)→Ｒ(０<ａ<∞ )
为单调递增算子且 ϕ(０)＝ ０ꎮ 此后许多学者在不同的限制条件下获得了解的存在性结果[１７￣２４]ꎮ 获得微分方

程边值问题的精确解是比较困难的ꎬ通常需要考虑离散情形下解的存在性进而获得数值解ꎮ
Ｂｅｒｅａｎｕ 等[２４]运用不动点理论获得了带离散的奇异 ϕ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子边值问题

Ñ[ϕ(Δｘｋ)]＋ｆｋ(ｋꎬΔｘｋ)＝ ０(２≤ｋ≤ｎ－１)ꎬ　 ｌ(ｘꎬΔｘ)＝ ０
的存在性和多重性结果ꎬ其中 ｆｋ 为连续函数ꎬϕ:(－ａꎬａ)→Ｒ(０<ａ<∞ )为单调递增算子且 ϕ(０)＝ ０ꎮ 此后ꎬ
诸多学者又在更一般的情形下获得了带离散的奇异 ϕ￣Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子微分方程边值问题解的存在性[２５￣２８]ꎬ
但在离散情形下四点边值问题解的存在性研究还没有结果ꎮ

受上述文献的启发ꎬ本文运用不动点定理建立了

Δ(ϕ(Δｕ(ｋ－１)))＋ｆ(ｋꎬｕ(ｋ)ꎬΔｕ(ｋ))＝ ０ꎬ　 ｋ∈[１ꎬＮ] Ｚꎬ
ｕ(０)＝ αｕ( ｌ１)ꎬ ｕ(Ｎ＋１)＝ βｕ( ｌ２)

{ (１)

(正)解的存在性结果ꎬ其中参数 ｆ:[１ꎬＮ] Ｚ ×Ｒ× Ｒ→[０ꎬ∞ )为连续函数ꎬαꎬ β∈[０ꎬ１)ꎬ且 α≠βꎻ ｌ１ꎬｌ２∈

[１ꎬＮ] Ｚꎬ且 ｌ１<ｌ２ꎬ ϕ:(－１ꎬ１)→ Ｒ(０<ａ<∞)为单调递增算子ꎬ满足 ϕ(ｓ)＝ ｓ

１－ｓ２
ꎬ区间[１ꎬＮ]Ｚ ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ}ꎬ

Ｎ≥６为给定的正整数ꎮ 假设:

(Ｈ１) ϕ:(－ａꎬａ)→Ｒ(０<ａ<∞ )的增同胚ꎬϕ(ｓ)＝ ｓ

１－ｓ２
ꎬ ϕ(０)＝ ０ꎻ

(Ｈ２) ｆ(ｋꎬｕꎬΔｕｋ－１)＝ ｇ(ｋꎬｕ)ꎬ ｇ:[０ꎬＮ]×Ｒ＋→Ｒ＋ꎮ
定义函数空间

Ｅ:＝{ｕ ｜ ｕ:[０ꎬＮ＋１] Ｚ→Ｒ}ꎬ
则 Ｅ 按范数‖ｕ‖∞ ＝ ｍａｘ

ｋ∈[０ꎬＮ＋１]Ｚ
｜ ｕ(ｋ) ｜构成 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ不难验证 Ｅ 按范数‖ｕ‖１ ＝ｍａｘ

ｕ∈Ｅ
｜ ｕ(ｋ) ｜ ＋ｍａｘ

ｕ∈Ｅ
｜ Δｕ(ｋ) ｜

也构成 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ
定义空间 Ｅ 的闭子空间

Ｅ＃:＝{ｕ∈Ｅ:ｕ(０)＝ αｕ( ｌ１)ꎬ ｕ(Ｎ＋１)＝ βｕ( ｌ２)}ꎮ
Ｅθ:＝{ｕ∈Ｅ＃:ｕ≥０ꎬ ｍｉｎ

ｋ∈[ ｌ１ꎬｌ２]Ｚ
ｕ(ｋ)≥θ‖ｕ‖∞ }ꎬ

其中 θ＝ｍｉｎ
ｌ１

Ｎ＋１
ꎬ
Ｎ＋１－ｌ２
Ｎ＋１{ } ꎮ 定义空间 Ｅ 的线性映射为

Ｋ:Ｅ→Ｅꎬ　 Ｋｕ( ｔ)＝∑
ｔ－１

ｓ ＝１
ｕ(ｓ)ꎬ　 ｔ∈[１ꎬＮ＋１] Ｚꎮ

对于任意的 ｃ∈Ｒꎬ ｕ∈Ｅꎬ设
ω(ｃꎬｕꎻｔ)＝ ϕ－１(ｃ－Ｋｕ( ｔ))ꎬ　 ｔ∈[１ꎬＮ＋１] Ｚꎬ

Ｔ(ｃꎬｕ)＝ １－β
１－α ∑

ｌ１

ｔ ＝１
ω(ｃꎬｕꎻｔ)＋(１－β)∑

ｌ２

ｔ ＝ｌ１＋１
ω(ｃꎬｕꎻｔ)＋∑

Ｎ＋１

ｔ ＝ｌ２＋１
ω(ｃꎬｕꎻｔ)ꎮ

问题(１)的正解指的是 ｕ∈Ｅθꎬ满足 ｕ( ｔ)≥０ꎬ ｔ∈[０ꎬＮ＋１] Ｚ 且 ｕ( ｔ)>０ꎬ ｔ∈[ ｌ１ꎬｌ２] Ｚꎮ
记 ｇａꎬｂ( ｔ):＝ ｍｉｎ

ｕ∈[ａꎬｂ]
ｇ( ｔꎬｕ)ꎬ 􀭵ｇａꎬｂ( ｔ):＝ ｍａｘ

ｕ∈[ａꎬｂ]
ｇ( ｔꎬｕ)ꎬ其中 ０≤ａ<ｂ 为给定的常数ꎮ
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定理 １　 假设 ｆ:[１ꎬＮ] Ｚ×Ｒ２→Ｒ 为连续函数ꎬ则问题(１)至少有一个解ꎮ
定理 ２　 假设 ｆ(ｋꎬｕ(ｋ)ꎬΔｕ(ｋ))＝ ｇ(ｋꎬｕ(ｋ))时ꎬ满足 ｇ:[０ꎬＮ] Ｚ×[０ꎬ∞ )→[０ꎬ∞ )连续ꎬ则问题(１)至

少有一个解ꎬ且问题(１)的非平凡解是正解ꎮ
定理 ３　 假设 ｆ(ｋꎬｕ(ｋ)ꎬΔｕ(ｋ))＝ ｇ(ｋꎬｕ(ｋ))时ꎬ满足 ｇ:[０ꎬＮ] Ｚ×[０ꎬ∞ )→[０ꎬ∞ )连续ꎬ存在正常数

ｒ１ꎬｒ２∈(０ꎬ(Ｎ＋１))ꎬ (ｒ１≠ｒ２)ꎬ且满足 ｒ２<Θ
－１
０ ꎬ Θ０:＝ｍａｘ １－α

ｌ１
ꎬ １－β
Ｎ＋１－ｌ２{ } ꎬ 使得下述不等式成立:

(ⅰ)
ｌ１

１－α
＋ｌ２－ｌ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ϕ－１ ( ∑

Ｎ＋１

ｋ ＝１
􀭵ｇ０ꎬｒ１(ｋ) )≤ｒ１ꎻ

(ⅱ)
Ｎ＋１－ｌ２
１－β

＋ｌ２－ｌ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ [ϕ－１ ( ∑

Ｎ＋１

ｋ ＝１
􀭵ｇ０ꎬｒ１(ｋ) ) ]≤ｒ１ꎻ

(ⅲ) ｍｉｎ{ｇθｒ２ꎬｒ２( ｌ１)ꎬｇθｒ２ꎬｒ２( ｌ２))}≥ϕ １－α
ｌ１

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ϕ １－β

Ｎ＋１－ｌ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

则问题(１)至少有一个正解ꎬ且满足 ｒ０≤‖ｕ‖∞ ≤Ｒ０ꎬ Ｒ０∈Ｒꎬ ｒ０ ＝ｍｉｎ{ｒ１ꎬｒ２}ꎬ Ｒ０ ＝ｍａｘ{ｒ１ꎬｒ２}ꎮ
定理 ４　 假设 ｆ( ｋꎬｕ ( ｋ)ꎬΔｕ ( ｋ)) ＝ ｇ ( ｋꎬｕ ( ｋ)) 时ꎬ满足 ｇ:[０ꎬＮ] Ｚ ×[０ꎬ∞ ) →[０ꎬ∞ ) 连续满足

ｌｉｍ
ｓ→０

ｇ(ｋꎬｓ)
ｓ

＝ ０对任意的 ｋ∈[１ꎬＮ] Ｚ 一致成立ꎮ 记Θ１:＝ ｍａｘ
ｌ１

１－α
＋ｌ２－ｌ１ꎬ

Ｎ＋１－ｌ２
１－β

＋ｌ２－ｌ１{ } ꎬ若存在正常数

ｒ１ꎬｒ２∈(０ꎬ(Ｎ＋１))ꎬ (ｒ１≠ｒ２)ꎬ且满足 ｒ１Θ
－１
１ >１>ｒ２Θ０ꎬ使得

ｍｉｎ{ｇθｒ２ꎬｒ２( ｌ１)ꎬｇθｒ２ꎬｒ２( ｌ２))}≥ϕ １－α
ｌ１

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ϕ １－β

Ｎ＋１－ｌ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

成立ꎬ则问题(１)至少有 ２ 个正解 ｕ１ꎬｕ２ 且满足 ０<‖ｕ２‖∞ ≤ｒ２≤‖ｕ１‖∞ ≤ｒ１ꎮ

２　 预备知识

Ｚ 表示整数集ꎬａꎬｂ ∈Ｚ 且 ａ<ｂꎬ [ａꎬ ｂ] Ｚ ＝{ａꎬａ＋１ꎬ􀆺ꎬｂ}ꎬ当 ｂ<ａ 时ꎬ规定 ∑
ｂ

ｋ ＝ａ
ｕ(ｋ)＝ ０ꎮ 取 ｕ∈Ｅꎬ则算

子 Δｕ(ｋ)＝ ｕ(ｋ＋１)－ｕ(ｋ)称为前向差分算子ꎬÑｕ(ｋ)＝ ｕ(ｋ－１)－ｕ(ｋ)ꎬ称为后向差分算子ꎮ

由于 ϕ:(－１ꎬ１)→Ｒ 是单调递增算子ꎬ满足 ϕ( ｓ)＝ ｓ

１－ｓ２
ꎬ所以不难验证 ϕ－１( ｓ)＝ ｓ

１＋ｓ２
ꎬ且 ϕ( －ｓ)＝

－ϕ(ｓ)ꎬ ϕ－１(－ｓ)＝ －ϕ－１(ｓ)ꎬ即 ϕꎬϕ－１均为奇算子ꎮ
讨论边值问题(１)对应线性问题解的存在唯一性ꎮ 考虑边值问题

Δ(ϕ(Δｕ(ｋ－１)))＋ｖ(ｋ)＝ ０ꎬ　 ｋ∈[１ꎬＮ] Ｚꎬ
ｕ(０)＝ αｕ( ｌ１)ꎬ ｕ(Ｎ＋１)＝ βｕ( ｌ２)ꎮ

{ (２)

对上述方程两边同时从 １ 到 ｋ－１ 求和分得

ϕ(Δｕ(ｋ－１))＝ ϕ(Δｕ(０))－∑
ｋ－１

ｔ ＝１
ｖ( ｔ)ꎬ　 ｋ∈[１ꎬＮ＋１] Ｚꎮ

令 ｃ＝ϕ(Δｕ(０))ꎬ两边同时用 ϕ－１作用得

Δｕ(ｋ－１)＝ ϕ－１ ( ｃ－∑
ｋ－１

ｔ ＝１
ｖ( ｔ) )ꎬ　 ｋ∈[１ꎬＮ＋１] Ｚꎮ

对上述方程两边同时从 １ 到 ｋ 求和分得

ｕ(ｋ)＝ ｕ(０)＋∑
ｋ

ｔ ＝１
ϕ－１ ( ｃ－∑

ｔ－１

ｓ ＝１
ｖ(ｓ) )ꎬ　 ｋ∈[１ꎬＮ＋１] Ｚꎮ

不妨设

ω(ｃꎬｖꎻｔ)＝ ϕ－１(ｃ－Ｋｖ( ｔ))ꎬ　 ｔ∈[１ꎬＮ＋１] Ｚꎬ
由边值条件 ｕ(０)＝ αｕ( ｌ１)ꎬ ｕ(Ｎ＋１)＝ βｕ( ｌ２)ꎬ可得
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Ｔ(ｃꎬｖ)＝ １－β
１－α ∑

ｌ１

ｔ ＝１
ω(ｃꎬｖꎻｔ)＋(１－β)∑

ｌ２

ｔ ＝ｌ１＋１
ω(ｃꎬｖꎻｔ)＋∑

Ｎ＋１

ｔ ＝ｌ２＋１
ω(ｃꎬｖꎻｔ)ꎮ

引理 １　 对任意的 ｖ∈Ｅꎬ存在唯一 Ｑ(ｖ)∈Ｒꎬ使得 Ｔ(Ｑ(ｖ)ꎬｖ)＝ ０ꎬ其中 Ｑ:Ｅ→Ｒꎬ且对所有的 ｖ∈Ｅ
满足

｜Ｑ(ｖ) ｜≤Ｎ‖ｖ‖∞ ꎮ
证明　 由 ｜Ｋｖ( ｔ) ｜≤Ｎ‖ｖ‖∞ 和ϕ－１:Ｒ→(－１ꎬ１)是单调递增算子ꎬ且 ϕ(０)＝ ０ꎬ可知

ω(－Ｎ‖ｖ‖∞ ꎬｖꎻｔ)≤０≤ω(Ｎ‖ｖ‖∞ ꎬｖꎻｔ)ꎻ
因此

Ｔ(－Ｎ‖ｖ‖∞ ꎬｖ)≤０≤Ｔ(Ｎ‖ｖ‖∞ ꎬｖ)ꎮ
又因为 ｗ(􀅰ꎬｖꎻ ｔ)关于 ｃ 单调递增ꎬ所以 Ｔ(􀅰ꎬｖ)关于 ｃ 单调递增ꎮ 对任意的 ｃ∈Ｒꎬ都存在 Ｑ( ｖ)使得

Ｔ(Ｑ(ｖ)ꎬｖ)＝ ０ꎮ
下证唯一性ꎮ 事实上ꎬ由于 ϕ－１关于 ｖ 单调递减ꎬｗ(ｃꎬｖꎻｔ)关于 ｖ 也单调递减ꎬ进而 Ｔ(􀅰ꎬｖ)关于 ｖ 也单

调递减ꎮ 由算子的单调性可知ꎬＱ(ｖ)是唯一的ꎮ

引理 ２　 定义泛函 Ａ:Ｅ→ Ｒꎬ Ａ(ｖ)＝ α
１－α∑

ｌ１

ｔ ＝１
ω(ｃꎬｖꎻｔ)ꎬ则 Ａ(ｖ)单调递减的ꎬ且对任意的 ｖ∈Ｅꎬ有

Ａ(ｖ)∈
αｌ１
１－α

ϕ－１(－２Ｎ‖ｖ‖∞ )ꎬ
αｌ１
１－α

ϕ－１(２Ｎ‖ｖ‖∞ )
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ꎮ (３)

证明　 根据引理 １ 的证明过程及 ω(ｃꎬｖꎻｔ)关于 ｖ 单调递减知ꎬＡ(ｖ)关于 ｖ 单调递减ꎻ又因为 ϕ－１有界ꎬ
所以 ｗ 有界ꎬ且－２Ｎ‖ｖ‖∞ ≤ｃ－Ｋｖ( ｔ)≤２Ｎ‖ｖ‖∞ ꎬ因此引理 ２ 成立ꎮ

引理 ３　 定义算子 Ｂ(ｖ):Ｅ→Ｅꎬ Ｂ(ｖ):＝Ａ(ｖ)＋Ｋ 􀳱ϕ－１ 􀳱 (Ｑ－Ｋ)(ｖ)是紧算子ꎬＢ(Ｅ)⊂Ｅ＃且对于任意的

ｖ∈Ｅ满足条件

ϕ(ΔＢ(ｖ)(ｋ))∈Ｅꎬ　 Δ[ϕ(ΔＢ(ｖ)(ｋ))]＋ｖ(ｋ)＝ ０ꎮ
证明　 由引理 １ 和引理 ２ 的证明可知 Ｂ 是紧算子ꎮ 下面证明 Ｂ(Ｅ)⊂Ｅ＃ꎮ 由

Ｋ 􀳱ϕ－１ 􀳱(Ｑ－Ｋ)(ｖ)(ｋ)＝∑
ｋ

ｔ ＝１
ω(ｃꎬｖꎻｔ)

得

Ｂ(ｖ)(０)＝ Ａ(ｖ)＝ αＡ(ｖ)＋(１－α)Ａ(ｖ)＝ α (Ａ(ｖ)＋∑
ｌ１

ｔ ＝１
ω(ｃꎬｖꎻｔ) )＝ αＢ(ｖ)( ｌ１)ꎬ

Ｂ(ｖ)(Ｎ＋１)＝ １
１－α∑

ｌ１

ｔ ＝１
ω(ｃꎬｖꎻｔ)＋∑

ｌ２

ｔ ＝ｌ１＋１
ω(ｃꎬｖꎻｔ)＋∑

Ｎ＋１

ｔ ＝ｌ２＋１
ω(ｃꎬｖꎻｔ)

＝ β ( １
１－α∑

ｌ１

ｔ ＝１
ω(ｃꎬｖꎻｔ)＋∑

ｌ２

ｔ ＝ｌ１＋１
ω(ｃꎬｖꎻｔ) )

＝ βＢ(ｖ)( ｌ２)ꎬ

从而 Ｔ(ｃꎬｖ)＝ １－β
１－α ∑

ｌ１

ｔ ＝１
ω(ｃꎬｖꎻｔ)＋(１－β)∑

ｌ２

ｔ ＝ｌ１＋１
ω(ｃꎬｖꎻｔ)＋∑

Ｎ＋１

ｔ ＝ｌ２＋１
ω(ｃꎬｖꎻｔ)＝ Ｂ(ｖ)(Ｎ＋１)－βＢ(ｖ)( ｌ２)＝ ０ꎮ 由

ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ))＝ Ｑ(ｖ)－Ｋｖ( ｔ)ꎬ　 ｔ∈[１ꎬＮ] Ｚ

可得

Δ(ϕ(ΔＢ(ｖ)(ｋ)))＝ －ｖ(ｋ)(ｖ∈Ｅ)　 ｋ∈[１ꎬＮ] Ｚꎮ
引理 ４　 对于任意的 ｖ∈Ｅꎬ Ｂ(ｖ)(ｋ)是方程

－Δ(ϕ(Δｕ(ｋ－１)))＝ ｖ(ｋ)ꎬ　 ｕ(０)＝ αｕ( ｌ１)ꎬ　 ｕ(Ｎ＋１)＝ βｕ( ｌ２) (４)
的唯一解ꎮ

证明　 由引理 ３ 可知 Ｂ(ｖ)是方程(４)的解ꎬ下面证明唯一性ꎮ 对方程

－Δ(ϕ(Δｕ(ｋ－１)))＝ ｖ(ｋ)ꎬ
两边先从 １ 到 ｋ－１ 求和分ꎬ再用 ϕ－１作用ꎬ可得
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ｕ(ｋ)＝ ｃ１＋∑
ｋ

ｔ ＝１
ω(ｃ２ꎬｖꎻｔ)ꎬ (∗)

代入边界条件可得 ｃ１ ＝Ａ(ｖ)ꎬ ｃ２ ＝Ｑ(ｖ)ꎬ将 ｃ１、ｃ２ 代入式(∗)中可得

ｕ(ｋ)＝ α
１－α∑

ｌ１

ｔ ＝１
ω(ｃꎬｖꎻｔ)＋∑

ｋ

ｔ ＝１
ω(ｃꎬｖꎻｔ)＝ Ｂ(ｖ)(ｋ)ꎮ

定义 Ｎｅｍｙｔｓｋｉｉ 算子

Ｎｆ:Ｅ→Ｅꎬ　 Ｎｆ(ｕ)(ｋ)＝ ｆ(ｋꎬｕ(ｋ)ꎬΔｕ(ｋ))ꎬ
根据 Ｎｅｍｙｔｓｋｉｉ 算子的性质可知 Ｎｆ 是将有界集映成有界集ꎮ

引理 ５　 定义算子

Ｄｆ:Ｅ→Ｅꎬ　 Ｄｆ ＝Ｂ 􀳱Ｎｆꎮ
则算子 Ｄｆ 是紧算子ꎬ且 ｕ∈Ｅ 是(１)的解当且仅当 ｕ 是 Ｄｆ 在 Ｅ 上的不动点ꎮ

证明　 结合引理 ３ 和引理 ４ 的证明过程可知引理 ５ 成立ꎮ
引理 ６　 假设 ｖ∈Ｅ 且 ｖ( ｔ)≥０ꎬ则问题(２)的解 ｕ:＝Ｂ(ｖ)满足:存在 ｔ１∈[ ｌ２＋１ꎬＮ] Ｚꎬ ｔ２∈[１ꎬｌ１－１] Ｚꎬ

使得

ΔＢ(ｖ)( ｔ１－１)≤
β－１

Ｎ＋１－ｌ２
Ｂ(ｖ)( ｌ２)≤ΔＢ(ｖ)( ｔ１)≤０ꎬ

ΔＢ(ｖ)( ｔ２－１)≥
１－α
ｌ１

Ｂ(ｖ)( ｌ１)≥ΔＢ(ｖ)( ｔ２)≥０

成立ꎬ其中

　 Ｂ(ｖ)( ｔ)＝ α
１－α∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ１－１))＋∑

ｔ１－１

ｓ ＝ｋ
ｖ(ｓ) ) ＋∑

ｔ

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ１－１))＋∑

ｔ１－１

ｓ ＝ｋ
ｖ(ｓ) )

＝ α
１－α∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ１))＋∑

ｔ１

ｓ ＝ｋ
ｖ(ｓ) ) ＋∑

ｔ

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ１))＋∑

ｔ１

ｓ ＝ｋ
ｖ(ｓ) ) ( ｔ<ｔ１)

＝ － β
１－ β ∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｌ２＋１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ２－１))－∑

ｋ－１

ｓ ＝ｔ２

ｖ(ｓ) ) －∑
Ｎ＋１

ｋ ＝ｔ＋１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ２－１))－∑

ｋ－１

ｓ ＝ｔ２

ｖ(ｓ) )

＝ － β
１－ β ∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｌ２＋１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ２))－∑

ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｖ(ｓ) ) －∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｔ＋１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ２))－∑

ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｖ(ｓ) ) ( ｔ>ｔ２)ꎮ

证明　 设 ｕ:＝Ｂ(ｖ)为问题(２)的解ꎬ则由题设知 ｕ 是上凸的ꎮ 由差分中值定理[３１]知ꎬ存在 ｔ１∈[ ｌ２＋１ꎬＮ]Ｚꎬ

ｔ２∈[１ꎬ ｌ１ － １] Ｚꎬ使得 ΔＢ ( ｖ) ( ｔ１ ) ≤
Ｂ(ｖ)(Ｎ＋１)－Ｂ(ｖ)( ｌ２)

Ｎ＋１－ｌ２
≤ΔＢ ( ｖ) ( ｔ１ － １) < ０ꎬ ΔＢ ( ｖ) ( ｔ２ － １) ≥

Ｂ(ｖ)(ｌ１)－Ｂ(ｖ)(０)
ｌ１

＝１－α
ｌ１

Ｂ(ｖ)(ｌ１)≥ΔＢ(ｖ)(ｔ２)>０ꎮ 对问题(２)两边同时从 ｋ 到 ｔ１－１ 求和分得 ϕ(Δｕ(ｋ－１))＝

ϕ(Δｕ( ｔ１－１))＋∑
ｔ１－１

ｔ ＝ｋ
ｖ( ｔ)ꎬ两边同时用 ϕ－１作用得 Δｕ(ｋ－１)＝ ϕ－１ (ϕ(Δｕ( ｔ１－１))＋∑

ｔ１－１

ｔ ＝ｋ
ｖ( ｔ) )ꎬ两边同时从 １ 到

ｋ 求和分得 ｕ(ｔ)＝ ｕ(０)＋∑
ｔ

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(Δｕ(ｔ１－１))＋∑

ｔ１－１

ｓ ＝ｋ
ｖ(ｓ) )ꎮ 令 ｔ＝ ｌ１ 得 ｕ( ｌ１)＝ ｕ(０)＋∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(Δｕ( ｔ１－１))＋

∑
ｔ１－１

ｓ ＝ｋ
ｖ(ｓ) )ꎬ又 ｕ(０)＝ αｕ( ｌ１)ꎬ则 ｕ(０)＝ α

１－α∑
ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(Δｕ( ｔ１－１))＋∑

ｔ１－１

ｓ ＝ｋ
ｖ(ｓ) )ꎬ即

ｕ( ｔ)＝ α
１－α∑

ｔ１－１

ｓ ＝ｋ
ϕ－１ (ϕ(Δｕ( ｔ１－１))＋∑

ｔ１－１

ｓ ＝ｋ
ｖ(ｓ) ) ＋∑

ｔ

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(Δｕ( ｔ１－１))＋∑

ｔ１－１

ｓ ＝ｋ
ｖ(ｓ) ) ( ｔ<ｔ１)ꎬ

故当 ｔ<ｔ１ 时ꎬ

Ｂ(ｖ)( ｔ)＝ α
１－α∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ１－１))＋∑

ｔ１－１

ｓ ＝ｋ
ｖ(ｓ) ) ＋∑

ｔ

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ１－１))＋∑

ｔ１－１

ｓ ＝ｋ
ｖ(ｓ) )ꎮ

同理可证
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Ｂ(ｖ)( ｔ)＝ α
１－α∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ１))＋∑

ｔ１

ｓ ＝ｋ
ｖ(ｓ) ) ＋∑

ｔ

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ１))＋∑

ｔ１

ｓ ＝ｋ
ｖ(ｓ) ) ( ｔ<ｔ１)ꎻ

Ｂ(ｖ)( ｔ)＝ － β
１－β ∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｌ２＋１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ２－１))－∑

ｋ－１

ｓ ＝ｔ２

ｖ(ｓ) ) －∑
Ｎ＋１

ｋ ＝ｔ＋１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ２－１))－∑

ｋ－１

ｓ ＝ｔ２

ｖ(ｓ) )ꎻ

Ｂ(ｖ)( ｔ)＝ － β
１－β ∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｌ２＋１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ２))－∑

ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｖ(ｓ) ) －∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｔ＋１
ϕ－１ (ϕ(ΔＢ(ｖ)( ｔ２))－∑

ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｖ(ｓ) ) ( ｔ>ｔ２)ꎮ

引理 ７　 假设对任意的 ｕ∈Ｅ＃ꎬ满足 ｕ(ｋ)≥０ꎬ且 ｜ Δｕ(ｋ－１) ｜ <１ꎬ Δ(ϕ(Δｕ(ｋ－１)))≤０ 成立ꎬ则
ｍｉｎ

ｋ∈[ ｌ１ꎬｌ２]Ｚ
ｕ(ｋ)≥θ‖ｕ‖∞ ꎬ

其中 θ＝(Ｎ＋１) －１ｍｉｎ{ ｌ１ꎬＮ＋１－ｌ２}ꎮ
证明　 由于－Δ(ϕ(Δｕ(ｋ－１)))≤０ꎬ故 ｕ 是非负且上凸的ꎬ设 ｍ ＝ ｍｉｎ

ｋ∈[ ｌ１ꎬｌ２]Ｚ
ｕ(ｋ)ꎬ则由 ｍ 的凸性知ꎬｍ∈

{ｕ( ｌ１)ꎬ ｕ( ｌ２)}ꎬ若 ｕ( ｌ１)＝ ｍꎬ ｕ( ｌ２)>ｍꎬ则不难验证 ｕ(ｋ)总是在由(０ꎬ０)和( ｌ１ꎬｍ)所确定的直线 ｙ ＝ｍｌ －１１ ｋ

的下方ꎬ从而 ｕ(ｋ)≤ｍ
ｌ１
(Ｎ＋１)即 ｍ≥(Ｎ＋１) －１ ｌ１‖ｕ‖∞ ꎻ若 ｕ( ｌ２)＝ ｍꎬ ｕ( ｌ１)>ｍꎬ则不难验证 ｕ(ｋ)总是在由

(Ｎ＋１ꎬ０)和( ｌ２ꎬｍ)所确定的直线 ｙ＝ｍ(Ｎ＋１－ｌ２)
－１(Ｎ＋１－ｋ)的下方ꎬ从而 ｕ(ｋ)≤ｍ(Ｎ＋１－ｌ２)

－１(Ｎ＋１)即 ｍ≥
(Ｎ＋１) －１(Ｎ＋１－ｌ２)‖ｕ‖∞ ꎮ 综上所述ꎬ ｍｉｎ

ｋ∈[ ｌ１ꎬｌ２]Ｚ
ｕ(ｋ)≥θ‖ｕ‖∞ ꎬ θ＝(Ｎ＋１) －１ｍｉｎ{ ｌ１ꎬＮ＋１－ｌ２}ꎮ

定义 Ｎｅｍｙｔｓｋｉｉ 算子

Ｎｇ:Ｅ→Ｅꎬ　 Ｎｇ(ｕ)( ｔ)＝ ｇ(ｋꎬｕ(ｋ))ꎬ
根据 Ｎｅｍｙｔｓｋｉｉ 算子的性质及(Ｈ２)可知 Ｎｇ 是将有界集映成有界集ꎬ不难验证如下结论成立ꎮ

引理 ８　 定义算子

Ｄｇ:Ｅ＃→Ｅ＃ꎬ　 Ｄｇ ＝Ｂ 􀳱Ｎｇꎬ
则算子 Ｄｇ 是紧的ꎬ且 ｕ∈Ｅ＃是问题(１)的解当且仅当 ｕ 是 Ｄｇ 在 Ｅ＃上的不动点ꎮ

３　 主要结论的证明

定理 １ 的证明ꎮ 由引理 ５ 知问题(１)等价于和分算子

Ｄｆ(ｕ)(ｋ)＝
α

１－α∑
ｌ１

ｔ ＝１
ω(ｃꎬ ｆꎻｔ)＋∑

ｋ

ｔ ＝１
ω(ｃꎬ ｆꎻｔ)ꎬ

由引理 ２ 及(Ｈ１)知

‖Ｄｆ(ｕ)‖≤
αｌ１
１－α

＋Ｎ＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

由引理 ３ 和引理 ５ 知ꎬＤｆ:Ｅ＃→Ｅ＃为紧算子ꎮ 定义 Ω ＝ ｕ∈Ｅ＃:‖ｕ‖∞ ≤
αｌ１
１－α

＋Ｎ＋１{ } 显然 Ｄｆ(Ω)⊂Ωꎮ 根据

Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理[２９]可知 Ｄｆ 在 Ω 上有一个不动点ꎬ即为问题(１)的解ꎮ
定理 ２ 的证明ꎮ 根据定理 １ 知ꎬ问题(１)至少有一个解 ｕꎮ 不妨设 ｕ 是问题(１)的非平凡解ꎬ由于

Δ(ϕ(Δｕ(ｋ－１)))≤０ꎬ所以 ϕ(Δｕ(ｋ－１))单调递减ꎬ且 ｕ 是上凸的ꎮ 下面验证 ｕ≥０ꎮ 由 ｕ 上凸可知只需证

明 ｕ(０)≥０ꎬ ｕ(Ｎ＋１)≥０ 即可ꎮ
当 α＝β＝ ０ 时ꎬ则 ｕ(０)＝ ｕ(Ｎ＋１)＝ ０ꎬ结合 ｕ 是上凸的可得 ｕ( ｔ)≥０ꎬ ｔ∈[１ꎬＮ] Ｚꎬ因为 ｕ 是非平凡解ꎬ故

存在 ｔ０∈[１ꎬＮ] Ｚꎬ使得 ｕ( ｔ０) ＝ ｍａｘ
ｔ∈[１ꎬＮ]Ｚ

ｕ( ｔ) >０ꎬ且 Δｕ( ｔ０ －１)≥０ꎬ Δｕ( ｔ０)≤０ꎮ 由引理 ７ 知ꎬ存在 ｌ１ꎬｌ２∈

[１ꎬＮ] Ｚꎬ使得 ｍｉｎ
ｔ∈[ ｌ１ꎬｌ２]Ｚ

ｕ( ｔ)≥θ‖ｕ‖∞ ꎮ

当 α＝ ０ꎬ β∈(０ꎬ１)时ꎬ假设 ｕ(Ｎ＋１)<０ꎬ则 ｕ(０)＝ ０ꎬ ｕ( ｌ１)＝
１
β
ｕ(Ｎ＋１)<０ꎬ又因为 ｕ 上凸ꎬ由引理 ７ 知ꎬ

ｕ( ｌ１)≥θ‖ｕ‖∞ >０ꎬ矛盾ꎮ 故 ｕ( ｔ)≥０ꎬ ｔ∈[０ꎬＮ＋１] Ｚ 且 ｍｉｎ
ｔ∈[ ｌ１ꎬｌ２]Ｚ

ｕ( ｔ)≥θ‖ｕ‖∞ ꎮ 当 β ＝ ０ꎬ α∈(０ꎬ１)或

αꎬβ∈(０ꎬ１)时ꎬ利用反证法与上述推理过程可得 ｕ( ｔ)≥０ꎬ ｔ∈[０ꎬＮ＋１] Ｚꎮ 特别地ꎬ当 ｔ∈[ ｌ１ꎬ ｌ２] Ｚ 时ꎬ
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ｕ( ｔ)≥θ‖ｕ‖∞ >０ꎮ
定理 ３ 的证明ꎮ 任取 ｗ∈Ｅ＃ꎬ定义 Ｄｇ(ｗ)＝ Ｂ(Ｎｇ(ｗ))ꎮ 设 ｗ 在 ｔ０ 处取得最大值ꎬ‖ｗ‖∞ ＝ｗ( ｔ０)ꎮ 由 ｕ

可知ꎬｔ０∈[０ꎬｌ２] Ｚ 或 ｔ０∈[ ｌ１ꎬＮ＋１] Ｚꎬ Θ－１
１ :＝ｍａｘ

ｌ１
１－α

＋ｌ２－ｌ１ꎬ
Ｎ＋１－ｌ２
１－β

＋ｌ２－ｌ１{ } ꎮ 显然ꎬ 由引理 ７ 和引理 ８ 知ꎬ

Ｄｇ(Ｅθ)⊂Ｅθ 且 Ｄｇ:Ｅθ → Ｅθ 为紧算子ꎮ 问题 ( １) 的正解等价于 Ｄｇ (ｗ) 在 Ｅθ 上存在不动点ꎮ 根据

Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ不动点定理ꎬ 只需验证如下结论成立:
(ａ) ‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ ≤ｒ１ꎬ ‖ｗ‖∞ ＝ ｒ１ꎬ ｗ∈Ｅθꎻ
(ｂ) ‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ ≥ｒ２ꎬ ‖ｗ‖∞ ＝ ｒ２ꎬ ｗ∈Ｅθꎮ
先证结论(ａ)成立ꎮ 任取 ｗ∈Ｅθ且‖ｗ‖∞ ＝ ｒ１ꎬ ｒ１ >０ 满足定理 ３ 中的条件(ⅰ)、(ⅱ)ꎬ则存在 ｔ０∈[０ꎬ

Ｎ＋１]Ｚꎬ使得‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ ＝ ｍａｘ
ｔ∈[０ꎬＮ＋１]Ｚ

Ｄｇ(ｗ)＝ Ｄｇ(ｗ)( ｔ０)ꎮ 由引理 ６ 知ꎬＤｇ(ｗ)上凸ꎬ故 ｔ０∈[０ꎬｌ２] Ｚ 或 ｔ０∈[ ｌ１ꎬ

Ｎ＋１] Ｚꎮ 当 ｔ０∈[０ꎬｌ２] Ｚ 时ꎬ由引理 ６ 和定理 ３ 中的条件(ⅰ)知ꎬ存在 ｔ１∈[ ｌ２＋１ꎬＮ] Ｚꎬ ｔ２∈[１ꎬｌ１－１] Ｚꎬ使得

　 ‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ ＝Ｄｇ(ｗ)( ｔ０)

＝ α
１－α∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＤｇ(ｗ)( ｔ１－１))＋∑

ｔ１－１

ｓ ＝ｋ
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) ) ＋∑

ｔ０

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＤｇ(ｗ)( ｔ１－１))＋∑

ｔ１－１

ｓ ＝ｋ
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )ꎮ

由 ΔＤｇ(ｗ)( ｔ１－１)≤０ꎬ得

‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ ≤ α
１－α∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ ( ∑

Ｎ

ｓ ＝１
􀭵ｇ０ꎬｒ１(ｓ) ) ＋∑

ｌ２

ｋ ＝１
ϕ－１ ( ∑

Ｎ

ｓ ＝１
􀭵ｇ０ꎬｒ１(ｓ) )

＝ １
１－α∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ ( ∑

Ｎ

ｓ ＝１
􀭵ｇ０ꎬｒ１(ｓ) ) ＋∑

ｌ２

ｋ ＝ｌ１＋１
ϕ－１ ( ∑

Ｎ

ｓ ＝１
􀭵ｇ０ꎬｒ１(ｓ) )

≤
ｌ１

１－α
＋ｌ２－ｌ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ϕ－１ ( ∑

Ｎ

ｓ ＝１
􀭵ｇ０ꎬｒ１(ｓ) ) )≤ｒ１ꎮ

当 ｔ０∈[ ｌ１ꎬＮ＋１] Ｚ 时ꎬ由引理 ６ 和定理 ３ 中的条件(ⅱ)知ꎬ
‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ ＝Ｄｇ(ｗ)( ｔ０)

＝ － β
１－β ∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｌ２

ϕ－１ (ϕ(ΔＤｇ(ｗ)( ｔ２))－∑
ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )

－∑
Ｎ＋１

ｋ ＝ｔ０

ϕ－１ (ϕ(ΔＤｇ(ｗ)( ｔ２))－∑
ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )

≤ １
１－β ∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｌ２

ϕ－１ ( －ϕ(ΔＤｇ(ｗ)( ｔ２))＋∑
ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )

＋∑
ｌ２－１

ｋ ＝ｌ１－１
ϕ－１ ( －ϕ(ΔＤｇ(ｗ)( ｔ２))＋∑

ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )

≤
Ｎ＋１－ｌ２
１－β

＋ｌ２－ｌ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ (ϕ－１ ( ∑

Ｎ

ｓ ＝１
􀭵ｇ０ꎬｒ１(ｓ) ) )

≤ｒ１ꎮ
下证结论(ｂ)成立ꎮ 令‖ｗ‖∞ ＝ｒ２≠ｒ１ 且 ｒ２ 满足定理 ３ 中的条件(ⅲ)ꎮ 因为 ｗ∈Ｅθꎬ所以 ｍｉｎ

ｋ∈[ ｌ１ꎬｌ２]Ｚ
ｗ( ｔ)≥

θ‖ｗ‖∞ ꎬ利用反证法ꎬ假设‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ <ｒ２ꎬ则 ｒ２>‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ ＝Ｄｇ(ｗ)( ｔ０)ꎮ 当 ｔ０∈[０ꎬｌ２] Ｚ 时ꎬ由引理 ６
和定理 ３ 中的条件(ⅲ)知ꎬ存在 ｔ１∈[ ｌ２＋１ꎬＮ] Ｚꎬ ｔ２∈[１ꎬｌ１－１] Ｚꎬ使得

ｒ２>‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ ＝Ｄｇ(ｗ)(ｔ０)≥Ｄｇ(ｗ)(ｌ２)

＝ α
１－α∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＤｇ(ｗ)(ｔ１))＋∑

ｔ１

ｓ ＝ｋ
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) ) ＋∑

ｌ２

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＤｇ(ｗ)(ｔ１))＋∑

ｔ１

ｓ ＝ｋ
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )

＝ １
１－α∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＤｇ(ｗ)(ｔ１))＋∑

ｔ１

ｓ ＝ｋ
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) ) ＋∑

ｌ２

ｋ ＝ｌ１＋１
ϕ－１ (ϕ(ΔＤｇ(ｗ)(ｔ１))＋∑

ｔ１

ｓ ＝ｋ
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )

≥ １
１－α∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ ( － １－β

Ｎ＋１－ｌ２
Ｄｇ(ｗ)(ｌ２) ) ＋∑

ｔ１

ｓ ＝ｋ
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) ) ＋∑

ｌ２

ｋ ＝ｌ１＋１
ϕ－１ ( － １－β

Ｎ＋１－ｌ２
Ｄｇ(ｗ)(ｌ２)＋∑

ｔ１

ｓ ＝ｋ
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )
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≥ １
１－α∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ ( － １－β

Ｎ＋１－ｌ２
‖Ｄｇｗ‖∞ ) ＋∑

ｌ２

ｓ ＝ｌ１

ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) ) ＋∑
ｌ２

ｋ ＝ｌ１＋１
ϕ－１ ( － １－β

Ｎ＋１－ｌ２
‖Ｄｇｗ‖∞ ＋ｇ(ｌ２ꎬｗ(ｌ２)) )

≥
ｌ１

１－α
＋ｌ２－ｌ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ϕ－１ ϕ － １－β

Ｎ＋１－ｌ２
ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｇθｒ２ꎬｒ２(ｌ２)

æ

è
ç

ö

ø
÷ >ｒ２ꎮ

矛盾ꎮ 若 ｔ０∈[ ｌ１ꎬＮ＋１] Ｚꎬ则
ｒ２>‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ ＝Ｄｇ(ｗ)(ｔ０)≥Ｄｇ(ｗ)(ｌ１)

≥ １
１－β ∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｌ２＋１
ϕ－１ ( －ϕ(ΔＤｇ(ｗ)(ｔ２))＋∑

ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) ) ＋∑

ｌ２

ｋ ＝ｌ１＋１
ϕ－１ ( －ϕ(ΔＤｇ(ｗ)(ｔ２))＋∑

ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )

≥ １
１－β ∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｌ２＋１
ϕ－１ ( －ϕ (１－αｌ１

Ｄｇ(ｗ)(ｌ２) ) ＋∑
ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) ) ＋∑

ｌ２

ｋ ＝ｌ１＋１
ϕ－１ ( －ϕ (１－αｌ１

Ｄｇ(ｗ)(ｌ２) ) ＋∑
ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )

≥ １
１－β ∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｌ２＋１
ϕ－１ ( －ϕ (１－αｌ１

‖Ｄｇｗ‖∞ ) ＋∑
ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) ) ＋∑

ｌ２

ｋ ＝ｌ１＋１
ϕ－１ ( －ϕ (１－αｌ１

‖Ｄｇｗ‖∞ ) ＋∑
ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )

≥ １
１－β ∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｌ２＋１
ϕ－１ ( －ϕ (１－αｌ１

ｒ２ ) ＋∑
ｌ２

ｓ ＝ｌ１

ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) ) ＋∑
ｌ２

ｋ ＝ｌ１＋１
ϕ－１ ( －ϕ (１－αｌ１

ｒ２ ) ＋ｇ(ｌ１ꎬｗ(ｌ１)) )

≥
Ｎ＋１－ｌ２
１－β

＋ｌ２－ｌ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ϕ－１ －ϕ １－α

ｌ１
ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ｇθｒ２ꎬｒ２(ｌ１)

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ >ｒ２ꎮ

矛盾ꎬ故假设不成立ꎬ即(ｂ)成立ꎮ 由 Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ 不动点定理[２９]可知问题(１)至少有一个解 ｕ∈Ｅθꎮ
定理 ４ 的证明ꎮ 由题设和定理 ３ 的证明可知ꎬ存在正常数 ｒ１ꎬｒ２∈( ０ꎬ(Ｎ＋１))ꎬ ( ｒ１≠ｒ２)ꎬ 且满足

ｒ１Θ
－１
１ >１>ｒ２Θ

－１
０ ꎬ 使得定理 ３ 的条件(ⅰ)、(ⅱ)、(ⅲ)成立ꎬ因此由定理 ３ 可知问题(１)存在一个正解 ｕ１ 满

足 ｒ２‖ｕ１‖∞ ≤ｒ１ꎮ

由题设 ｌｉｍ
ｓ→０

ｇ(ｋꎬｓ)
ｓ

＝ ０ 对任意的 ｋ∈[１ꎬＮ] Ｚ 一致成立知ꎬ存在 ０<ｒ０<ｒ２ 充分小满足 ϕ(Θ－１
１ ｒ０)<１ꎬ使得当

０≤ｕ≤ｒ０ 时ꎬ

ｇ(ｋꎬｓ)≤
ϕ(Θ－１

１ ｒ０)
ｒ０Ｎ

(５)

ｓ 对任意的 ｋ∈[１ꎬＮ] Ｚ 一致成立ꎮ 下面验证不等式‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ ≤ｒ０ꎬ ‖ｗ‖∞ ＝ ｒ０ꎬ ｗ∈Ｅθ成立ꎮ
事实上ꎬ存在 ｔ０∈[０ꎬＮ＋１] Ｚꎬ使得‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ ＝ ｍａｘ

ｔ∈[０ꎬＮ＋１]Ｚ
Ｄｇ(ｗ)＝ Ｄｇ(ｗ)( ｔ０)ꎮ 由引理 ６ 知ꎬＤｇ(ｗ)上

凸ꎬ故 ｔ０∈[０ꎬｌ２] Ｚꎮ 当 ｔ０∈[ ｌ１ꎬＮ＋１] Ｚꎮ 当 ｔ０∈[０ꎬｌ２] Ｚ 时ꎬ由引理 ６ 和式(５)知存在 ｔ１∈[ ｌ２＋１ꎬＮ] Ｚꎬ使得

　 　 ‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ ＝Ｄｇ(ｗ)( ｔ０)

＝ α
１－α∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＤｇ(ｗ)( ｔ１－１))＋∑

ｔ１－１

ｓ ＝ｋ
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )

＋∑
ｔ０

ｋ ＝１
ϕ－１ (ϕ(ΔＤｇ(ｗ)( ｔ１－１))＋∑

ｔ１－１

ｓ ＝ｋ
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )

≤ α
１－α∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ ( ∑

Ｎ

ｓ ＝１

ϕ(Θ－１
１ ｒ０)

ｒ０Ｎ
ｗ(ｓ) ) ＋∑

ｌ２

ｋ ＝１
ϕ－１ ( ∑

Ｎ

ｓ ＝１

ϕ(Θ－１
１ ｒ０)

ｒ０Ｎ
ｗ(ｓ) )

＝ １
１－α∑

ｌ１

ｋ ＝１
ϕ－１ ( ∑

Ｎ

ｓ ＝１

ϕ(Θ－１
１ ｒ０)

ｒ０Ｎ
ｗ(ｓ) ) ＋∑

ｌ２

ｋ ＝ｌ１＋１
ϕ－１ ( ∑

Ｎ

ｓ ＝１

ϕ(Θ－１
１ ｒ０)

ｒ０Ｎ
ｗ(ｓ) )

≤
ｌ１

１－α
＋ｌ２－ｌ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ϕ－１ ( ∑

Ｎ

ｓ ＝１

ϕ(Θ－１
１ ｒ０)

ｒ０Ｎ
‖ｗ‖∞ ) )

≤Θ１ϕ
－１ (Ｎ

ϕ(Θ－１
１ ｒ０)

ｒ０Ｎ
ｒ０ )≤Θ１ϕ

－１(ϕ(Θ－１
１ ｒ０))＝ ｒ０ꎮ

当 ｔ０∈[ ｌ１ꎬＮ＋１] Ｚ 时ꎬ由引理 ６ 和式(５)知ꎬ存在 ｔ２∈[１ꎬｌ１－１] Ｚꎬ使得
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‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ ＝Ｄｇ(ｗ)(ｔ０)

＝ － β
１－β∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｌ２

ϕ－１ (ϕ(ΔＤｇ(ｗ)(ｔ２))－∑
ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) ) －∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｔ０

ϕ－１ (ϕ(ΔＤｇ(ｗ)(ｔ２))－∑
ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )

≤ １
１－β∑

Ｎ＋１

ｋ ＝ｌ２

ϕ－１ ( －ϕ(ΔＤｇ(ｗ)(ｔ２))＋∑
ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) ) ＋∑

ｌ２－１

ｋ ＝ｌ１－１
ϕ－１ ( －ϕ(ΔＤｇ(ｗ)(ｔ２))＋∑

ｋ－１

ｓ ＝ｔ２＋１
ｇ(ｓꎬｗ(ｓ)) )

≤
Ｎ＋１－ｌ２
１－β

＋ｌ２－ｌ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ (ϕ－１ ( ∑

Ｎ

ｓ ＝１

ϕ(Θ－１
１ ｒ０)

ｒ０Ｎ
ｗ(ｓ) ) )

≤Θ１ϕ
－１ ( ∑

Ｎ

ｓ ＝１

ϕ(Θ－１
１ ｒ０)

ｒ０Ｎ
ｒ０ )≤Θ１ϕ

－１(ϕ(Θ－１
１ ｒ０))＝ ｒ０ꎮ

结合‖Ｄｇ(ｗ)‖∞ ≥ｒ２ꎬ ‖ｗ‖∞ ＝ ｒ２ꎬ ｗ∈Ｅθ和 Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ 不动点定理ꎬ可得问题(１)存在正解 ｕ２∈Ｅθꎬ满足

０<ｒ０≤‖ｕ２‖∞ ≤ｒ２ꎮ

４　 应用举例

例 １　 考察边值问题

－Δ
(Δｕ(ｋ－１))

１－(Δｕ(ｋ－１)) ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝[ｕ(ｋ＋１)－ｕ(ｋ)]＋ｋꎬ　 ｋ∈[１ꎬ６] Ｚꎬ

ｕ(０)＝ １
４
ｕ(２)ꎬ ｕ(７)＝ １

４
ｕ(４)ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(６)

其中 ｆ(ｕ)＝ Δｕ(ｋ)＋ｋ 关于 ｕ 连续ꎮ 根据定理 １ 可知则问题(６)至少有一个解ꎮ
例 ２　 考察边值问题

－Δ
(Δｕ(ｋ－１))

１－(ｕ(ｋ－１)) ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｕ２＋２ꎬ　 ｋ∈[１ꎬ６] Ｚꎬ

ｕ(０)＝ １
４
ｕ(２)ꎬ ｕ(７)＝ １

４
ｕ(４)ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(７)

其中 ｇ(ｋꎬｕ)＝ ｕ２＋１(０<ｕ<７)关于 ｕ 连续ꎮ 根据定理 ２ 可知则问题(７)至少有一个解 ｕꎮ

下面验证定理 ３ 的条件成立ꎬ使得问题(７)至少存在一个正解ꎮ 显然 ｌ１ ＝ ２ꎬ ｌ２ ＝ ４ꎬ Ｎ＝ ６ꎬ α＝ β ＝ １
４
ꎬ θ＝

２
７
ꎮ 令 ｒ１ ＝ ６ꎬ ｒ２ ＝ ２ꎬ则不难计算 Θ０:＝ ｍａｘ １－α

ｌ１
ꎬ １－ β
Ｎ＋１－ ｌ２{ } ＝ ３

８
且

ｌ１
１－α

＋ ｌ２ － ｌ１ ＝
１４
３

ꎬ
Ｎ＋１－ｌ２
１－ β

＋ ｌ２ － ｌ１ ＝ ６ꎬ

∑
７

ｋ ＝１
􀭵ｇ０ꎬｒ１(ｋ)＝ ２６６ꎬ ｍｉｎ {ｇθｒ２ꎬｒ２( ｌ１)ꎬｇθｒ２ꎬｒ２( ｌ２))} ＝ １１４

４９
ꎮ 进而有

(１) １４
３
ϕ－１ ( ∑

７

ｋ ＝１
􀭵ｇ０ꎬｒ１(ｋ) )＝ １４

３
ϕ－１(２６６)≤６ꎻ

(２) ６ϕ－１ ( ∑
７

ｋ ＝１
􀭵ｇ０ꎬｒ１(ｋ) )＝ ６ϕ－１(２６６)≤６ꎻ

(３) ｍｉｎ {ｇθｒ２ꎬｒ２( ｌ１)ꎬｇθｒ２ꎬｒ２( ｌ２))} ＝ １１４
４９

≈２.３２６ ５≥ϕ ６
８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ϕ １

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≈１.７３２ꎮ

根据定理 ３ 可得问题(７)至少有一个正解 ｕ 满足 ２≤‖ｕ‖∞ ≤６ꎮ
例 ３　 考察边值问题

－Δ
(Δｕ(ｋ－１))

１－(Δｕ(ｋ－１)) ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｅｕ－１－ｕ＋ｕ３ꎬ　 ｋ∈[１ꎬ９] Ｚꎬ

ｕ(０)＝ １
４
ｕ(２)ꎬ ｕ(１０)＝ １

２
ｕ(５)ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(８)

其中 ｇ(ｋꎬｕ)＝ ｅｕ－１－ｕ＋ｕ３(０<ｕ<１０)关于 ｕ 连续且满足 ｌｉｍ
ｓ→０

ｇ(ｋꎬｓ)
ｓ

＝ ０ꎮ 显然 ｌ１ ＝ ２ꎬ ｌ２ ＝ ５ꎬ Ｎ＝ ９ꎬ α＝ ３
４
ꎬ β ＝
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１
２
ꎬ θ＝ １

５
ꎮ 不难计算Θ０:＝ｍａｘ １－α

ｌ１
ꎬ １－β
Ｎ＋１－ｌ２{ } ＝ １

８
其

ｌ１
１－α

＋ｌ２－ｌ１ ＝ １１ꎬ
Ｎ＋１－ｌ２
１－β

＋ｌ２－ｌ１ ＝ １３ꎬ Θ１ ＝ １３ꎮ 令 ｒ１ ＝

１４ꎬ ｒ２ ＝ ４ꎬ则 ｒ１Θ
－１
１ >１>ｒ２Θ０ 且当 ｕ∈[０.８ꎬ４]时ꎬｍｉｎ {ｇθｒ２ꎬｒ２( ｌ１)ꎬｇθｒ２ꎬｒ２( ｌ２))} ＝ ｅ０.８－１－０.８＋(０.８) ３≈０.９３８≥

ϕ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ϕ ２

５
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

１５
＋ ２

２１
≈０.６８５ꎮ 故定理 ４ 的条件均成立ꎮ 从而问题(８)至少存在 ２ 个正解ꎮ
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