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ｐ￣群上的作用与 ｐ￣超可解性
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摘要:设有限群 Ａ 作用在有限 ｐ￣群 Ｐ 上ꎬ其中 ｜Ｐ ｜ >ｐｅ≥ｐ３ꎬ ｅ 是某个固定的正整数ꎬ证明了若 Ｐ 中的每个 ｐｅ 阶非循环且非极

大类子群皆是 Ｏ ｐ(Ａ) ￣不变的ꎬ则 Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１)在 Ｐ 上的作用是平凡的(即 ＣＰ(Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１))＝ Ｐ)ꎬ其中 Ａｐ－１是由所有方次数整除

ｐ－１的交换群组成的群系ꎬＡＡｐ－１是 Ａ 的 Ａｐ－１ ￣剩余ꎮ 给出了有限群是 ｐ￣超可解的若干充分条件ꎮ
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ｏｎ Ｐ (ｎａｍｅｌｙ ＣＰ(Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１))＝ Ｐ)ꎬ ｗｈｅｒｅ Ａｐ－１ ｉｓ ａ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｗｈｉｃｈ ｃｏｎｓｉｓｔｓ ｏｆ ａｌｌ ａｂｅｌｉａｎ ｇｒｏｕｐｓ ｗｉｔｈ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｄｉｖｉｄｉｎｇ ｐ－１ ａｎｄ
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０　 引言

本文中的群皆为有限群ꎬｐ 总表示某个素数ꎮ 设 Ｇ 是群ꎬ则 Ｏ ｐ(Ｇ)是由所有阶不能被 ｐ 整除的元素所

生成的 Ｇ 的子群ꎮ 此外ꎬ若 Ｆ 是群系ꎬ则 ＧＦ 表示 Ｇ 的 Ｆ￣剩余ꎬ即 ＧＦ 是 Ｇ 中唯一的使得Ｇ / ＧＦ∈Ｆ 的最小

正规子群ꎮ 除此之外ꎬ设群 Ｆ 作用在 Ｇ 上ꎬ则考虑半直积 Ｇ Ｆꎮ 进一步地ꎬ如果 ＣＧ(Ｆ)＝ Ｇꎬ那么称 Ｆ 在 Ｇ
上的作用是平凡的ꎻ如果 Ｇ 的子群 Ｌ 对于任意 ｆ∈Ｆꎬ皆有 Ｌｆ ＝Ｌꎬ那么称 Ｌ 为 Ｆ￣不变的或者称 Ｆ 正规化 Ｌꎮ

众所周知ꎬ群作用是研究群理论十分重要的技术手段ꎮ 如 Ｂｌａｃｋｂｕｒｎ 定理[１]:设 ｐ′￣群 Ｈ 作用在 ｐ￣群 Ｐ
上ꎬ若[Ω１(Ｐ)ꎬＨ] ＝ １ꎬ且当 ｐ＝ ２ 时也有[Ω２(Ｐ)ꎬＨ] ＝ １ꎬ则[ＰꎬＨ] ＝ １ꎮ 记 ｅ 是某一固定的正整数ꎬＡｐｉ－１表示

由所有方次数整除 ｐｉ－１ 的交换群组成的群系( ｉ≥１)ꎬ假设群 Ａ 作用在 ｐ￣群 Ｐ 上ꎮ Ｂｅｒｋｏｖｉｃｈ 等[２]证明了如

果 Ｐ 的每个 ｐｅ≥ｐ３ 阶非循环子群均是 Ｏ ｐ(Ａ) ￣不变的ꎬ则“Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１)≤ＣＡ(Ｐ)”ꎮ Ｇｕｏ 等[３]仅要求群 Ｐ 中的

每个 ｐｅ≥ｐ４(当 ｐ ＝ ２ 时 ｅ≥５)阶非亚循环子群是 Ｏ ｐ(Ａ) ￣不变的ꎬ得到了一个类似的结果“Ｏ ｐ(ＡＡｐ２－１)≤
ＣＡ(Ｐ)”ꎮ 对偶地ꎬＢａｉ 等[４]假定 Ｐ 中每个 ｐｅ≥ｐ２ 阶非极大类子群是 Ｏ ｐ(Ａ) ￣不变的(称 ｐｎ 阶群为极大类 ｐ￣
群ꎬ如果 ｎ≥３ 且它的幂零类是 ｎ－１ꎬ见文献[５])ꎬ同样取得了“Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１)≤ＣＡ(Ｐ)”ꎮ 类似的研究见文献
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[６￣８]ꎮ 从幂零类的角度看ꎬ循环 ｐ￣群的幂零类最小ꎬ而极大类 ｐ￣群具有最大的幂零类ꎬ这是两个极端对立

的情形ꎮ 但是ꎬ在上述条件“每个 ｐｅ 阶非循环子群均是 Ｏ ｐ(Ａ) ￣不变的”和“每个 ｐｅ 阶非极大类子群是

Ｏ ｐ(Ａ) ￣不变的”下ꎬ获得的结果是一样的ꎬ即 Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１)≤ＣＡ(Ｐ)ꎮ 鉴于此观察ꎬ将非循环与非极大类相结

合ꎬ提出如下问题ꎮ
　 　 问题 １　 设群 Ａ 作用在 ｐ￣群 Ｐ 上ꎬ其中 ｜Ｐ ｜ >ｐｅꎬ若 Ｐ 中每个 ｐｅ 阶非循环且非极大类子群皆是 Ｏ ｐ(Ａ) ￣不
变的ꎬ则 Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１)≤ＣＡ(Ｐ)是否成立?

称群 Ｐ 的子群 Ｍ 为 Ｎ∗￣子群ꎬ若 Ｍ 满足条件

Ｎ∗:Ｍ 非循环且 Ｍ 不是极大类 ｐ￣群ꎮ
进而ꎬ回答如下ꎮ

定理 １　 记整数 ｅ≥３ꎬ设群 Ａ 作用在 ｐ￣群 Ｐ 上ꎬ其中 ｜Ｐ ｜ >ｐｅꎬ若 Ｐ 的每个 ｐｅ 阶 Ｎ∗￣子群均是 Ｏ ｐ(Ａ) ￣不
变的ꎬ则 Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１)在 Ｐ 上作用平凡ꎬ其中 Ａｐ－１是由所有方次数整除 ｐ－１ 的交换群组成的群系ꎮ

例 １ 是对定理 １ 中限制 ｅ≥３ 的一个解释ꎮ
例 １　 设群 Ｐ 同构于 Ｃｐ２×Ｃｐ２(２ 个 ｐ２ 阶循环群的直积)ꎬ考虑 Ａ ＝Ａｕｔ(Ｐ)在 Ｐ 上的作用ꎬ其中 Ａｕｔ(Ｐ)

表示 Ｐ 的自同构群ꎮ 由于

Ω

１(Ｐ)≅Ｃ２
ｐ 是 Ｐ 中唯一的 ｐ２ 阶 Ｎ∗￣子群ꎬ因此

Ω

１(Ｐ)是 Ｏ ｐ(Ａ) ￣不变的ꎮ 但是ꎬ
根据

Ω

１(Ｐ) ｃｈａｒ Ｐ 可知ꎬＡ 具有一个同态像同构于ＧＬ(２ꎬｐ)ꎬ进而 Ａ 无正规 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ这意味着Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１)
非平凡ꎬ即 Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１)在 Ｐ 上的作用是非平凡的ꎮ

一些学者研究了某些给定阶数的 ｐ￣子群都满足某种嵌入性质的群的结构ꎬ比如:Ｓ￣置换[９]、弱 ｓ￣置
换[１０]、Ｓ￣半置换[１１]、ＳＳ￣可补[１２]、Ｚ￣置换[１３￣１４]、Ｚｐ￣置换[３]等ꎮ 这里详列 Ｓ￣半置换的定义:称群 Ｇ 的子群 Ｈ 在

Ｇ 中 Ｓ￣半置换ꎬ若对任意不整除 ｜Ｈ ｜的素数 ｑ( ｜Ｈ ｜表示 Ｈ 的阶ꎬｑ ｜Ｈ ｜ )ꎬＨ 与 Ｇ 的每个 Ｓｙｌｏｗ ｑ￣子群 Ｑ 皆

可交换ꎬ即 ＱＨ＝ＨＱꎬ见文献[１１]ꎮ
本文首先证明了定理 １ꎬ利用此结果给出了群是 ｐ￣超可解的一个充分条件(一个群称为 ｐ￣超可解群ꎬ若

它的主因子或为 ｐ 阶循环群或为 ｐ′￣群ꎬ见文献[１]中的定义 ９.１.５)ꎬ可得定理 ２ꎮ
定理 ２　 记整数 ｅ≥３ꎬ假设群 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群是阶大于 ｐｅ 的 Ｎ∗￣子群ꎬ若 Ｇ 的每个 ｐｅ 阶 Ｎ∗￣子群皆

在 Ｇ 中是 Ｓ￣半置换的ꎬ则 Ｇ 是 ｐ￣超可解群ꎮ
最后ꎬ还证明了一个与定理 １ 等价的定理(见定理 ３)ꎬ并且还给出了群是 ｐ￣超可解的另一个充分条件

(见定理 ４)ꎮ
Ｃｐｎ表示 １ 个 ｐｎ 阶循环群ꎬＡ×Ｂ 表示群 Ａ 与群 Ｂ 的直积ꎬ进而 Ｃｐｍ×Ｃｐｎ表示 ｐｍ 阶循环群与 ｐｎ 阶循环群

的直积ꎮ Ａ－Ｂ 表示集合{ｘ ｜ ｘ∈Ａꎬ但是 ｘ∉Ｂ}ꎬ其中 Ａ 与 Ｂ 为集合ꎮ 另外ꎬ设 Ｇ 是群ꎬｅｘｐ(Ｇ)、 ｜Ｇ ｜ 、π(Ｇ)、
Ｏπ(Ｇ)、Ｏｐｐ′(Ｇ)和 ｜Ｇ ｜ ｐ 分别表示 Ｇ 的方次数(即 Ｇ 中所有元素的阶的最小公倍数)、Ｇ 的阶、 ｜Ｇ ｜的所有素

因子组成的集合、Ｇ 中最大的正规 π￣子群、Ｏｐ′(Ｇ / Ｏｐ(Ｇ))在 Ｇ 中的原像和 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群的阶ꎮ 此外ꎬ
对于 Ｇ 的子群 Ｈꎬ称 Ｈ Ｇ为 Ｈ 在 Ｇ 中的正规闭包ꎮ 若 Ｇ 是 ｐ￣群ꎬ则 Ω{ ｉ}(Ｇ)和 Ω

{ ｉ}(Ｇ)分别表示集合

{ ｇ∈Ｇ ｜ ｇ ｐ ｉ ＝ １}和{ ｇ ｐ ｉ ｜ ｇ∈Ｇ} ꎬ Ω ｉ(Ｇ)和 Ω

ｉ(Ｇ)分别表示由 Ω{ ｉ}(Ｇ)和 Ω

{ ｉ}(Ｇ)生成的群ꎬ即 Ω ｉ(Ｇ)＝
‹Ω{ ｉ}(Ｇ)›ꎬ Ω

ｉ(Ｇ)＝ ‹ Ω

{ ｉ}(Ｇ)›ꎮ 若 Ｇ 是内交换 ｐ￣群(即所有真子群均交换的非交换 ｐ￣群)ꎬ则
Ｑ８ 表示‹ａꎬｂ ｜ ａ４ ＝ １ꎬ ｂ２ ＝ａ２ꎬ ａｂ ＝ａ－１›ꎬ

Ｍｐ(ｎꎬｍ)表示‹ａꎬｂ ｜ ａ ｐｎ ＝ｂ ｐｍ ＝ １ꎬ ａｂ ＝ａ１＋ｐｎ－１›ꎬ 其中 ｎ≥２ꎬ ｍ≥１ꎬ
其它未提到的符号参见文献[１ꎬ５ꎬ１５]ꎮ

１　 预备知识

定义 １[３] 　 称 ｐ￣群 Ｇ 为 ＣＳ(ｐꎬｎ) ￣群ꎬ若 Ｇ 有一个特征子群链

１＝Ｇ０<Ｇ１<􀆺<Ｇｍ ＝Ｇ
使得 ｜Ｇｉ / Ｇｉ－１ ｜≤ｐｎꎬ ｉ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ}ꎮ

引理 １[４] 　 令整数 ｅ≥３ꎬ设 Ｃ 是非极大类 ｐ￣群 Ｇ 的一个子群ꎬ若 ｜Ｇ ｜≥ｐｅ 且 ｜Ｃ ｜ <ｐｅꎬ则 Ｇ 中存在 ｐｅ 阶

非极大类子群 Ｈ 使得 Ｃ≤Ｈꎮ
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引理 ２　 令整数 ｅ≥２ꎬ设 Ｇ 是 Ｎ∗￣ｐ￣群且 Ｃ 是 Ｇ 的子群ꎬ若 ｜Ｇ ｜ ≥ｐｅ 且 ｜Ｃ ｜ <ｐｅꎬ则 Ｇ 中存在 ｐｅ 阶 Ｎ∗￣
子群 Ｈ 使得 Ｃ≤Ｈꎮ

证明　 反证法ꎮ 假设结论不真ꎬ则 Ｇ 的任意 ｐｅ 阶子群 Ｕ 使得 Ｃ≤Ｕꎬ均有 Ｕ 循环或者 Ｕ 是极大类 ｐ￣
群ꎬ这意味着 ｜Ｇ ｜ >ｐｅꎮ 设 Ａ＝{Ｍ≤Ｇ ｜Ｍ 是 Ｎ∗￣子群使得 Ｃ≤Ｍ 且 ｜Ｍ ｜≥ｐｅ}ꎬ则 Ｕ∉Ａꎮ 由于 Ｇ 是 Ｎ∗￣ｐ￣群ꎬ
因此 Ｇ∈Ａꎬ这说明 Ａ≠⌀ꎮ 取 Ａ 中包含关系下最小的元素 Ｖꎬ即 Ｖ 的任意真子群 Ｗꎬ均有 Ｗ∉Ａꎬ则 Ｕ 的任

意性暗含着 ｜Ｖ ｜≥ｐｅ＋１ꎮ
设 ｜Ｖ ｜ ＝ｐｎ＋１ꎬ则 ｎ≥ｅꎮ 这种情况下ꎬ若 ｎ≥３ꎬ则据引理 １ 得 Ｖ 中存在极大子群 Ｘ 使得 Ｃ≤Ｘ 且 Ｘ 不是极

大类 ｐ￣群ꎮ 又ꎬＶ 的极小性隐含着 Ｘ∉Ａꎬ所以 Ｘ 是循环群ꎮ 若 ｎ＝ ２ꎬ则设 Ｙ 是 Ｖ 的极大子群且 Ｃ≤Ｙꎮ 注意

到 Ｙ 是交换群ꎬＹ 不是极大类 ｐ￣群ꎮ 依据 Ｖ 的极小性知 Ｙ∉Ａꎬ所以 Ｙ 也是循环群ꎬ于是 Ｖ 有 ｐｎ 阶循环子群ꎮ
由于 Ｖ 是 Ｎ∗￣群ꎬ因此 Ｖ≇Ｍｐ(２ꎬ１)ꎬ进而由文献[５]中的定理 ２.２.１０ 和 ２.５.３ 知ꎬＶ≅Ｃｐｎ×Ｃｐ 或 Ｖ≅Ｍｐ(ｎꎬ１)ꎬ其
中 Ｍｐ(ｎꎬ１)≠Ｍｐ(２ꎬ１)ꎬ从而 Ωｅ－１(Ｖ)≅Ｃｐｅ－１×Ｃｐꎮ 由 Ｕ 的任意性可知 Ｃ≤/ Ωｅ－１(Ｖ)ꎬ但是ꎬ依据 ｜Ｃ ｜ <ｐｅ 可知

ｅｘｐ(Ｃ)≤ｅ－１ꎬ从而 Ｃ≤Ωｅ－１(Ｖ)ꎬ矛盾ꎮ
推论 １　 记整数 ｅ≥２ꎬ设 Ｇ 是阶大于 ｐｅ 的 Ｎ∗￣ｐ￣群且 Ｃ 是 Ｇ 的一个子群ꎬ若 Ｃ≅Ｃｐｅꎬ则 Ｇ 具有子群 Ｈ

使得 Ｈ≅Ｃｐｅ￣１×Ｃｐꎮ
证明　 据引理 ２ 知ꎬＧ 中存在 ｐｅ＋１阶 Ｎ∗￣子群 Ｍ 使得 Ｃ≤Ｍꎮ 注意到 ｜Ｍ:Ｃ ｜ ＝ ｐꎬ据文献[５]中的定理

２.２.１０和 ２.５.３ꎬ有 Ｍ≅Ｃｐｅ×Ｃｐ 或 Ｍ≅Ｍｐ(ｅꎬ１)ꎬ其中 Ｍｐ(ｅꎬ１)≠Ｍｐ(２ꎬ１)ꎬ因此 Ｍ 有极大子群 Ｈ 使得 Ｈ≅
Ｃｐｅ－１×Ｃｐꎮ

引理 ３[２] 　 设群 Ａ 作用在 ｐ￣群 Ｐ 上ꎬ则下列任一条件皆可充分保证 Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１)在 Ｐ 上的作用是平凡的ꎮ
(１) Ｐ 循环ꎻ
(２) Ｐ 有循环极大子群ꎬ但 Ｐ 既不是 ｐ２ 阶初等交换群(Ｃｐ×Ｃｐ)ꎬ也不是四元数群(Ｑ８)ꎻ
(３) Ｐ 中每个极大子群均是 Ｏ ｐ(Ａ) ￣不变的ꎮ
引理 ４[４] 　 记整数 ｅ≥２ꎬ设群 Ａ 作用在 ｐ￣群 Ｐ 上ꎬ其中 ｜ Ｐ ｜ >ｐｅꎬ若 Ｐ 的每个 ｐｅ 阶非极大类子群皆是

Ｏ ｐ(Ａ) ￣不变的ꎬ则 Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１)在 Ｐ 上作用平凡ꎮ
引理 ５[４] 　 设 Ｇ 是 ｐ￣群且 ｜Ｇ ｜≥ｐ５ꎬ若 Ｇ 中存在极大子群是极大类 ｐ￣群ꎬ则 Ｇ 是 ＣＳ(ｐꎬ１) ￣群ꎮ
引理 ６[４] 　 设群 Ａ 作用在 ｐ￣群 Ｐ 上ꎬ若 Ｐ 有一个 Ａ￣不变正规子群链使得其因子皆为 ｐ 阶群ꎬ则

Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１)平凡地作用在 Ｐ 上ꎮ 特别地ꎬ若 Ｐ 是 ＣＳ(ｐꎬ１) ￣群ꎬ则 Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１)在 Ｐ 上的作用平凡ꎮ
引理 ７[４] 　 记整数 ｅ≥３ꎬ设 Ｇ 是非循环 ｐ￣群且 ｜Ｇ ｜ >ｐｅꎬ若 Ｇ 中 ｐｅ 阶非极大类子群的个数最多为 ｐꎬ则

Ｇ 是极大类 ｐ￣群ꎮ
引理 ８[２] 　 设 Ｎ◁－Ｇ 且记 􀭺Ｇ＝Ｇ / Ｎꎬ若 Ｕ 是群 Ｇ 的 Ｓ￣半置换 ｐ￣子群ꎬ则 􀭺Ｕ 在 􀭺Ｇ 中也是 Ｓ￣半置换的ꎮ
引理 ９[２] 　 设 Ｕ⊆Ｈ⊆Ｇꎬ其中 Ｕ 在 Ｇ 中是 Ｓ￣半置换的ꎬ则 Ｕ 在 Ｈ 中也是 Ｓ￣半置换的ꎮ
引理 １０[１６] 　 设 π 是一个素数集合且 Ｈ 是群 Ｇ 的 Ｓ￣半置换 π￣子群ꎬ则 Ｈ 在 ＨＧ 中存在幂零 π￣补ꎬ且所

有这样的 π￣补在 ＨＧ 中共轭ꎮ 另外ꎬ若 π 由单个素数组成ꎬ则 ＨＧ 可解ꎮ
引理 １１[２] 　 设 Ｕ 是群 Ｇ 的 Ｓ￣半置换 ｐ￣子群ꎬ且 Ｖ 是 Ｇ 的正规 ｐ￣子群ꎬ则 Ｕ∩Ｖ 被 Ｏ ｐ(Ｇ)正规化ꎮ 特

别地ꎬ若 Ｕ≤Ｖꎬ则 Ｕ 被 Ｏ ｐ(Ｇ)正规化ꎮ
引理 １２[１５] 　 设群 Ｇ 作用在集合 Ω 上ꎬ若 Ｇ 包含一个子群 Ｎꎬ它在 Ω 上的作用是传递的ꎬ则 Ｇ ＝ＧαＮꎬ

∀α∈Ωꎬ其中 Ｇα ＝{ｇ∈Ｇ ｜αｇ ＝α}ꎮ
引理 １３[２] 　 假设群 Ｇ 不可约地作用在初等交换 ｐ￣群 Ｖ 上ꎬ且 Ｏ ｐ(ＧＡｐ－１)平凡地作用在 Ｖ 上ꎬ则 ｜Ｖ ｜ ＝ｐꎮ

２　 主要定理的证明

定理 １ 的证明ꎮ 假设 Ｐ 是极小阶反例ꎬ且记 Ｃ＝ＣＰ(Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１))ꎬ则 Ｃ<Ｐꎮ 设 Ｓ 是 Ａ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ分
４ 个步骤完成证明ꎮ

(１) ｜Ｐ ｜ >ｐｅ＋１且 Ｐ 的每个极大子群皆是 Ｎ∗￣子群ꎮ
依据引理 ３ 中(１)、(２)得ꎬＰ 非循环且 Ｐ 的所有极大子群皆是非循环的ꎮ 若 ｜ Ｐ ｜ ＝ ｐｅ＋１ꎬ则 Ｐ 的每个 ｐｅ
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阶非极大类子群均是 Ｎ∗￣子群ꎮ Ｐ 的每个 ｐｅ 阶非极大类子群皆是 Ｏ ｐ(Ａ) ￣不变的ꎮ 由引理 ４ 得 Ｃ＝Ｐꎬ矛盾ꎬ
因此 ｜Ｐ ｜ >ｐｅ＋１ꎮ 进一步地ꎬ如果 Ｐ 具有极大子群是极大类 ｐ￣群ꎬ则据引理 ５ 知 Ｐ 是 ＣＳ(ｐꎬ１) ￣群ꎮ 由引理 ６
知 Ｃ＝Ｐꎬ矛盾ꎬ因此 Ｐ 的所有极大子群皆是 Ｎ∗￣子群ꎮ

(２) 包含关系下ꎬＣ 在 Ｐ 的所有 Ａ￣不变真子群中是极大的ꎬ即对于 Ｐ 的任意 Ａ￣不变真子群 Ｉꎬ若 Ｉ≤/ Ｃꎬ
则 ＩＣ＝Ｐꎮ 进一步地ꎬＣ 的极大性暗含着 ＮＰ(Ｃ)＝ Ｐꎬ这说明 Ｃ◁－Ｐꎬ从而 Ｐ / Ｃ 是初等交换群ꎮ

首先断言 ｜Ｃ ｜≥ｐｅꎮ 事实上ꎬ取 Ｐ 的 ＳＰ￣不变极大子群 Ｍꎬ由步骤(１)得 Ｍ 是 Ｎ∗￣群且 ｜Ｍ ｜ >ｐｅꎮ 设 Ｂ ＝
{Ｈ≤Ｍ ｜Ｈ 是 Ｎ∗￣群且 ｜Ｈ ｜ ＝ｐｅ}ꎬ根据引理 ２ 知 ｜ Ｂ ｜ ≥１ꎮ 如果 ｜ Ｂ ｜ ＝ １ꎬ根据引理 ７ 知 Ｍ 中至少有 １＋ｐ 个 ｐｅ

阶非极大类子群ꎬ所以由推论 １ 知 Ｂ 中唯一的元素 Ｈ≅Ｃｐｅ－１×Ｃｐꎮ 又ꎬ依据题设条件有 ＨＯ ｐ(Ａ) ＝ Ｈ 且 Ｈ 的唯

一性隐含着 Ｈ ｃｈａｒ Ｍ◁－ＳＰꎬ故 Ａ＝ＳＯ ｐ(Ａ)作用在 Ｈ 上ꎮ 根据引理 ３(２)知 Ｈ≤Ｃꎬ即 ｜Ｃ ｜≥ｐｅꎮ 假设 ｜ Ｂ ｜ ≥２ꎬ
若 Ｂ 中的所有元素皆是 ＳＰ￣不变的ꎬ根据题设条件ꎬ在 Ｂ 中取 ２ 个不同的元素 Ｈ１ 和 Ｈ２ꎬ则 Ｈ１Ｈ２ 是 Ａ ＝
ＳＯ ｐ(Ａ) ￣不变的ꎮ 注意到 ｜Ｈ１Ｈ２ ｜ >ｐｅꎬ由 Ｈ１Ｈ２≤Ｍ、 Ｐ 的极小性可得ꎬＨ１Ｈ２≤Ｃꎬ即 ｜Ｃ ｜ ≥ｐｅꎮ 若 Ｂ 中存在一

个元素 Ｈ３ 使得 Ｈ３◁－/ ＳＰꎬ则 ｜Ｈ ＰＳ
３ ｜ >ｐｅꎮ 由于 Ｈ ＰＳ

３ 是 Ｏ ｐ(Ａ) ￣不变的ꎬ因此 Ｈ ＰＳ
３ 也是 Ａ￣不变的ꎮ 又ꎬＨ ＰＳ

３ ≤Ｍꎬ

从而 Ｐ 的极小性暗含着 Ｈ ＰＳ
３ ≤Ｃꎬ即 ｜Ｃ ｜≥ｐｅꎮ 断言成立ꎮ

若 Ｐ 中存在 Ａ￣不变子群 Ｕ 使得 Ｃ<Ｕ <Ｐꎬ根据上述断言有 ｜ Ｕ ｜ >ｐｅꎮ 进而根据 Ｐ 的极小性知 Ｕ ＝
ＣＵ(Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１))≤ＣＰ(Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１))＝ Ｃꎬ矛盾ꎮ 故包含关系下ꎬＣ 在 Ｐ 的所有 Ａ￣不变真子群中是极大的ꎮ

(３) 设 Ｒ / Ｃ＝ＣＰ / Ｃ(Ｓ)ꎬ则 Ｒ 有循环子群 Ｘ 使得 Ｘ≤/ Ｃ 且 ｜Ｘ ｜ <ｐｅꎮ
记 Ｃ＝ＣＰ(Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１))ꎬ有[ＣꎬＯ ｐ(ＡＡｐ－１)] ＝ １ꎮ 于是[Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１)ꎬＣꎬＰ] ＝ １ꎮ 又ꎬ根据步骤(２)得 Ｃ◁－Ｐꎬ

[ＣꎬＰꎬＯ ｐ(ＡＡｐ－１)] ＝ １ꎮ 故由文献[１５]中的命题 ４.１.５ 知ꎬ[ＰꎬＯ ｐ(ＡＡｐ－１)ꎬＣ] ＝ １ꎮ 设 Ｖ ＝ [ＰꎬＯ ｐ(ＡＡｐ－１)]ꎬ则
Ｖ∩Ｃ≤Ｚ(Ｖ)ꎮ 注意到 Ｖ / Ｖ∩Ｃ≅ＶＣ / Ｃ≤Ｐ / Ｃꎬ根据步骤(２)得 Ｖ / Ｖ∩Ｃ 初等交换ꎮ 从而 Ｖ′≤Ｖ∩Ｃ 且对于

任意 ｖ∈Ｖꎬ均有 ｖ ｐ∈Ｖ∩Ｃꎮ 进一步地ꎬ令 Ｗ＝Ω{２}(Ｖ)ꎬ根据文献[５]中的命题 ２.１.２(３)知任意元素 ｘꎬｙ∈Ｗꎬ

皆有(ｘｙ) ｐ ＝ ｘ ｐｙ ｐ [ｙꎬｘ] ( ｐ
２ ) ∈Ｖ∩Ｃꎬ进而据文献[５]中的命题 ２.１.２(２)知( ｘｙ) ｐ２ ＝ ｘ ｐ２ ｙ ｐ２([ ｙꎬｘ] ｐ) ( ｐ

２ ) ＝

ｘ ｐ２ｙ ｐ２([ｙ ｐꎬｘ]) ( ｐ
２ ) ＝ １ꎮ 于是 ｘｙ∈Ｗꎬ这意味着 Ｗ 是 Ｐ 的 Ａ￣不变子群ꎮ

若 Ｗ≤Ｃꎬ则[ＷꎬＯ ｐ(ＡＡｐ－１)] ＝ １ꎬ即对于 ＡＡｐ－１的任意 ｐ′￣子群 Ｑꎬ均有[ＷꎬＱ] ＝ １ꎬ再据文献[１]中的定理

７.４.３ 知[ＶꎬＱ] ＝ １ꎬ说明[ＰꎬＱꎬＱ] ＝ １ꎮ 根据文献[１]中的推论 ７.３.７ 知 Ｑ 在 Ｐ 上作用平凡ꎬ从而 Ｑ 的任意性

暗含着 Ｃ ＝ Ｐꎬ矛盾ꎬ故 Ｗ≤/ Ｃꎮ 根据步骤(２)有 ＣＷ ＝ Ｐꎮ 又ꎬ由 Ｒ / Ｃ ＝ＣＰ / Ｃ(Ｓ)有 Ｒ>Ｃꎬ因此 Ｒ ＝ Ｒ∩ＣＷ ＝
Ｃ(Ｒ∩Ｗ)ꎬ则 Ｒ∩Ｗ≤/ Ｃꎮ 取元素 ｒ∈Ｒ∩Ｗ－Ｃꎬ记 Ｘ＝‹ｒ›ꎬ则 Ｘ≤/ Ｃ 且 ｜Ｘ ｜≤ｅｘｐ(Ｗ)<ｐｅꎮ

(４) 最后的矛盾ꎮ
据步骤(２)、(３)知ꎬＸＣ≤Ｐ 且 ＸＣ◁－ＰＳꎮ 若 ＸＣ<Ｐꎬ则 Ｐ 具有的极大子群 Ｔ 使得 ＸＣ≤Ｔ 且 Ｔ◁－ＰＳꎬ根据

步骤(１)知 Ｔ 是阶≥ｐｅ＋１的 Ｎ∗￣子群ꎮ 根据步骤(３)和引理 ２ 可知存在 ｐｅ 阶 Ｎ∗￣子群 Ｋ 使得 Ｘ<Ｋ≤Ｔꎮ 于是

由题设知 ＫＰＳ是 Ｏ ｐ(Ａ) ￣不变子群ꎬ这意味着 ＫＰＳ是 Ａ￣不变的ꎮ 又ꎬ再次依据步骤(３)可知 Ｃ<ＸＣ≤ＫＣ≤
ＫＰＳＣ≤Ｐꎮ 根据步骤(２)得 ＫＰＳＣ＝Ｐꎬ这与 ＫＰＳＣ≤Ｔ 矛盾ꎬ因此 Ｐ ＝ＸＣꎮ 注意到 Ｐ / Ｃ 循环ꎬ根据引理 ３ 中的

(１)知 ＡＡｐ－１中任意 ｐ′￣子群 Ｑꎬ皆有[ＰꎬＱ]≤Ｃꎮ 又ꎬ根据 Ｃ 的含义可知[ＣꎬＱ] ＝ １ꎬ由文献[１]中的推论 ７.３.７
得[ＰꎬＱ] ＝ １ꎮ 至此ꎬ由 Ｑ 的任意性即得 Ｏｐ(ＡＡｐ－１)在 Ｐ 上的作用是平凡的ꎬ即 Ｃ＝Ｐꎬ矛盾ꎮ 证毕ꎮ

接下来将利用定理 １ 证明定理 ２ꎮ 为方便叙述ꎬ先回忆 ２ 个基本概念: (１) 一个群称为 ｐ￣可解群ꎬ若它

的主因子为 ｐ′￣群或 ｐ￣群ꎬ (２) 设 Ｇ 为 ｐ￣可解群ꎬ则 Ｇ 具有上升 ｐ￣列
１＝Ｐ０(Ｇ)◁－Ｍ０(Ｇ)◁－Ｐ１(Ｇ)◁－Ｍ１(Ｇ)◁－􀆺◁－Ｐ ｌ(Ｇ)◁－Ｍｌ(Ｇ)＝ Ｇꎬ

式中ꎬＭｉ(Ｇ) / Ｐ ｉ(Ｇ)＝ Ｏｐ′(Ｇ / Ｐ ｉ(Ｇ))且 Ｐ ｉ(Ｇ) / Ｍｉ－１(Ｇ)＝ Ｏｐ(Ｇ / Ｍｉ－１(Ｇ))ꎬ称数 ｌ 为 Ｇ 的 ｐ￣长ꎬ记为 ｌｐ(Ｇ)ꎬ
见文献[１]中的定义 ２.２ꎮ

引理 １４　 记整数 ｅ≥３ꎬ假设群 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群是阶大于 ｐｅ 的 Ｎ∗￣子群ꎬ若 Ｇ 的每个 ｐｅ 阶 Ｎ∗￣子群

皆在 Ｇ 中是 Ｓ￣半置换的ꎬ则 Ｇ 是 ｐ￣长为 １ 的 ｐ￣可解群ꎮ
证明　 假设 Ｇ 是极小阶反例ꎬ据引理 ８ 知 Ｇ / Ｏｐ′(Ｇ)满足题设条件ꎬ由 Ｇ 的极小性知

Ｏｐ′(Ｇ)＝ １ꎮ (１)
设 Ｐ 是 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ根据引理 ９ 知 ＰＧ 也满足题设条件ꎬ由 Ｇ 的极小性知 Ｇ＝ＰＧꎬ则
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ＧＡｐ－１ ＝ＰＧ ＝Ｇꎮ (２)
设 Ｍ 是包含关系下ꎬＧ 中最大的可解正规子群ꎬ则 Ｍ 是唯一的ꎮ 根据引理 ２ꎬ设 Ｘ 是 Ｇ 的 ｐｅ 阶 Ｎ∗￣子群ꎬ则
由题设知 Ｘ 在 Ｇ 中是 Ｓ￣半置换的ꎮ 根据 Ｍ 的极大性和引理 １０ꎬ得

Ｘ≤Ｍꎬ 这隐含着 ｜Ｍ ｜ ｐ≥ｐｅꎮ (３)
断言:若 ｜Ｏｐ(Ｍ) ｜ >ｐｅꎬ则 Ｏｐ(Ｍ)＝ Ｍ 是 Ｇ 的 ｐ￣子群且[Ｏ ｐ(Ｇ)ꎬＭ] ＝ １ꎮ 事实上ꎬ若 ｜Ｏｐ(Ｍ) ｜ >ｐｅꎬ根据

题设条件知 Ｏｐ(Ｍ)中任意 ｐｅ 阶 Ｎ∗￣子群 Ｙ 皆在 Ｇ 中皆是 Ｓ￣半置换的ꎮ 又ꎬＯｐ(Ｍ) ｃｈａｒ Ｍ◁－Ｇꎮ 故根据引

理 １１ 知 Ｙ 是 Ｏ ｐ(Ｇ) ￣不变的ꎮ 由式(２)和定理 １ 知[Ｏ ｐ(Ｇ)ꎬＯｐ(Ｍ)] ＝ １ꎮ 由于 Ｍ 可解ꎬ根据式(１)和文献

[１５]中的习题 ５.６ 知 ＣＭ(Ｏｐ(Ｍ))≤Ｏｐ(Ｍ)ꎬ使得 Ｏ ｐ(Ｍ) ＝ １ꎬ从而 Ｍ 为一个 ｐ￣群ꎬ故 Ｏｐ(Ｍ) ＝ Ｍꎬ断言

成立ꎮ
下面分 Ｍ 是 ｐ￣群和 Ｍ 不是 ｐ￣群 ２ 种情形分别给出矛盾ꎮ
(１) Ｍ 是 ｐ￣群ꎮ
首先证[Ｏ ｐ(Ｇ)ꎬＭ] ＝ １ꎮ 事实上ꎬ当 Ｍ 是 ｐ￣群时ꎬ依据式(３)知 ｜Ｍ ｜ ≥ｐｅꎮ 若 ｜Ｍ ｜ ＝ ｐｅꎬ由式(３)可知

Ｘ＝Ｍꎮ 根据 Ｐ 是阶大于 ｐｅ 的 Ｎ∗￣子群和引理 ７ 知ꎬＰ 中至少存在 １＋ｐ 个 ｐｅ 阶非极大类子群ꎬ由 Ｘ 的唯一性

知 Ｐ 中存在 ｐｅ 阶循环子群ꎮ 根据推论 １ 知 Ｍ＝Ｘ≅Ｃｐｅ￣１×Ｃｐꎮ 于是由式(２)和引理 ３(２)有[Ｏ ｐ(Ｇ)ꎬＭ] ＝ １ꎮ
另外ꎬ若 ｜Ｍ ｜ >ｐｅꎬ则据上述断言也有[Ｏ ｐ(Ｇ)ꎬＭ] ＝ １ꎮ

对于 Ｇ 的任意 ｐ￣子群 Ｒ 使得 ｜ Ｒ ｜ <ｐｅꎬＧ 中均存在合适的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群 Ｓ 使得 Ｒ≤Ｓꎮ 依据题设也知 Ｓ
是阶>ｐｅ 的 Ｎ∗￣子群ꎮ 由据引理 ２ 得 Ｓ 具有 ｐｅ 阶 Ｎ∗￣子群 Ｈ 使得 Ｒ≤Ｈꎮ 又ꎬ依据式(３)知 Ｈ≤Ｍꎬ故Ｒ≤Ｍꎮ
注意到 [Ｏ ｐ(Ｇ)ꎬＭ] ＝ １ꎬ有 [Ｏ ｐ(Ｇ)ꎬＲ] ＝ １ꎮ 进一步地ꎬ由 Ｒ 的任意性知 Ｇ 的任意 ｐ￣子群 Ｕꎬ皆有

[Ｏ ｐ(ＮＧ(Ｕ))ꎬΩ２(Ｕ)] ＝ １ꎮ 由文献[１]中的定理 ７.４.３ 知 ＮＧ(Ｕ)的每个 ｐ′￣子群皆平凡地作用在 Ｕ 上ꎬ即
ＮＧ(Ｕ) / ＣＧ(Ｕ)是 ｐ￣群ꎬ因此根据文献[１]中的定理 ８.３.５ 得 Ｇ 是 ｐ￣幂零的ꎬ矛盾ꎮ

(２) Ｍ 不是 ｐ￣群ꎮ
设 Σ＝{Ｅ◁－Ｇ ｜Ｅ 不是 ｐ￣群但 Ｅ 有正规的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群}ꎬ由于 Ｍ 是 Ｇ 的可解正规子群ꎬ因此由式(１)知

Ｏｐｐ′(Ｍ)∈Σꎬ说明 Σ≠⌀ꎮ 包含关系下在 Σ 中取最小元素ꎬ记为 Ｎꎬ则由 Ｎ 的极小性和式(１)知 Ｏ ｐ(Ｎ)＝ Ｎꎮ
为方便ꎬ记 Ｖ 是 Ｎ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ则 Ｖ ｃｈａｒ Ｎ◁－Ｇꎮ

如果能够证明 Ｐ 中存在极大子群 Ａ 使得 ｜Ｖ / Ｖ∩Ａ ｜ ＝ ｐ 且 Ｖ∩Ａ◁－Ｇꎬ则根据式(２)和引理 ３ 中的(１)知

[Ｏ ｐ(Ｇ)ꎬＶ]≤Ｖ∩Ａꎮ 进而 Ｖ / Ｖ∩Ａ 在 Ｎ / Ｖ∩Ａ 的中心中且它是 Ｎ / Ｖ∩Ａ 的非平凡的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ这与

Ｏ ｐ(Ｎ)＝ Ｎ矛盾ꎮ 下面将证明满足条件的子群 Ａ 存在ꎮ
由于 Ｖ 是 Ｎ 中正规的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ根据文献[１５]中的定理 ３.４.３(１)ꎬ可设 Ｋ 是 Ｖ 在 Ｎ 中的 ｐ￣补ꎬ进

而 Ｎ＝ＶＫꎮ 令 Ω 是 Ｖ 在 Ｎ 中的所有 ｐ￣补组成的集合ꎬ并且 Ｇ 依共轭变换作用在 Ω 上ꎮ 依据文献[１５]中的

定理 ３.４.３(２)得 Ω 中所有的元素在 Ｎ 中共轭ꎬ即 Ｎ 在 Ω 上的作用是传递的ꎮ 又ꎬＫ 的稳定子群是 ＧＫ ＝
ＮＧ(Ｋ)ꎬ由引理 １２ 知 Ｇ＝ＮＧＫ ＝ＮＮＧ(Ｋ)＝ ＶＮＧ(Ｋ)ꎮ 注意到 Ｖ ｃｈａｒ Ｎ◁－Ｇꎬ有 Ｖ≤Ｐꎬ从而 Ｐ ＝Ｐ∩ＶＮＧ(Ｋ)＝
Ｖ(Ｐ∩ＮＧ(Ｋ))ꎮ 设 Ｗ＝Ｐ∩ＮＧ(Ｋ)ꎬ则 Ｐ＝ＶＷꎮ 另外ꎬ由式(１)知 Ｋ◁－/ Ｎꎬ进而 Ｖ≤/ ＮＧ(Ｋ)ꎬ从而 Ｖ≤/ Ｗꎬ于是

Ｗ<Ｐꎮ 进一步地ꎬ若 ｜Ｐ:Ｗ ｜ ＝ｐꎬ则 ｜Ｖ:Ｖ∩Ｗ ｜ ＝ ｜Ｐ:Ｗ ｜ ＝ ｐꎬ从而 Ｖ∩Ｗ◁－Ｖꎮ 又ꎬＶ∩Ｗ ＝Ｖ∩Ｐ∩ＮＧ(Ｋ)＝ Ｖ∩

ＮＧ(Ｋ)◁－ＮＧ(Ｋ)ꎬ于是 Ｖ∩Ｗ◁－ＶＮＧ(Ｋ)＝ Ｇꎬ这时取 Ａ＝Ｗꎮ 假设 ｜Ｐ:Ｗ ｜≥ｐ２ꎬ则由引理 ２ 得ꎬＰ 有 Ｎ∗￣极大子

群 Ｔ 使得 Ｗ≤Ｔꎬ从而 Ｖ≤/ Ｔꎬ这隐含着 ｜Ｖ:Ｖ∩Ｔ ｜ ＝ ｜Ｐ:Ｔ ｜ ＝ｐꎮ 记 Ｖ ｃｈａｒ Ｎ◁－Ｇ 且 Ｍ 是包含关系下 Ｇ 中最大

的可解正规子群ꎬ故 Ｖ≤Ｏｐ(Ｍ)ꎬ再由上述断言知 ｜ Ｖ ｜ ≤ ｜Ｏｐ(Ｍ) ｜≤ｐｅꎮ 根据该引理的条件也有 ｜ Ｐ ｜ ≥ｐｅ＋１ꎬ
则有 ｜Ｖ∩Ｔ ｜ < ｜Ｖ ｜≤ ｜Ｏｐ(Ｍ) ｜≤ｐｅ≤｜Ｔ ｜ ꎮ 进一步地ꎬ再次根据引理 ２ 得ꎬＴ 中存在 ｐｅ 阶 Ｎ∗￣子群 Ｉ 使得 Ｖ∩
Ｔ≤Ｉ≤Ｔꎬ这暗含着 Ｖ∩Ｔ＝Ｖ∩Ｉꎮ 依据该引理的假设条件知ꎬＩ 是 Ｇ 的 Ｓ￣半置换 ｐ￣子群ꎬ故由引理 １１ 得 Ｖ∩
Ｔ＝Ｖ∩Ｉ被 Ｏ ｐ(Ｇ)正规化ꎮ 又ꎬ由 Ｖ◁－Ｐ 和 Ｔ◁－Ｐ 得 Ｖ∩Ｔ◁－Ｐꎬ因此 Ｖ∩Ｔ◁－Ｏ ｐ(Ｇ)Ｐ＝Ｇꎬ这时取 Ａ＝Ｔꎮ 证毕ꎮ

定理 ２ 的证明ꎮ 假设 Ｇ 是极小阶反例ꎮ 依据引理 ８ 知 Ｇ / Ｏｐ′(Ｇ)满足题设条件ꎬ进而由 Ｇ 的极小性知

Ｏｐ′(Ｇ)＝ １ꎮ 又ꎬ根据引理 １４ 知 Ｇ 是 ｐ￣长为 １ 的 ｐ￣可解群ꎬ故 Ｇ 具有正规的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群 Ｐꎮ 根据引理 １１
和题设知 Ｐ 中每个 ｐｅ 阶 Ｎ∗￣子群皆是 Ｏ ｐ(Ｇ) ￣不变的ꎮ 于是据定理 １ 知 Ｏ ｐ(ＧＡｐ－１)在 Ｐ 上作用平凡ꎬ这隐含

着 Ｏ ｐ(ＧＡｐ－１)在 Ｇ 的每个 ｐ￣主因子上的作用也是平凡的ꎮ 因此由引理 １３ 得 Ｇ 是 ｐ￣超可解的ꎬ矛盾ꎮ
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３　 等价定理

本章给出定理 １ 的一个等价定理ꎬ并且还给出群是 ｐ￣超可解的另一个充分条件ꎮ
依据文献[３]ꎬπ 表示一个由素数组成的集合ꎬ称 Ｚπ 是群 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ 子群的 π′￣补集合ꎬ若对于每个素

数 ｑ∈π(Ｇ)－πꎬ Ｚπ 中恰包含一个 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｑ￣子群ꎮ 另外ꎬ用 Ｐ 表示某个群理论性质ꎬ并且称群为 Ｐ ￣群
若它具有性质 Ｐ [１５]ꎮ

引理 １５[４] 　 设群 Ａ 作用在 ｐ￣群 Ｐ 上ꎬ且设 Ｚｐ 是群 Ａ 的 Ｓｙｌｏｗ 子群的 ｐ′￣补集合ꎬ则下列命题等价:
(１) Ｐ 中每个 Ｐ ￣子群均是 Ｏ ｐ(Ａ) ￣不变的ꎻ
(２) Ｐ 中每个 Ｐ ￣子群皆被 Ｚｐ 的每个元素正规化ꎮ
依据引理 １５ꎬ定理 １ 与定理 ３ 等价ꎮ
定理 ３　 记整数 ｅ≥３ꎬ假设群 Ａ 作用在阶>ｐｅ 的 ｐ￣群 Ｐ 上ꎬ且设 Ｚｐ 是群 Ａ 的 Ｓｙｌｏｗ 子群的 ｐ′￣补集合ꎮ

若 Ｚｐ 中的每个元素皆正规化 Ｐ 的每个 ｐｅ 阶 Ｎ∗￣子群ꎬ则 Ｏ ｐ(ＡＡｐ－１)在 Ｐ 上作用平凡ꎬ其中 Ａｐ－１是由所有方

次数整除 ｐ－１ 的交换群组成的群系ꎮ
进一步地ꎬ称群 Ｇ 的子群 Ｈ 在 Ｇ 中 Ｚπ￣置换ꎬ若 π＝π(Ｈ)且 Ｈ 与 Ｚπ 中的任意元素皆可交换ꎮ 显然ꎬ从

一个群中参与置换的 Ｓｙｌｏｗ 子群的数量来看ꎬＺπ￣置换与 Ｓ￣半置换相比对结构影响更大ꎬ并推广了 Ｓ￣半置换

性质ꎮ
例 ２　 设群 Ｔ＝‹ａꎬｂ ｜ ａ７ ＝ｂ６ ＝ １ꎬ ａｂ ＝ａ３›且 Ｚ３ ＝{‹ａ›ꎬ‹ｂ３›}ꎬ则 Ｚ３ 是群 Ｔ 的 Ｓｙｌｏｗ 子群的 ３′￣补集合ꎮ

进一步地ꎬ‹ｂ２›在 Ｔ 中 Ｚ３￣置换ꎬ但是‹ｂ２›在 Ｔ 中不是 Ｓ￣半置换的ꎮ
证明　 因为 ｜Ｔ ｜ ＝ ２×３×７ꎬ ‹ａ›∈Ｓｙｌ７(Ｔ)且‹ｂ３›∈Ｓｙｌ２(Ｔ)ꎬ所以 Ｚ３ 是群 Ｔ 的 Ｓｙｌｏｗ 子群的 ３′￣补集合ꎮ

注意到‹ａ›◁－Ｔ 且‹ｂ２›∈Ｓｙｌ３(Ｔ)ꎬ有‹ｂ２›在 Ｔ 中 Ｚ３￣置换ꎮ

由于(ｂａ) ３ ＝(ｂ３) ａ ＝ｂ３(ａ－１) ｂ３ａ＝ｂ３(ａｂ３) －１ａ＝ｂ３ａ２≠１ 且((ｂａ) ３) ２ ＝(ｂ６) ａ ＝ １ａ ＝ １ꎬ故‹(ｂａ) ３›∈Ｓｙｌ２(Ｔ)ꎮ
若‹ｂ２›在 Ｔ 中 Ｓ￣半置换ꎬ则‹ｂ２›与‹(ｂａ) ３›可交换ꎬ即‹ｂ２›‹(ｂａ) ３› ＝‹(ｂａ) ３›‹ｂ２›ꎮ 这说明‹ｂ２ꎬ(ｂａ) ３›为 ６
阶群ꎬ进而‹ｂ２›◁－‹ｂ２ꎬ(ｂａ) ３›ꎬ从而[ｂ２ꎬ(ｂａ) ３]∈‹ｂ２›ꎮ 又ꎬ

[ｂ２ꎬ(ｂａ) ３] ＝ｂ－２(ｂａ) －３ｂ２(ｂａ) ３ ＝ｂ－２(ａ－１ｂ－３ａ)ｂ２(ａ－１ｂ３ａ)
＝ (ｂ－２ａ－１ｂ２)(ｂａｂ－１)(ｂ３ａ－１ｂ３)ａ
＝(ａ－１) ｂ２ａｂ－１(ａ－１) ｂ３ａ
＝ａ－２ａ５ａａ＝ａ５∈‹ａ›ꎮ

由‹ａ›∩‹ｂ› ＝ １ 知 ａ５ ＝ １ꎬ与 ｜ ‹ａ› ｜ ＝ ７ 矛盾ꎬ因此‹ｂ２›在 Ｔ 中不是 Ｓ￣半置换的ꎮ 证毕ꎮ
引理 １６　 设 Ｇ 是群ꎬ则下列命题等价: (１) Ｇ 的任一 Ｐ ￣子群 Ｈ 在 Ｇ 中 Ｓ￣半置换ꎻ (２) Ｇ 的任一 Ｐ ￣子

群 Ｈ 在 Ｇ 中 Ｚπ￣置换ꎮ
证明　 (１)⇒(２)显然ꎮ 故只证(２)⇒(１)ꎮ 事实上ꎬ对于任意素数 ｑ∈π(Ｇ)－π(Ｈ)ꎬ记 Ｑ１ 是 Ｇ 中唯一

的包含在 Ｚπ 中的 Ｓｙｌｏｗ ｑ￣子群ꎬ则据文献[１５]中的第二 Ｓｙｌｏｗ 定理知ꎬ对于任意 Ｑ∈Ｓｙｌｑ(Ｇ)ꎬ均存在一个

合适的元素 ｘ∈Ｇ 使得 Ｑ＝Ｑｘ
１ꎮ 由于 Ｇ 中任一 Ｐ ￣群 Ｈꎬ均有 Ｈｘ－１≅Ｈꎬ根据题设得 Ｈｘ－１Ｑ１ ＝Ｑ１Ｈｘ－１ꎬ则 ＨＱ ＝

ＱＨꎮ 注意到 Ｈ 和 Ｑ 是任意的ꎬ得到(１)ꎮ 证毕ꎮ
现在ꎬ用 Ｚπ￣置换去替换定理 ２ 中的 Ｓ￣半置换ꎬ由引理 １６ 可得下述结果ꎮ
定理 ４　 记整数 ｅ≥３ꎬ假设群 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群是阶大于 ｐｅ 的 Ｎ∗￣子群ꎬ若 Ｇ 中每个 ｐｅ 阶 Ｎ∗￣子群皆

在 Ｇ 中是 Ｚｐ￣置换的ꎬ则 Ｇ 是 ｐ￣超可解群ꎮ
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