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一类具有磁阻尼项的磁流体动力学方程的全局吸引子

吴辰龙ꎬ刘瑞宽∗ꎬ亓子成
(西南石油大学理学院ꎬ 四川 成都 ６１０５００)

摘要:讨论了一类具有磁阻尼项的二维不可压缩磁流体动力学模型解的长时间渐近行为ꎬ证明了有界吸收集的存在性ꎬ利用

Ｃ￣条件方法ꎬ得到了该模型在具有较高正则性的相空间上全局吸引子的存在性ꎮ
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０　 引言

基于 Ｎａｖｉｅｒ￣Ｓｔｏｋｅｓ 方程、Ｍａｘｗｅｌｌ 方程与 Ｃｏｕｌｏｍｂ 规范ꎬＬｉｕ 等[１] 提出了一类不可压缩磁流体动力学

模型
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其中: Ｔ >０ꎻ Ω 为 Ｒｎ(ｎ＝ ２ꎬ３)中的有界区域ꎻｕ( ｔꎬｘ)∈Ｒｎ、 ｐ( ｔꎬｘ)∈Ｒ、 ｆ(ｘ)∈Ｒｎ分别表示导电流体的速度

场、压强与外力ꎻＡ( ｔꎬｘ)∈Ｒｎ代表磁势ꎬΦ( ｔꎬｘ)＝ ∂Ａ０ / ∂ｔ∈ＲꎬＡ０ 为标量电磁势ꎻν、 ρ０、 ρｅ、ε０、μ０ 均为正常数ꎬ
分别代表运动粘性系数、质量密度、等效电荷密度、真空介电常数与真空磁导率ꎮ 文献[１]给出了模型(１)对
应的初边值问题整体弱解的存在性ꎬ文献[２]得到了该模型在二维有界区域上整体强解的存在性与唯一性ꎬ
以及三维有界区域上解的部分正则性结果ꎮ
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　 　 当模型(１)中磁势方向具有强阻尼效应并考虑非线性项的影响时ꎬ其动力学方程为
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其中ꎬ阻尼系数 α>０ꎬ ｇ＝(ｇ１(Ａ１)ꎬｇ２(Ａ２)):Ｒ２→Ｒ２ꎬ为非线性项ꎮ 本文讨论系统(２)在初边值条件

ｕ(０ꎬｘ)＝ φ(ｘ)ꎬ　 Ａ(０ꎬｘ)＝ ψ(ｘ)ꎬ　 Ａ ｔ(０ꎬｘ)＝ η(ｘ)ꎬ　 ｘ∈Ω⊂Ｒ２ꎬ
ｕ( ｔꎬｘ)＝ ０ꎬ　 Ａ( ｔꎬｘ)＝ ０ꎬ　 ( ｔꎬｘ)∈[０ꎬ∞ )×∂Ω (３)

下解的整体适定性以及全局吸引子的存在性ꎮ
经典的全局吸引子存在性定理所要求的半群一致紧性条件在具体的应用中需要更高一阶的一致有界正

则性估计ꎮ 例如ꎬＴｅｍａｍ[３] 利用一致紧性条件证明了经典的磁流体动力学方程全局吸引子的存在性ꎻ
Ｌｕｋａｓｚｅｗｉｃｚ[４]通过在空间 Ｈ１ 中获得解的一致性估计ꎬ得到了二维微极流方程的 Ｌ２￣全局吸引子ꎮ 然而对于

大多数非线性耗散方程ꎬ当要求全局吸引子的正则性足够高时ꎬ得到解的更高阶正则性估计并不容易ꎮ 一个

比较好的改进是ꎬＭａ 等[５]将一致紧条件减弱成 Ｃ￣条件ꎮ 与一致紧条件相比ꎬＣ￣条件无需对解作更高阶的正

则性估计ꎬ相关的拓展与应用可参见文献[６￣１３]ꎮ 例如ꎬＺｈｏｎｇ 等[７] 给出了范数到弱(ｎｏｒｍ￣ｔｏ￣ｗｅａｋ)连续半

群情形下全局吸引子的 Ｃ￣条件方法ꎬ并通过该方法得到了一类具有任意阶多项式增长的非线性反应扩散方

程的全局吸引子ꎻＣｈｅｎ 等[９]通过验证 Ｃ￣条件证明了二维自治型微极流方程 Ｈ ２￣全局吸引子的存在性ꎻ文献

[１０￣１１]进一步将 Ｃ￣条件应用到了非自治无穷维动力系统拉回吸引子的存在性问题上ꎻＳｕｎ 等[１３] 利用 Ｃ￣条
件方法讨论了二维非自治型微极流方程的拉回渐近行为ꎮ 此外ꎬ其他有关经典的磁流体动力学模型渐近行

为的研究ꎬ可参见文献[１４￣１７]ꎮ
受上述文献启发ꎬ本文将利用 Ｃ￣条件方法讨论初边值问题(２)—(３)在具有较高正则性的相空间中全

局吸引子的存在性问题ꎮ

１　 预备知识

定义函数空间

Ｃ∞
σ (ΩꎻＲ２)＝ {ｕ∈Ｃ∞

０ (ΩꎻＲ２)ꎻ ｄｉｖ ｕ＝ ０}ꎬ
并用 Ｙ、Ｚ 分别表示空间 Ｃ∞

σ (ΩꎻＲ２)在 Ｌ２(ΩꎻＲ２)、Ｈ１
０(ΩꎻＲ２)中的闭包ꎮ 记 Ｈ ＝Ｈ ２(ΩꎻＲ２)∩Ｚꎬ引入如下

记号

‖􀅰‖Ｙ:＝‖􀅰‖ꎬ　 ‖􀅰‖Ｌｓ(ΩꎻＲ２):＝‖􀅰‖ｓ(１≤ｓ≤∞ꎬ ｓ≠２)ꎮ
令 Ｐ 为 Ｌ２(ΩꎻＲ２)到 Ｙ 的正交投影算子ꎬλ１ 表示算子￣ＰΔ 在齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界下的第一特征值ꎮ 在 Ｒ２ 中ꎬ
ｕ×ｃｕｒｌ Ａ 为 ｕ×ｃｕｒｌ Ａ＝(∂Ａ２ / ∂ｘ１－∂Ａ１ / ∂ｘ２)(ｕ２ꎬ－ｕ１)ꎮ 全文始终假设非线性项 ｇ(ｘ)满足如下条件:

(Ｈ１) ｇ(􀅰)是 Ｃ１ 映射ꎬ定义 Ｇ(Ａ):＝ ∫Ａ１

０
ｇ１( ｘ１) ｄｘ１ ＋ ∫Ａ２

０
ｇ２( ｘ２) ｄｘ２ꎬ对任意的 Ａ∈Ｙꎬ存在 ０<λ′≤λ１ꎬ

β>０ꎬ使得

－ λ′
２ε０ μ０

‖Ａ‖２－β ｜Ω ｜≤ ∫
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Ｇ(Ａ)ｄｘ≤ ∫
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其中 ｜Ω ｜表示 Ω 的测度ꎻ
(Ｈ２) 对任意的 ｘ∈Ｒ２ꎬ ｜Ñｇ(ｘ) ｜≤Ｃ(１＋ ｜ ｘ ｜ ｓ)ꎬ ｓ≥０ꎻ
(Ｈ３) 对任意的 ｕ∈Ｚꎬ有 ｇ(ｕ)∈Ｙꎬ且 ｇ:Ｚ→Ｙ 是一致紧算子ꎮ
下面给出初边值问题(２)—(３)解的存在性与唯一性定理ꎮ
引理 １　 (１) 若 ｆꎬφꎬη∈Ｙꎬ ψ∈Ｚꎬ则初边值问题(２)—(３)存在唯一的全局弱解
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(２) 若 ｆ∈Ｙꎬ φꎬψ∈Ｈꎬ η∈Ｚꎬ则初边值问题(２)—(３)存在唯一的全局强解
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证明　 利用标准的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法进行证明ꎬ具体过程与文献[２]类似ꎬ这里不再赘述ꎮ
定义 １[８] 　 若 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｘ 上的一族连续映射{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０满足性质

Ｓ:[０ꎬ∞ )×Ｘ→Ｘ 是连续的ꎬ
Ｓ(０)＝ Ｉ 为 Ｘ 上的恒等算子ꎬ
Ｓ( ｔ＋ｓ)＝ Ｓ( ｔ)Ｓ(ｓ)ꎬ　 ∀ｔꎬｓ≥０ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

则称{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０为 Ｘ 上的算子半群ꎮ
定义 ２[８] 　 若集合 Σ⊂Ｘ 满足 Ｓ( ｔ)Σ＝Σꎬ ∀ｔ≥０ꎬ则称 Σ 为半群{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０的不变集ꎻ进一步地ꎬ若 Σ 为

紧集ꎬ且对 Ｘ 上任意的有界集 Ｂꎬ满足

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｉｎｆ
ｖ∈Σ

‖Ｓ( ｔ)ｕ０－ｖ‖Ｘ ＝ ０ꎬ　 ∀ｕ０∈Ｂꎬ

则称 Σ 为 Ｘ 上的一个全局吸引子ꎮ
定义 ３[８] 　 令 Ｄ⊂Ｘ 是有界集ꎬ若对任意有界集 Ｂ⊂Ｘꎬ存在时间 ｔ０(Ｂ) >０ꎬ使得当 ｔ≥ ｔ０(Ｂ)时ꎬ有

Ｓ( ｔ)Ｂ⊂Ｄꎬ则称 Ｄ 是 Ｘ 内关于半群{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０的一个有界吸收集ꎮ
定义 ４[５] 　 令{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０是定义在 Ｘ 上的一个算子半群ꎬ若对于任意有界集 Ｂ⊂Ｘ 和 ε>０ꎬ存在 ｔ(Ｂ) >０

和一个有限维子空间 Ｘｎ⊂Ｘꎬ使得{‖ＰｎＳ( ｔ)Ｂ‖Ｘ}是有界的ꎬ并且

‖( Ｉ－Ｐｎ)Ｓ( ｔ)ｘ‖Ｘ<εꎬ　 ∀ｔ≥ｔＢꎬ　 ｘ∈Ｂꎬ
其中 Ｐｎ 为 Ｘ 到 Ｘｎ 规范投影算子ꎬ则称半群{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０满足 Ｃ￣条件ꎮ

引理 ２[５] 　 令{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０是定义在 Ｘ 上的算子半群ꎬ存在一个有界吸收集ꎬ并且 {Ｓ( ｔ)} ｔ≥０满足 Ｃ￣条件ꎬ
则{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０在 Ｘ 中存在一个全局吸引子 Ａꎬ且 Ａ 在 Ｘ 的范数下ꎬ吸引 Ｘ 中的任意有界集ꎮ

２　 全局吸引子的存在性

利用引理 １ꎬ定义初边值问题(２)—(３)所生成的解半群{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０为

Ｓ( ｔ)(φ(ｘ)ꎬψ(ｘ)ꎬη(ｘ)):＝(ｕ( ｔꎬｘ)ꎬＡ( ｔꎬｘ)ꎬＡ ｔ( ｔꎬｘ))ꎬ　 ∀φꎬψ∈Ｈꎬ　 η∈Ｚꎬ
后续将证明半群{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０在[０ꎬ∞ )×Ｈ×Ｈ×Ｚ 上是连续的ꎮ

引理 ３　 令 Ｂ 为空间 Ｙ×Ｚ×Ｙ 中的任意有界集ꎬ并假设阻尼系数 α>
ρ２
ｅ

νε２
０ μ２

０λ２
１

ꎬ则当外力 ｆ( ｘ)∈Ｙꎬ初值

(φ(ｘ)ꎬψ(ｘ)ꎬη(ｘ))∈Ｂ时ꎬ存在 ｔ１(Ｂ)>０ꎬ使得初边值问题(２)—(３)的解满足一致有界性估计
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１ꎬ　 ∀ｔ>ｔ１(Ｂ)ꎬ

且常数 Ｒ１ 与 Ｂ 无关ꎮ

证明　 将系统(２)的第 １ 个方程与 ｕ 作内积ꎬ注意到 ∫
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Ω
ｕ×ｃｕｒｌ Ａ􀅰ｕｄｘ＝ ０ꎬ则有

１
２

ｄ
ｄｔ ∫Ω ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ＋ν‖Ñｕ‖２ ＝ ∫

Ω
ｆ􀅰ｕｄｘ≤ ( ∫

Ω
｜ ｕ ｜ ２ｄｘ )

１ / ２

( ∫
Ω
｜ ｆ ｜ ２ｄｘ )

１ / ２
ꎮ

利用 Ｐｏｉｎｃａｒé 不等式ꎬ得
１
２

ｄ
ｄｔ ∫Ω ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ＋ν‖Ñｕ‖２≤ ν

４
‖Ñｕ‖２＋ １

νλ１
‖ｆ‖２ꎬ

即有

１
２

ｄ
ｄｔ ∫Ω ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ＋３ν

４
‖Ñｕ‖２≤ １

νλ１
‖ｆ‖２ꎮ (４)
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将系统(２)的第 ２ 个方程与 Λ＝Ａ ｔ＋δＡ(δ>０)作内积ꎬ有
ρｅ

ε０ μ０
∫
Ω
ｕ􀅰Λｄｘ－ δ２∫

Ω
Ａ􀅰Λｄｘ＝ １

２
ｄ
ｄｔ ∫Ω ｜Λ ｜ ２ｄｘ－ δ ∫

Ω
｜Λ ｜ ２ｄｘ＋α ∫

Ω
｜ÑＡ ｔ ｜ ２ｄｘ＋

ｄ
ｄｔ ∫Ω Ｇ(Ａ)ｄｘ

＋ １
２ε０ μ０

ｄ
ｄｔ ∫Ω ｜ÑＡ ｜ ２ｄｘ＋ δ

ε０ μ０
∫
Ω
｜ÑＡ ｜ ２ｄｘ＋δ ∫

Ω
ｇ(Ａ)􀅰Ａｄｘ＋αδ

２
ｄ
ｄｔ ∫Ω ｜ÑＡ ｜ ２ｄｘꎮ

令

Ｅ１( ｔ):＝‖Λ‖２＋ αδ＋ １
ε０ μ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ÑＡ‖２＋２ ( ∫

Ω
Ｇ(Ａ)ｄｘ＋β ｜Ω ｜ )ꎬ

由假设(Ｈ１)ꎬ显然有 Ｅ１( ｔ)≥０ꎬ于是

１
２

ｄＥ１( ｔ)
ｄｔ

＋α‖ÑＡ ｔ‖２－ δ‖Λ‖２＋ δ
ε０ μ０

‖ÑＡ‖２＋ δ２ ∫
Ω
Ａ􀅰Λｄｘ＋ δ ∫

Ω
ｇ(Ａ)􀅰Ａｄｘ＝

ρｅ

ε０ μ０
∫
Ω
ｕ􀅰Λｄｘꎬ

同时

‖ÑＡ ｔ‖２ ＝‖ÑΛ－ δ ÑＡ‖２≥
λ１

２
‖Λ‖２－ δ２‖ÑＡ‖２ꎬ

这里用到了不等式 ｜ ａ－ｂ ｜ ２≥ １
２

｜ ａ ｜ ２－ ｜ ｂ ｜ ２ꎮ 结合假设(Ｈ１)ꎬ利用 Ｐｏｉｎｃａｒé 不等式与 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬ得

　 １
２

ｄ
ｄｔ
Ｅ１( ｔ)＋

αλ１

２
－ δ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Λ‖２＋ δ １

２ε０ μ０
－αδæ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ÑＡ‖２＋ δ ∫

Ω
Ｇ(Ａ)ｄｘ

≤－ δ２ ∫
Ω
Ａ􀅰Λｄｘ＋

ρｅ

ε０ μ０
∫
Ω
ｕ􀅰Λｄｘ≤ δ２

２λ１
‖ÑＡ‖２＋δ

２

２
‖Λ‖２＋

ρｅ

ε０ μ０
‖ｕ‖‖Λ‖ꎮ

对上式利用 Ｙｏｕｎｇ 不等式ꎬ直接得到

１
２

ｄ
ｄｔ
Ｅ１( ｔ)＋

αλ１

２
－

ρ２
ｅ

２ νε２
０ μ２

０λ１

－δ
２

２
－ δ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Λ‖２＋ δ １

２ε０ μ０
－
２αδλ１＋ δ

２λ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ÑＡ‖２

＋ δ ∫
Ω
Ｇ(Ａ)ｄｘ≤ ν

２
‖Ñｕ‖２ꎮ (５)

将式(４)与式(５)相加ꎬ则当 δ>０ 且足够小ꎬ且 α>
ρ２
ｅ

νε２
０ μ２

０λ２
１

时ꎬ存在常数 Ｃ１ꎬＣ２>０ꎬ使得

ｄ
ｄｔ

Ｅ２( ｔ)＋Ｃ１Ｅ２( ｔ)≤Ｃ２(‖ｆ‖２＋ ｜Ω ｜ )ꎬ (６)

其中 Ｅ２( ｔ):＝Ｅ１( ｔ)＋‖ｕ( ｔ)‖２ꎮ 对式(６)利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式ꎬ有
Ｅ２( ｔ)≤ｅ－Ｃ１ｔＥ２(０)＋Ｃ２(‖ｆ‖２＋ ｜Ω ｜ )(１－ｅ－Ｃ１ｔ)ꎮ

根据假设(Ｈ１)ꎬ显然有

Ｅ２( ｔ)≥‖ｕ‖２＋‖Λ‖２＋ αδ＋ １
ε０ μ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ÑＡ‖２－ λ′

ε０ μ０λ１
‖ÑＡ‖２≥‖ｕ‖２＋‖Λ‖２＋αδ‖ÑＡ‖２

≥‖ｕ‖２＋ １
２
‖Ａ ｔ‖２＋ δ α－ δ

λ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ÑＡ‖２ꎮ

注意到 Ｅ２(０)≤Ｃ(‖φ‖２＋‖η‖２＋‖Ñψ‖２＋ ｜Ω ｜ )ꎬ当 δ>０ 足够小时ꎬ存在常数 Ｃ３>０ꎬ使得

‖ｕ‖２＋‖ÑＡ‖２＋‖Ａ ｔ‖２≤Ｃ３((‖φ‖２＋‖Ñψ‖２＋‖η‖２＋ ｜Ω ｜ )ｅ－Ｃ１ｔ＋(‖ｆ‖２＋ ｜Ω ｜ )(１－ｅ－Ｃ１ｔ))ꎮ (７)
由式(７)可知ꎬ对任意的(φꎬψꎬη)∈Ｂ⊂Ｙ×Ｚ×Ｙꎬ存在 ｔ１(Ｂ)>０ꎬ使得当 ｔ>ｔ１(Ｂ)时ꎬ

‖ｕ‖２＋‖Ａ ｔ‖２＋‖ÑＡ‖２≤２Ｃ３(‖ｆ‖２＋ ｜Ω ｜ )ꎮ
令Ｒ２

１:＝ ２Ｃ３(‖ｆ‖２＋ ｜Ω ｜ )ꎬ即有

‖ｕ( ｔ)‖２＋‖ÑＡ( ｔ)‖２＋‖Ａ ｔ( ｔ)‖２≤Ｒ２
１ꎬ　 ∀ｔ>ｔ(Ｂ)ꎬ (８)

完成了引理 ３ 的证明ꎮ

引理 ４　 在引理 ３ 的条件下ꎬ若进一步假设 Ｂ 为 Ｈ×Ｈ×Ｚ 中的任意有界集ꎬ阻尼系数 α>
ρ２
ｅ

νε２
０ μ２

０λ
(其中 λ



　 ６０　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０ 卷　

为不等式 λ‖ÑＡ‖２≤‖ΔＡ‖２中的控制常数)ꎬ则当外力 ｆ(ｘ)∈Ｙꎬ初值(φ(ｘ)ꎬψ(ｘ)ꎬη(ｘ))∈Ｂ 时ꎬ存在

ｔ２(Ｂ)>０ꎬ使得初边值问题(２)—(３)的解满足一致有界性估计

‖Ñｕ( ｔ)‖２＋‖ÑＡ ｔ( ｔ)‖２＋‖ΔＡ( ｔ)‖２≤Ｒ２
２ꎬ　 ∀ｔ>ｔ２(Ｂ)ꎬ

且常数 Ｒ２ 与 Ｂ 无关ꎮ
证明　 将系统(２)的第 １ 个方程与－Δｕ 作内积ꎬ有

１
２

ｄ
ｄｔ ∫Ω ｜Ñｕ ｜ ２ｄｘ＋ν ∫

Ω
｜ Δｕ ｜ ２ｄｘ ＝ ∫

Ω
ｕ􀅰Ñｕ􀅰Δｕｄｘ＋

ρｅ

ρ０
∫
Ω
ｕ×ｃｕｒｌ Ａ􀅰Δｕｄｘ－ ∫

Ω
ｆ􀅰Δｕｄｘ

＝:Ｊ１＋Ｊ２＋Ｊ３ꎮ
利用 Ａｇｍｏｎ 不等式、Ｈöｌｄｅｒ 不等式以及 Ｙｏｕｎｇ 不等式ꎬ得

Ｊ１≤‖ｕ‖∞ ‖Ñｕ‖‖Δｕ‖≤Ｃ‖ｕ‖１ / ２‖Ñｕ‖‖Δｕ‖３ / ２≤ ν
６
‖Δｕ‖２＋Ｃ(ν)‖ｕ‖２‖Ñｕ‖４ꎬ

Ｊ２≤‖ｕ‖∞ ‖ÑＡ‖‖Δｕ‖≤Ｃ‖ｕ‖１ / ２‖ÑＡ‖‖Δｕ‖３ / ２≤ ν
６
‖Δｕ‖２＋Ｃ(ν)‖ｕ‖２‖ÑＡ‖４ꎬ

Ｊ３≤
ν
６
‖Δｕ‖２＋Ｃ(ν)‖ｆ‖２ꎮ

即有

ｄ
ｄｔ ∫Ω ｜Ñｕ ｜ ２ｄｘ＋ν‖Δｕ‖２≤Ｃ(ν)‖ｆ‖２＋Ｃ(ν)‖ｕ‖２(‖Ñｕ‖４＋‖ÑＡ‖４)ꎮ (９)

令

ｙ( ｔ):＝‖Ñｕ‖２ꎬ
ｇ( ｔ):＝Ｃ(ν)‖ｕ‖２‖Ñｕ‖２ꎬ
ｈ( ｔ):＝Ｃ(ν)(‖ｆ‖２＋‖ｕ‖２‖ÑＡ‖４)ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

于是

ｄｙ( ｔ)
ｄｔ

≤ｇ( ｔ)ｙ( ｔ)＋ｈ( ｔ)ꎮ (１０)

当 ｔ>ｔ１(Ｂ)ꎬ ｒ>０ 时ꎬ对式(４)在区间[ ｔꎬｔ＋ｒ]上积分ꎬ并结合引理 ３ꎬ得

∫ ｔ＋ｒ

ｔ
‖Ñｕ(τ)‖２ｄτ≤Ｃ(‖ｕ( ｔ)‖２＋ｒ‖ｆ‖２)≤Ｃ(Ｒ２

１＋ｒ‖ｆ‖２)ꎬ

从而

∫ ｔ＋ｒ

ｔ
ｇ(τ)ｄτ≤ＣＲ２

１(Ｒ２
１＋ｒ‖ｆ‖２)＝:Ｃ４ꎬ

∫ ｔ＋ｒ

ｔ
ｈ(τ)ｄτ≤Ｃｒ(‖ｆ‖２＋Ｒ６

１)＝:Ｃ５ꎬ

∫ ｔ＋ｒ

ｔ
ｙ(τ)ｄτ≤Ｃ(ｒ‖ｆ‖２＋Ｒ２

１)＝:Ｃ６ꎮ

对式(１０)利用一致 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理[３]ꎬ得到

ｙ( ｔ＋ｒ)≤
Ｃ６

ｒ
＋Ｃ５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅＣ４ ＝:Ｃ７ꎬ　 ∀ｔ>ｔ１(Ｂ)ꎬ　 ｒ>０ꎮ (１１)

将系统(２)的第 ２ 个方程与－ΔΛ＝ －ΔＡ ｔ－ δΔＡ 作内积ꎬ有

　
ρｅ

ε０ μ０
∫
Ω

Ñｕ􀅰ÑΛｄｘ＋ ∫
Ω
ｇ(Ａ)􀅰ΔＡ ｔｄｘ＋ δ ∫

Ω
ｇ(Ａ)􀅰ΔＡｄｘ－ δ２∫

Ω
ÑＡ􀅰ÑΛｄｘ

＝ １
２

ｄ
ｄｔ

‖ÑΛ( ｔ)‖２＋ αδ＋ １
ε０ μ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ΔＡ( ｔ)‖２æ

è
ç

ö

ø
÷ － δ‖ÑΛ( ｔ)‖２＋α‖ΔＡ ｔ( ｔ)‖２＋ δ

ε０ μ０
‖ΔＡ( ｔ)‖２ꎮ

结合不等式 λ‖ÑＡ‖２≤‖ΔＡ‖２ꎬ有 α‖ΔＡ ｔ‖２ ＝ α‖ΔΛ－ δΔＡ‖２≥αλ
２

‖ÑΛ‖２－αδ２‖ΔＡ‖２ꎮ 令 Ｅ３( ｔ):＝
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‖ÑΛ( ｔ)‖２＋ αδ＋ １
ε０ μ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ΔＡ( ｔ)‖２ꎬ并利用 Ｙｏｕｎｇ 不等式ꎬ得

　 １
２

ｄＥ３( ｔ)
ｄｔ

＋ (α－θ)λ
２

－ δ－δ
２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ÑΛ‖２＋ δ １

ε０ μ０
－αδ－ δ

２λ
－θæ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ΔＡ‖２

≤ ν
２
‖Ñｕ‖２＋

ρ２
ｅ

２ε２
０ μ２

０

‖ÑΛ‖２＋Ｃ(θꎬδ)‖ｇ(Ａ)‖２ꎬ
(１２)

这里 δꎬθ>０ 可以任意小ꎬ根据假设(Ｈ２)、(Ｈ３)与 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理ꎬ发现

‖ｇ(Ａ)‖２≤Ｃ(‖Ａ‖２ｓ＋２
２ｓ＋２＋‖Ａ‖２＋１)≤Ｃ(‖ÑＡ‖２ｓ＋２＋‖ÑＡ‖２＋１)ꎬ (１３)

将式(１３)代入式(１２)ꎬ并与式(４)相加ꎬ则当 δ 与 θ 足够小ꎬ且 α>
ρ２
ｅ

νε２
０ μ２

０λ
时ꎬ存在常数 Ｃ８ꎬＣ９>０ꎬ使得

ｄＥ４( ｔ)
ｄｔ

＋Ｃ８Ｅ４( ｔ)≤Ｃ９(‖ÑＡ‖２ｓ＋２＋‖ÑＡ‖２＋‖ｆ‖２)＋Ｃ９ꎬ (１４)

其中Ｅ４( ｔ):＝‖ｕ( ｔ)‖２＋Ｅ３( ｔ)ꎮ 对式(１４)应用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式ꎬ并结合式(７)ꎬ得
Ｅ４( ｔ)≤ｅ－Ｃ８ｔＥ４(０)＋Ｃ１０ｅ

－Ｃ８ｔＥ５( ｔ)＋Ｃ１０(‖ｆ‖２ｓ＋２＋‖ｆ‖２＋ ｜Ω ｜ ｓ＋１＋ ｜Ω ｜ ＋１)(１－ｅ－Ｃ８ｔ)ꎬ
其中

Ｅ０:＝‖φ‖２＋‖Ñψ‖２＋‖η‖２＋ ｜Ω ｜ ꎬ　 Ｅ５( ｔ):＝Ｅｓ＋１
０ ∫ ｔ

０
ｅ－(ｓ＋１)Ｃ１τｅＣ８τｄτ＋Ｅ０ ∫ ｔ

０
ｅ－Ｃ１τｅＣ８τｄτꎮ

注意到 δ>０ 可以任意小ꎬ于是

Ｅ４( ｔ)≥‖ｕ( ｔ)‖２＋ １
２
‖ÑＡ ｔ‖２＋ １

ε０ μ０
‖ΔＡ‖２＋ δ α－ δ

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ΔＡ‖２≥‖ｕ( ｔ)‖２＋ １

２
‖ÑＡ ｔ‖２＋ １

ε０ μ０
‖ΔＡ‖２ꎬ

则存在常数 Ｃ１１>０ꎬ使得

‖ÑＡ ｔ‖２＋‖ΔＡ‖２≤Ｃ１１(ｅ
－Ｃ８ｔＥ４(０)＋ｅ

－Ｃ８ｔＥ５( ｔ)＋(‖ｆ‖２ｓ＋２＋‖ｆ‖２＋ ｜Ω ｜ ｓ＋１＋ ｜Ω ｜ ＋１)(１－ｅ－Ｃ８ｔ))ꎮ

令Ｒ２
２:＝ ２Ｃ１１(‖ｆ‖２ｓ＋２＋‖ｆ‖２＋ ｜Ω ｜ ｓ＋１＋ ｜Ω ｜ ＋１) ＋Ｃ７ꎬ并注意到 ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅ－Ｃ８ｔＥ５( ｔ)＝ ０ꎬ则对任意的(φꎬψꎬη)∈Ｂ⊂

Ｈ×Ｈ×Ｚꎬ存在 ｔ２(Ｂ)>ｔ１(Ｂ)＋ｒ>０ꎬ使得当 ｔ>ｔ２(Ｂ)时ꎬ
‖Ñｕ( ｔ)‖２＋‖ΔＡ( ｔ)‖２＋‖ÑＡ ｔ( ｔ)‖２≤Ｒ２

２ꎬ (１５)
从而引理 ４ 成立ꎮ

引理 ５　 在引理 ４ 的前提下ꎬ初边值问题(２)—(３)生成的解半群{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０在相空间 Ｈ×Ｈ×Ｚ 中存在有

界吸收集 Ｂꎮ
证明　 对系统(２)的第 １ 个方程关于 ｔ 求导ꎬ得

ｕｔｔ－νΔｕｔ＋ｕｔ􀅰Ñｕ＋ｕ􀅰Ñｕｔ－
ρｅ

ρ０
ｕｔ×ｃｕｒｌ Ａ－

ρｅ

ρ０
ｕ×ｃｕｒｌ Ａ ｔ＋

１
ρ０

Ñｐｔ ＝ ０ꎮ (１６)

将方程(１６)与 ｕｔ 作内积ꎬ并利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式、Ｇａｇｌｉａｒｄｏ￣Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ 不等式与 Ｙｏｕｎｇ 不等式ꎬ得

　 １
２

ｄ
ｄｔ

‖ｕｔ‖２＋ν‖Ñｕｔ‖２ ＝－ ∫
Ω
ｕｔ􀅰Ñｕｔ􀅰ｕｄｘ＋

ρｅ

ρ０
∫
Ω
ｕ×ｃｕｒｌ Ａ ｔ􀅰ｕｔｄｘ

≤Ｃ(‖ｕ‖４‖ｕｔ‖４‖Ñｕｔ‖＋‖ｕ‖４‖ｕｔ‖４‖ÑＡ ｔ‖)

≤Ｃ(‖ｕｔ‖１ / ２‖ｕ‖１ / ２‖Ñｕ‖１ / ２‖Ñｕｔ‖３ / ２＋‖ｕ‖１ / ２‖Ñｕ‖１ / ２‖ｕｔ‖１ / ２‖Ñｕｔ‖１ / ２‖ÑＡ ｔ‖)

≤Ｃ(‖ｕｔ‖１ / ２‖ｕ‖１ / ２‖Ñｕ‖１ / ２‖Ñｕｔ‖３ / ２＋‖ｕ‖１ / ２‖Ñｕ‖１ / ２‖Ñｕｔ‖‖ÑＡ ｔ‖)

≤ ν
２
‖Ñｕｔ‖２＋Ｃ(ν)(‖ｕｔ‖２‖ｕ‖２‖Ñｕ‖２＋‖ÑＡ ｔ‖２‖ｕ‖‖Ñｕ‖)ꎮ

(１７)
当 ｔ>ｔ２(Ｂ)时ꎬ对式(１７)在区间[􀭰ｓꎬｔ＋１]( ｔ<􀭰ｓ<ｔ＋１)上应用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式ꎬ有

‖ｕｔ( ｔ＋１)‖２≤ ｅＣ∫ ｔ＋１ｔ ‖Ñｕ‖２‖ｕ‖２ｄτ (‖ｕｔ(􀭰ｓ)‖２＋ Ｃ∫ ｔ＋１

ｔ
‖ÑＡ ｔ‖２‖Ñｕ‖‖ｕ‖ｄτ )

≤ｅＣＲ２
１Ｒ

２
２(‖ｕｔ(􀭰ｓ)‖２＋ＣＲ１Ｒ３

２)ꎮ
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将上述不等式在[ ｔꎬｔ＋１]上关于 􀭰ｓ 积分ꎬ则有

　 ‖ｕｔ( ｔ＋１)‖２≤ｅＣＲ２
１Ｒ

２
２ ( ∫ ｔ＋１

ｔ
‖ｕｔ(􀭰ｓ)‖２ｄ􀭰ｓ＋ＣＲ１Ｒ３

２ )

≤Ｃ１２∫ ｔ＋１

ｔ
(‖ｆ‖２＋‖Δｕ‖２＋‖ｕ􀅰Ñｕ‖２＋‖ｕ×ｃｕｒｌ Ａ‖２)ｄ􀭰ｓ＋Ｃ１３

≤Ｃ１４∫ ｔ＋１

ｔ
(‖ｆ‖２＋‖Δｕ‖２＋‖ｕ‖‖Ñｕ‖２‖Δｕ‖＋‖ｕ‖‖Ñｕ‖‖ÑＡ‖‖ΔＡ‖)ｄ􀭰ｓ＋Ｃ１３ꎮ

(１８)
对式(９)在[ ｔꎬｔ＋１]上积分ꎬ得到

∫ ｔ＋１

ｔ
‖Δｕ‖２ｄ􀭰ｓ≤Ｃ (‖Ñｕ( ｔ)‖２＋ ∫ ｔ＋１

ｔ
(‖ｆ‖２＋‖ｕ(􀭰ｓ)‖２(‖Ñｕ(􀭰ｓ)‖４＋‖ÑＡ(􀭰ｓ)‖４)ｄ􀭰ｓ )ꎮ (１９)

将式(１９)代入式(１８)并注意到 ｔ>ｔ２(Ｂ)ꎬ发现存在常数 Ｃ１５>０ꎬ使得

‖ｕｔ( ｔ＋１)‖２≤Ｃ１５ꎮ (２０)
将系统(２)的第 １ 个方程在空间 Ｙ 中取范数ꎬ得

　 ‖Δｕ‖≤－‖Δｕ‖＋２‖ｕｔ‖＋２‖ｕ􀅰Ñｕ‖＋２‖ｕ×ｃｕｒｌ Ａ‖＋２‖ｆ‖
≤－‖Δｕ‖＋２‖ｕｔ‖＋Ｃ‖ｕ‖１ / ２‖Ñｕ‖‖Δｕ‖１ / ２＋Ｃ‖ｕ‖１ / ２‖Ñｕ‖１ / ２‖ÑＡ‖１ / ２‖ΔＡ‖１ / ２＋２‖ｆ‖
≤２‖ｕｔ‖＋Ｃ‖ｕ‖‖Ñｕ‖２＋Ｃ‖Ñｕ‖‖ÑＡ‖‖ΔＡ‖＋２‖ｆ‖ꎬ

由式(８)、(１５)、(２０)可知ꎬ存在常数 Ｃ１６>０ꎬ使得

‖Δｕ( ｔ＋１)‖２≤Ｃ１６ꎬ

于是对任意的(φꎬψꎬη)∈Ｂ⊂Ｈ×Ｈ×Ｚꎬ存在 ｔ３(Ｂ):＝ ｔ２(Ｂ)＋１>０ꎬ使得当 ｔ>ｔ３(Ｂ)时ꎬ有
‖Δｕ( ｔ)‖２＋‖ÑＡ ｔ( ｔ)‖２＋‖ΔＡ( ｔ)‖２≤Ｒ２

３ꎬ (２１)

其中Ｒ２
３:＝Ｒ２

２＋Ｃ１６ꎮ
令集合 Ｂ 为 Ｈ×Ｈ×Ｚ 中以 ０ 为中心ꎬＲ３ 为半径的闭球ꎬ则 Ｂ 显然为解半群{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０在相空间 Ｈ×Ｈ×Ｚ

中的一个有界吸收集ꎮ

引理 ６　 解算子 Ｓ:( ｔꎬφꎬψꎬη) ｜→Ｓ( ｔ)(φꎬψꎬη)∈Ｈ×Ｈ×Ｚ 关于( ｔꎬφꎬψꎬη)∈[０ꎬ∞ )×Ｈ×Ｈ×Ｚ 连续ꎮ

证明　 由引理 １ 中解的正则性ꎬ可进一步推出ｕｔｔ∈Ｌ２([０ꎬＴ]ꎬＺ′)(∀Ｔ>０)ꎬ其中 Ｚ′为 Ｚ 的对偶空间ꎬ且
Ｚ⊂Ｙ⊂Ｚ′ꎮ 结合时空型 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间上的 Ａｕｂｉｎ－Ｌｉｏｎｓ 定理ꎬ不难发现初边值问题(２)—(３)的解满足如下

正则性:
ｕ∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎬＺ)ꎬ　 ｕｔ∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎬＹ)ꎬ　 Ａ∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎬＨ)ꎬ　 Ａ ｔ∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎬＺ)ꎬ　 ∀Ｔ >０ꎮ

注意到

‖ｕ􀅰Ñｕ( ｔ１)－ｕ􀅰Ñｕ( ｔ２)‖４
３
≤‖ｕ( ｔ１)－ｕ( ｔ２)‖４‖Ñｕ( ｔ１)‖＋‖ｕ( ｔ２)‖４‖Ñｕ( ｔ１)－Ñｕ( ｔ２)‖
≤‖Ñｕ( ｔ１)－Ñｕ( ｔ２)‖‖Ñｕ( ｔ１)‖＋‖Ñｕ( ｔ２)‖‖Ñｕ( ｔ１)－Ñｕ( ｔ２)‖ꎬ

这意味着 ｕ􀅰Ñｕ∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎻ Ｌ４ / ３(Ω))ꎮ 同理ꎬｕ×ｃｕｒｌ Ａ∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎻ Ｌ４ / ３(Ω))ꎬ于是－Δｕ∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎻ

Ｌ４ / ３(Ω))ꎮ 结合 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入 Ｗ ２ꎬ ４
３(Ω) Ｃ ０ꎬ ２

３(Ω)ꎬ得
‖ｕ􀅰Ñｕ( ｔ１)－ｕ􀅰Ñｕ( ｔ２)‖≤‖ｕ( ｔ１)－ｕ( ｔ２)‖∞ ‖Ñｕ( ｔ１)‖＋‖ｕ( ｔ２)‖∞ ‖Ñｕ( ｔ１)－Ñｕ( ｔ２)‖

≤‖Δ(ｕ( ｔ１)－ｕ( ｔ２))‖４ / ３‖Ñｕ( ｔ１)‖＋‖Δｕ( ｔ２)‖４ / ３‖Ñｕ( ｔ１)－Ñｕ( ｔ２)‖ꎬ
从而 ｕ􀅰Ñｕ∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎻＹ)ꎮ 经过类似的推导ꎬ可知 ｕ×ｃｕｒｌ Ａ∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎻＹ)ꎬ于是

ｕ∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎬＨ)ꎬ　 ｕｔ∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎬＹ)ꎬ　 Ａ∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎬＨ)ꎬ　 Ａ ｔ∈Ｃ([０ꎬＴ]ꎬＺ)ꎬ　 ∀Ｔ>０ꎮ (２２)

以下证明ꎬ解算子 Ｓ( ｔ):Ｈ×Ｈ×Ｚ→Ｈ×Ｈ×Ｚ 是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的ꎮ
设(ｕ１ꎬＡ１ꎬＡ１

ｔ )与(ｕ２ꎬＡ２ꎬＡ２
ｔ )分别是初边值问题(２)－(３)在初值(φ１ꎬψ１ꎬη１)∈Ｈ×Ｈ×Ｚꎬ (φ２ꎬψ２ꎬη２)∈

Ｈ×Ｈ×Ｚ 下的解ꎬ记
􀭵ｕ＝ｕ１－ｕ２ꎬ　 􀭵Ａ＝Ａ１－Ａ２ꎬ　 􀭵Ａ ｔ ＝Ａ１

ｔ －Ａ２
ｔ ꎬ

则(􀭵ｕꎬ􀭵Ａꎬ􀭵Ａ ｔ)满足
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∂􀭵ｕ
∂ｔ

＋ｕ１􀅰Ñ􀭵ｕ＋􀭵ｕ􀅰Ñｕ２－νΔ􀭵ｕ＋
１
ρ０

Ñ􀭵ｐ－
ρｅ

ρ０
ｕ１×ｃｕｒｌ 􀭵Ａ－

ρｅ

ρ０
􀭵ｕ×ｃｕｒｌ Ａ２ ＝ ０ꎬ

∂２ 􀭵Ａ
∂ｔ２

－αΔ􀭵Ａ ｔ＋ｇ(Ａ１)－ｇ(Ａ２)－ １
ε０ μ０

Δ􀭵Ａ－
ρｅ

ε０ μ０
􀭵ｕ＋Ñ􀭿Φ＝ ０ꎬ

Ñ􀅰􀭵ｕ＝ ０ꎬ Ñ􀅰􀭵Ａ＝ ０ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(２３)

将系统(２３)的第 １ 个方程与－Δ􀭵ｕ 作内积ꎬ有
１
２

ｄ
ｄｔ

‖Ñ􀭵ｕ‖２＋ν‖Δ􀭵ｕ‖２≤ ∫
Ω
ｕ１􀅰Ñ􀭵ｕ􀅰Δ􀭵ｕｄｘ＋ ∫

Ω
􀭵ｕ􀅰Ñｕ２􀅰Δ􀭵ｕｄｘ

　 － ∫
Ω
ｕ１×ｃｕｒｌ 􀭵Ａ􀅰Δ􀭵ｕｄｘ－ ∫

Ω
􀭵ｕ×ｃｕｒｌ Ａ２􀅰Δ􀭵ｕｄｘ＝:∑

４

ｉ ＝１
Ｋｉꎮ

结合 Ｇａｇｌｉａｒｄｏ￣Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ 不等式ꎬ得

Ｋ１≤Ｃ‖ｕ１‖
１
２ ‖Ñｕ１‖

１
２ ‖Ñ􀭵ｕ‖

１
２ ‖Δ􀭵ｕ‖

３
２ ≤ ν

４
‖Δ􀭵ｕ‖２＋Ｃ(νꎬλ１)‖Ñｕ１‖４‖Ñ􀭵ｕ‖２ꎬ

Ｋ２≤Ｃ‖􀭵ｕ‖
１
２ ‖Ñｕ１‖‖Δ􀭵ｕ‖

３
２ ≤ ν

４
‖Δ􀭵ｕ‖２＋Ｃ(νꎬλ１)‖Ñｕ２‖４‖Ñ􀭵ｕ‖２ꎬ

Ｋ３≤Ｃ‖ｕ１‖
１
２ ‖Ñｕ１‖

１
２ ‖Ñ􀭵Ａ‖

１
２ ‖Δ􀭵Ａ‖

１
２ ‖Δ􀭵ｕ‖≤ ν

４
‖Δ􀭵ｕ‖２＋Ｃ(νꎬλ１)‖Ñｕ１‖２‖Δ􀭵Ａ‖２ꎬ

Ｋ４≤Ｃ‖􀭵ｕ‖
１
２ ‖ÑＡ２‖‖Δ􀭵ｕ‖

３
２ ≤ ν

４
‖Δ􀭵ｕ‖２＋Ｃ(νꎬλ１)‖ÑＡ２‖４‖Ñ􀭵ｕ‖２ꎮ

从而

ｄ
ｄｔ

‖Ñ􀭵ｕ‖２≤Ｃ(‖Ñｕ１‖４＋‖Ñｕ２‖４＋‖ÑＡ２‖４)‖Ñ􀭵ｕ‖２＋Ｃ‖Ñｕ１‖２‖Δ􀭵Ａ‖２ꎮ (２４)

将系统(２３)的第 ２ 个方程与－Δ􀭵Ａ ｔ 作内积ꎬ有

１
２

ｄ
ｄｔ

‖Ñ􀭵Ａ ｔ‖２＋ １
ε０ μ０

‖Δ􀭵Ａ‖２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋α‖Δ􀭵Ａ ｔ‖２≤

ρｅ

ε０ μ０
‖Ñ􀭵ｕ‖‖Ñ􀭵Ａ ｔ‖＋ ∫

Ω
(ｇ(Ａ１)－ｇ(Ａ２))􀅰Δ􀭵Ａ ｔｄｘꎮ

由微分中值定理与假设(Ｈ２)可知ꎬ对任意的 ｘ１ꎬｘ２∈Ｒ２ꎬ成立

｜ ｇ(ｘ１)－ｇ(ｘ２) ｜≤ ｜Ñｇ(􀭴ｘ) ｜ ｜ ｘ１－ｘ２ ｜≤Ｃ(１＋ ｜ ｘ１ ｜ ｓ＋ ｜ ｘ２ ｜ ｓ) ｜ ｘ１－ｘ２ ｜ ꎬ
其中 􀭴ｘ＝ ｘ２＋(１－ξ)(ｘ１－ｘ２)ꎬ ０<ξ<１ꎮ 于是利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式与 Ｓｏｂｏｌｅｖ 嵌入定理ꎬ得

∫
Ω
(ｇ(Ａ１)－ｇ(Ａ２))􀅰Δ􀭵Ａ ｔｄｘ ≤Ｃ(‖Ａ１‖ｓ

２ｓ＋２＋‖Ａ１‖ｓ
２ｓ＋２＋ ｜Ω ｜ ｓ / (２ｓ＋２))‖􀭵Ａ‖２ｓ＋２‖Δ􀭵Ａ ｔ‖

≤α‖Δ􀭵Ａ ｔ‖２＋Ｃ(α)(‖ÑＡ１‖２ｓ＋‖ÑＡ２‖２ｓ＋ ｜Ω ｜ ２ｓ / (２ｓ＋２))‖Δ􀭵Ａ‖２ꎬ
从而

　 ｄ
ｄｔ

‖Ñ􀭵Ａ ｔ‖２＋ １
ε０ μ０

‖Δ􀭵Ａ‖２æ

è
ç

ö

ø
÷

≤Ｃ((‖ÑＡ１‖２ｓ＋‖ÑＡ２‖２ｓ＋ ｜Ω ｜ ２ｓ / (２ｓ＋２))‖Δ􀭵Ａ‖２＋‖Ñ􀭵Ａ ｔ‖２＋‖Ñ􀭵ｕ‖２)ꎮ (２５)
将式(２４)、(２５)相加ꎬ并利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式ꎬ有

‖Ñ􀭵ｕ‖２＋‖Δ􀭵Ａ‖２＋‖Ñ􀭵Ａ ｔ‖２≤ ｅ∫
ｔ

０
Ｗ(τ)ｄτ (‖Ñ􀭵ｕ(０)‖２＋‖Δ􀭵Ａ(０)‖２＋‖Ñ􀭵Ａ ｔ(０)‖２)＝:􀭵Ｅ(０) ｅ∫

ｔ

０
Ｗ(τ)ｄτ ꎬ (２６)

其中

Ｗ( ｔ):＝Ｃ( ｜Ω ｜ )(１＋‖Ñｕ１‖４＋‖Ñｕ２‖４＋‖ÑＡ２‖４＋‖ÑＡ１‖２ｓ＋‖ÑＡ２‖２ｓ)ꎮ
对系统(２３)中的第 １ 式关于时间 ｔ 求导并与 􀭵ｕｔ 作内积ꎬ有

ｄ
ｄｔ

‖􀭵ｕｔ‖２＋２ν‖Ñ􀭵ｕｔ‖２ ＝ －２∫
Ω
(ｕ１

ｔ􀅰Ñ􀭵ｕ􀅰􀭵ｕｔ＋􀭵ｕｔ􀅰Ñｕ２􀅰􀭵ｕｔ＋􀭵ｕ􀅰Ñｕ２
ｔ􀅰􀭵ｕｔ)ｄｘ

＋
２ ρｅ

ρ０
∫
Ω
(ｕ１

ｔ ×ｃｕｒｌ 􀭵Ａ􀅰􀭵ｕｔ＋ｕ１×ｃｕｒｌ 􀭵Ａ ｔ􀅰􀭵ｕｔ＋􀭵ｕ×ｃｕｒｌ Ａ２
ｔ􀅰􀭵ｕｔ)ｄｘ＝:∑

６

ｉ ＝１
Ｍｉꎮ (２７)
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进一步地ꎬ利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式、Ｇａｇｌｉａｒｄｏ－Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ 不等式、Ｐｏｉｎｃａｒé 不等式与 Ｙｏｕｎｇ 不等式ꎬ得

Ｍ１≤Ｃ‖ｕ１
ｔ‖４‖􀭵ｕ‖４‖Ñ􀭵ｕｔ‖≤Ｃ‖ｕ１

ｔ‖
１
２ ‖Ñｕ１

ｔ‖
１
２ ‖􀭵ｕ‖

１
２ ‖Ñ􀭵ｕ‖

１
２ ‖Ñ􀭵ｕｔ‖≤ ν

３
‖Ñ􀭵ｕｔ‖２＋Ｃ‖Ñｕ１

ｔ‖２‖Ñ􀭵ｕ‖２ꎬ

Ｍ２≤Ｃ‖􀭵ｕｔ‖４‖ｕ２‖４‖Ñ􀭵ｕｔ‖≤Ｃ‖􀭵ｕｔ‖
１
２ ‖ｕ２‖

１
２ ‖Ñｕ２‖

１
２ ‖Ñ􀭵ｕｔ‖

３
２ ≤ ν

３
‖Ñ􀭵ｕｔ‖２＋Ｃ‖ｕ２‖２‖Ñｕ２‖２‖􀭵ｕｔ‖２ꎬ

Ｍ３≤Ｃ‖􀭵ｕ‖４‖ｕ２
ｔ‖４‖Ñ􀭵ｕｔ‖≤Ｃ‖􀭵ｕ‖

１
２ ‖Ñ􀭵ｕ‖

１
２ ‖ｕ２

ｔ‖
１
２ ‖Ñｕ２

ｔ‖
１
２ ‖Ñ􀭵ｕｔ‖≤ ν

３
‖Ñ􀭵ｕｔ‖２＋Ｃ‖Ñ􀭵ｕ‖２‖Ñｕ２

ｔ‖２ꎬ

Ｍ４≤Ｃ‖ｕ１
ｔ‖４‖Ñ􀭵Ａ‖４‖􀭵ｕｔ‖≤Ｃ‖ｕ１

ｔ‖
１
２ ‖Ñｕ１

ｔ‖
１
２ ‖Ñ􀭵Ａ‖

１
２ ‖Δ􀭵Ａ‖

１
２ ‖Ñ􀭵ｕｔ‖≤ ν

３
‖Ñ􀭵ｕｔ‖２＋Ｃ‖Ñｕ１

ｔ‖２‖Δ􀭵Ａ‖２ꎬ

Ｍ５≤Ｃ‖ｕ１‖４‖􀭵ｕｔ‖４‖Ñ􀭵Ａｔ‖≤Ｃ‖ｕ１‖
１
２ ‖Ñｕ１‖

１
２ ‖􀭵ｕｔ‖

１
２ ‖Ñ􀭵ｕｔ‖

１
２ ‖Ñ􀭵Ａｔ‖≤ ν

３
‖Ñ􀭵ｕｔ‖２＋Ｃ‖Ñｕ１‖２‖Ñ􀭵Ａｔ‖２ꎬ

Ｍ６≤Ｃ‖􀭵ｕ‖４‖􀭵ｕｔ‖４‖ÑＡ２
ｔ‖≤Ｃ‖􀭵ｕ‖

１
２ ‖Ñ􀭵ｕ‖

１
２ ‖􀭵ｕｔ‖

１
２ ‖Ñ􀭵ｕｔ‖

１
２ ‖ÑＡ２

ｔ‖≤ ν
３
‖Ñ􀭵ｕｔ‖２＋Ｃ‖Ñ􀭵ｕ‖２‖ÑＡ２

ｔ‖２ꎮ

对式(２７)在[０ꎬｔ]上积分得到

‖􀭵ｕｔ( ｔ)‖２≤‖􀭵ｕｔ(０)‖２＋Ｃ ∫ ｔ

０
((‖Ñｕ１

ｔ ‖２＋‖Ñｕ２
ｔ ‖２)‖Ñ􀭵ｕ‖２＋‖ｕ２‖２‖Ñｕ２‖２‖􀭵ｕｔ‖２)ｄτ

＋Ｃ ∫ ｔ

０
(‖Ñ􀭵Ａ ｔ‖２‖Ñｕ１‖２＋‖Ñ􀭵ｕ‖２‖ÑＡ２

ｔ ‖２＋‖Ñｕ１
ｔ ‖２‖Δ􀭵Ａ‖２)ｄτ

≤‖􀭵ｕｔ(０)‖２＋􀭵Ｅ(０) ｅ∫
ｔ

０
Ｗ(τ)ｄτ∫ ｔ

０
(２‖Ñｕ１

ｔ ‖２＋‖Ñｕ２
ｔ ‖２)ｄτ

＋􀭵Ｅ(０) ｅ∫
ｔ

０
Ｗ(τ)ｄτ∫ ｔ

０
(‖Ñｕ１‖２＋‖ÑＡ２

ｔ ‖２)ｄτ＋Ｃ ∫ ｔ

０
‖Ñｕ２‖４‖􀭵ｕｔ‖２ｄτꎮ

由式(１７)可知

∫ ｔ

０
(‖Ñｕ１

ｔ ‖２＋‖Ñｕ２
ｔ ‖２)ｄτ ≤‖ｕ１

ｔ(０)‖２＋‖ｕ２
ｔ(０)‖２＋Ｃ ∫ ｔ

０
(‖ｕ１

ｔ ‖２‖Ñｕ１‖４＋‖ｕ２
ｔ ‖２‖Ñｕ２‖４)ｄτ

＋Ｃ ∫ ｔ

０
(‖ÑＡ１

ｔ ‖２‖Ñｕ１‖２＋‖ÑＡ２
ｔ ‖２‖Ñｕ２‖２)ｄτꎮ

结合(ｕꎬＡꎬＡ ｔ)关于时间 ｔ 的连续性ꎬ并注意到

‖ｕｔ‖２≤ ｅＣ∫ ｔ０‖Ñｕ‖４ｄτ (‖ｕｔ(０)‖２＋ ∫ ｔ

０
‖ÑＡ ｔ‖２‖Ñｕ‖２ｄτ )ꎬ

‖ｕｔ(０)‖２≤Ｃ(‖Δｕ(０)‖２＋‖Δｕ(０)‖４＋‖ΔＡ(０)‖４＋‖ｆ‖２)ꎬ
则

‖􀭵ｕｔ( ｔ)‖２≤‖􀭵ｕｔ(０)‖２＋Ｃ(Ｔ) ( 􀭵Ｅ(０)＋ ∫ ｔ

０
‖􀭵ｕｔ(τ)‖２ｄτ )ꎬ　 ∀Ｔ>０ꎬ　 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎮ

对上式利用积分形式的 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式ꎬ有
　 ‖􀭵ｕｔ( ｔ)‖２≤Ｃ(Ｔ)(‖􀭵ｕｔ(０)‖２＋􀭵Ｅ(０))≤Ｃ(Ｔ)(‖Δ􀭵ｕ(０)‖２＋‖Δ􀭵Ａ(０)‖２＋􀭵Ｅ(０))≤Ｃ(Ｔ) 􀭵Ｅ(０)ꎮ (２８)
将系统(２３)中的第 １ 个方程在空间 Ｙ 中取范数ꎬ得

ν
２
‖Δ􀭵ｕ‖≤－ ν

２
‖Δ􀭵ｕ‖＋‖􀭵ｕｔ‖＋Ｃ(‖ｕ１􀅰Ñ􀭵ｕ‖＋‖􀭵ｕ􀅰Ñｕ２‖＋‖ｕ１×ｃｕｒｌ 􀭵Ａ‖＋＋‖􀭵ｕ×ｃｕｒｌ Ａ２‖)

≤－ ν
２
‖Δ􀭵ｕ‖＋‖􀭵ｕｔ‖＋Ｃ(‖ｕ１‖

１
２ ‖Δｕ１‖

１
２ ‖Ñ􀭵ｕ‖＋‖􀭵ｕ‖

１
２ ‖Δ􀭵ｕ‖

１
２ ‖Ñｕ２‖

＋‖ｕ１‖
１
２ ‖Ñｕ１‖

１
２ ‖Δ􀭵Ａ‖＋‖􀭵ｕ‖

１
２ ‖Δ􀭵ｕ‖

１
２ ‖ÑＡ２‖２)

≤‖􀭵ｕｔ‖＋Ｃ(‖Ñ􀭵ｕ‖(‖Δｕ１‖＋‖Ñｕ２‖２＋‖ÑＡ２‖)＋‖Δ􀭵Ａ‖‖Ñｕ１‖)ꎬ
从而

‖Δ􀭵ｕ( ｔ)‖２≤Ｃ(Ｔ)(‖􀭵ｕｔ‖２＋‖Ñ􀭵ｕ‖２＋‖Δ􀭵Ａ‖２)ꎬ　 ∀Ｔ>０ꎬ　 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎮ (２９)
于是ꎬ结合式(２６)、(２８)、(２９)ꎬ可知

‖Δ􀭵ｕ‖２＋‖Δ􀭵Ａ‖２＋‖Ñ􀭵Ａ ｔ‖２≤Ｃ(Ｔ)(‖Δ􀭵ｕ(０)‖２＋‖Δ􀭵Ａ(０)‖２＋‖Ñ􀭵Ａ ｔ(０)‖２)ꎬ　 ∀Ｔ >０ꎬ　 ｔ∈[０ꎬＴ]ꎬ
故引理 ６ 得证ꎮ
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定理 １　 若外力 ｆ(ｘ)∈Ｙꎬ初值(φ(ｘ)ꎬψ(ｘ)ꎬη(ｘ))∈Ｈ×Ｈ×Ｚꎬ阻尼系数 α>ｍａｘ
ρ２
ｅ

νε２
０ μ２

０λ２
１

ꎬ
ρ２
ｅ

νε２
０ μ２

０λ
{ } ꎬ其

中常数 λ 的定义与引理 ４ 中相同ꎬ则初边值问题(２)—(３)生成的解半群{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０在相空间 Ｈ×Ｈ×Ｚ 中存在

全局吸引子 Ａꎬ且 Ａ 吸引 Ｈ×Ｈ×Ｚ 中的任意有界集ꎮ
证明　 由引理 ２、５、６ꎬ只需验证解半群{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０在相空间 Ｈ×Ｈ×Ｚ 中满足 Ｃ￣条件ꎮ
考虑算子－ＰΔ(其中 Ｐ 为 Ｌ２(ΩꎻＲ２)到 Ｙ 的正交投影算子)的特征值问题:

－ＰΔϕｎ ＝λｎϕｎꎬ
ϕｎ ｜ ∂Ω ＝ ０ꎮ{

由线性算子的谱理论可知

０<λ１≤λ２≤􀆺≤λｎ≤􀆺ꎬ　 λｎ→∞(ｎ→∞)ꎬ (３０)

特征函数{ϕｎ}∞
ｎ＝１⊂Ｃ∞

σ (ΩꎻＲ２)ꎬ且满足(ϕｍꎬϕｎ)＝ ∫
Ω
ϕｍ􀅰ϕｎｄｘ＝ δｍｎꎬ其中 δｍｎ为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 符号ꎮ

取有限维子空间Ｙｎ:＝ ｓｐａｎ{ϕ１ꎬϕ２ꎬ􀆺ꎬϕｎ}ꎬ记 Ｐｎ 为 Ｙ→Ｙｎ 的正交投影算子ꎬ则(ｕꎬＡꎬＡ ｔ)可作如下分解

(ｕꎬＡꎬＡ ｔ)＝ (ＰｎｕꎬＰｎＡꎬＰｎＡ ｔ)＋(( Ｉ－Ｐｎ)ｕꎬ( Ｉ－Ｐｎ)Ａꎬ( Ｉ－Ｐｎ)Ａ ｔ)＝:(ＰｎｕꎬＰｎＡꎬＰｎＡ ｔ)＋(ｕｎꎬＡｎꎬＡｎ
ｔ )ꎮ

令 Ｂ 为 Ｈ×Ｈ×Ｚ 中的任意有界集ꎬ则当初值(φꎬψꎬη)∈Ｂꎬ且 ｔ>ｔ３(Ｂ)时ꎬ显然有

‖Ｐｎ ÑＡ ｔ( ｔ)‖２＋‖ＰｎΔＡ( ｔ)‖２＋‖ＰｎΔｕ( ｔ)‖２≤Ｒ２
３ꎮ (３１)

同时ꎬ当 ｔ>ｔ３(Ｂ)时ꎬＡ( ｔ)∈Ｚꎬ由假设(Ｈ３)可知 ｇ(Ａ)∈Ｙꎮ
将系统(２)的第 ２ 个方程与－ΔΛｎ ＝ －ΔＡｎ

ｔ － δΔＡｎ(δ>０)作内积ꎬ则有

　
ρｅ

ε０ μ０
∫
Ω

Ñｕｎ􀅰ÑΛｎｄｘ＋ ∫
Ω
( Ｉ－Ｐｎ)ｇ(Ａ)􀅰ΔＡｎ

ｔ ｄｘ＋ δ ∫
Ω
( Ｉ－Ｐｎ)ｇ(Ａ)􀅰ΔＡｎｄｘ－ δ２∫

Ω
ÑＡｎ􀅰ÑΛｎｄｘ

＝ １
２

ｄ
ｄｔ

‖ÑΛｎ( ｔ)‖２＋ αδ＋ １
ε０ μ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ΔＡｎ( ｔ)‖２æ

è
ç

ö

ø
÷ － δ‖ÑΛｎ( ｔ)‖２＋α‖ΔＡｎ

ｔ( ｔ)‖２＋ δ
ε０ μ０

‖ΔＡｎ( ｔ)‖２ꎮ

令Ｅ６( ｔ):＝‖ÑΛｎ( ｔ)‖２＋ αδ＋ １
ε０ μ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ΔＡｎ( ｔ)‖２ꎬ与引理 ４ 中相似的估计ꎬ得

　 １
２

ｄＥ６( ｔ)
ｄｔ

＋ (α－θ)λ
２

－ δ－δ
２

２
－ δ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ÑΛｎ‖２＋ δ １

ε０ μ０
－αδ－ δ

２λ
－θæ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ΔＡｎ‖２

≤Ｃ(δꎬλ)‖Δｕｎ‖２＋Ｃ(θꎬδ)‖( Ｉ－Ｐｎ)ｇ(Ａ)‖２ꎮ
由于 δꎬθ>０ 可以任意小ꎬ因此存在常数 Ｃ１７ꎬＣ１８>０ꎬ使得

ｄＥ６( ｔ)
ｄｔ

＋Ｃ１７Ｅ６( ｔ)≤Ｃ１８(‖Δｕｎ‖２＋‖( Ｉ－Ｐｎ)ｇ(Ａ)‖２)ꎮ (３２)

在区间[ ｔ０ꎬｔ]( ｔ０>ｔ３(Ｂ))上对式(３２)应用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式ꎬ有
‖ÑＡｎ

ｔ( ｔ)‖２＋‖ΔＡｎ( ｔ)‖２≤Ｃ１９ｅ
－Ｃ１７( ｔ－ｔ０)(‖ÑＡ ｔ( ｔ０)‖２＋‖ΔＡ( ｔ０)‖２)

＋Ｃ１９ｅ
－Ｃ１７ｔ∫ ｔ

ｔ０
(‖Δｕｎ‖２＋‖( Ｉ－Ｐｎ)ｇ(Ａ)‖２)ｅＣ１７τｄτꎬ (３３)

这里常数 Ｃ１９>２Ｃ１７ꎮ
将方程(１６)与( Ｉ－Ｐｎ)ｕｔ ＝ｕｎ

ｔ 作内积ꎬ并利用 Ａｍｇｏｎ 不等式、Ｈｏöｌｄｅｒ 不等式与 Ｇａｇｌｉａｒｄｏ－Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ 不等

式ꎬ则有

　 ｄ
ｄｔ

‖ｕｎ
ｔ ‖２＋２ν‖Ñｕｎ

ｔ ‖２

≤Ｃ(‖ｕｔ‖‖Ñｕ‖４‖ｕｎ
ｔ ‖４＋‖ｕ‖∞‖Ñｕｎ

ｔ ‖‖ｕｔ‖＋‖ｕ‖∞‖ÑＡｔ‖‖ｕｎ
ｔ ‖＋‖ｕｔ‖‖ÑＡ‖４‖ｕｎ

ｔ ‖４)

≤Ｃ(‖ｕｔ‖‖Ñｕ‖
１
２ ‖Δｕ‖

１
２ ‖Ñｕｎ

ｔ ‖＋‖ｕ‖
１
２ ‖Δｕ‖

１
２ ‖Ñｕｎ

ｔ ‖‖ｕｔ‖＋‖ｕ‖
１
２ ‖Δｕ‖

１
２ ‖Ñｕｎ

ｔ ‖‖ÑＡｔ‖

　 ＋‖ｕｔ‖‖ÑＡ‖
１
２ ‖ΔＡ‖

１
２ ‖Ñｕｎ

ｔ ‖)

≤ν‖Ñｕｎ
ｔ ‖２＋Ｃ(νꎬλ１)(‖Δｕ‖‖ｕ‖‖ｕｔ‖２＋‖Δｕ‖‖Ñｕ‖‖ｕｔ‖２＋‖Δｕ‖‖ｕ‖‖ÑＡｔ‖２＋‖ΔＡ‖‖ÑＡ‖‖ｕｔ‖２)

＝:ν‖Ñｕｎ
ｔ ‖２＋Ｗ(ｔ)ꎮ
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由 Ｐｏｉｎｃａｒé 不等式‖Ñｕｎ
ｔ ‖２≥λｎ＋１‖ｕｎ

ｔ ‖２ꎬ得
ｄ
ｄｔ

‖ｕｎ
ｔ ‖２＋λｎ＋１‖ｕｎ

ｔ ‖２≤Ｗ( ｔ)ꎮ (３４)

注意到ꎬ当 ｔ>ｔ３(Ｂ)时ꎬＷ( ｔ)≤Ｃ(Ｒ２Ｒ３
３ ＋Ｒ１Ｒ３

３ ＋Ｒ１Ｒ２
２Ｒ３ ＋Ｒ１Ｒ２Ｒ２

３) ＝:Ｃ２０ꎬ从而对式(３４)在[ ｔꎬ ｔ＋１]上应用

Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式ꎬ有

‖ｕｎ
ｔ( ｔ＋１)‖２≤ｅ－λｎ＋１‖ｕｎ

ｔ( ｔ)‖２＋ｅ－λｎ＋１( ｔ＋１)∫ ｔ＋１

ｔ
Ｗ(τ)ｅ－λｎ＋１τｄτ

≤ｅ－λｎ＋１‖ｕｔ( ｔ)‖２＋
Ｃ２０

λｎ＋１
(１－ｅ－λｎ＋１ｔ)≤Ｃ２１ ｅ－λｎ＋１＋ １

λｎ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (３５)

现将算子 Ｉ－Ｐｎ 作用在系统(２)中的第 １ 个方程上ꎬ并在空间 Ｙ 中取范数ꎬ得

‖( Ｉ－Ｐｎ)Δｕ‖２ ＝ １
ν ｕｎ

ｔ ＋( Ｉ－Ｐｎ)( ｆ－ｕ􀅰Ñｕ＋
ρｅ

ρ０
ｕ×ｃｕｒｌ Ａ)

≤Ｃ‖ｕｎ
ｔ ‖２＋Ｃ(‖( Ｉ－Ｐｎ) ｆ‖２＋‖( Ｉ－Ｐｎ)(ｕ􀅰Ñｕ)‖２＋‖( Ｉ－Ｐｎ)(ｕ×ｃｕｒｌ Ａ)‖２)ꎮ

注意到ꎬ当 ｔ>ｔ３(Ｂ)＋１ 时ꎬｕ􀅰Ñｕꎬｕ×ｃｕｒｌ Ａ∈Ｙꎮ 由式(３０)、(３５)与 ｆ∈Ｙ 可知ꎬ对任意的 ε>０ꎬ存在 Ｎ１>０ꎬ使得

当 ｎ>Ｎ１ 时ꎬ有

‖Δｕｎ( ｔ)‖２ ＝‖( Ｉ－Ｐｎ)Δｕ( ｔ)‖２<
Ｃ１７ε２

４Ｃ１９
ꎮ (３６)

由于 ｇ(Ａ)∈Ｙꎬ所以存在 Ｎ２>０ꎬ使得当 ｎ>Ｎ２ 时ꎬ对任意的 ε>０ꎬ有

‖( Ｉ－Ｐｎ)ｇ(Ａ)‖２<
Ｃ１７ε２

４Ｃ１９
ꎮ (３７)

此外ꎬ当 ｔ０>ｔ３(Ｂ)＋１ 时ꎬ‖ÑＡ ｔ( ｔ０)‖２＋‖ΔＡ( ｔ０)‖２≤Ｒ２
３ꎬ从而当 ｔ>ｔ０ꎬ且 ｔ 足够大时ꎬ

Ｃ１９ｅ
－Ｃ１７( ｔ－ｔ０)(‖ÑＡ ｔ( ｔ０)‖２＋‖ΔＡ( ｔ０)‖２)<

(２Ｃ１９－Ｃ１７)ε２

４Ｃ１９
ꎮ (３８)

令 Ｎ:＝ｍａｘ{Ｎ１ꎬＮ２}ꎬ由式(３３)、(３６)－(３８)可知ꎬ对任意的(φꎬψꎬη)∈Ｈ×Ｈ×Ｚꎬ ε>０ꎬ存在 ｔ４(Ｂ)>ｔ３(Ｂ)＋１ꎬ
使得当 ｔ>ｔ４(Ｂ)ꎬ ｎ>Ｎ 时ꎬ有

‖Δ( Ｉ－Ｐｎ)ｕ‖２＋‖Δ( Ｉ－Ｐｎ)Ａ‖２＋‖Ñ( Ｉ－Ｐｎ)Ａ ｔ‖２<ε２ꎮ (３９)
显然ꎬ由式(３１)、(３９)知解半群{Ｓ( ｔ)} ｔ≥０满足 Ｃ￣条件ꎮ
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