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一类含 Ｃａｔａｌａｎ 数的超同余式
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摘要: 以广义调和数为桥梁ꎬ利用级数变换等方法建立若干含有中心二项式系数、Ｃａｔａｌａｎ 数及 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 数的同余式ꎬ并推广

了一些已有结果ꎮ
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０　 引言

Ｃａｔａｌａｎ 数是组合数学中的一个经典数列ꎬ常用于各种计数问题ꎮ 比利时数学家 Ｃａｔａｌａｎ 在 １８３８ 年发表

论文研究了的“字的连乘积问题”或“加括号问题”而命名并广为人知ꎮ 关于 Ｃａｔａｌａｎ 数的研究诸多ꎮ 近些

年ꎬ许多学者将中心二项式系数和 Ｃａｔａｌａｎ 数结合起来进行研究[１￣５]ꎮ

形式上满足
２ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的二项式系数称为中心二项式系数ꎬ其中 ｋ∈{０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬＮ}ꎮ Ｃａｔａｌａｎ 数定义为
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Ｒｏｄｅｒｉｇｕｅｚ－Ｖｉｌｌｅａｇｓ[６]猜想如下的同余式成立:
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其中 ｐ 是一个奇素数ꎮ 后来ꎬ该同余式被证明[７]ꎮ
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毛国帅[５]证明了如下同余式:
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　 　 Ｈａｍｍｅ[８]证明了上式的推广形式如下:

∑
ｐ－１
２

ｋ ＝０

１
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－１ / ２
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æ
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ç
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÷

２

≡２ｐ２(ｍｏｄ ｐ３)ꎮ

并且 Ｓｗｉｓｈｅｒ[９]猜想

∑
(ｐｒ－１) / ２

ｋ ＝０

１
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－１ / ２
ｋ
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è
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ø
÷

２

≡２ｐ２ｒ(ｍｏｄ ｐ２ｒ＋１)ꎬ

该同余式在文献[１０]中得到了证明ꎬ并且文献[１１]中给出了该猜想的 ｑ￣模拟ꎮ 本文利用调和数和 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ
数的同余式以及级数变换的方法推广了这些同余式ꎮ

１　 主要结论

定理 １　 令 ｐ>３ 为素数ꎬａ 是一个正整数并且 ｎ＝ｐａ－１ꎬ 那么
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其中 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 数 Ｂｋ 定义为
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由定理 １ 可得推论 １ꎮ
推论 １　 令 ｐ>３ 为素数ꎬａ 是一个正整数并且 ｎ＝ｐａ－１ꎬ 那么
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定理 ２　 令 ｐ>３ 为素数ꎬａ 是一个正整数并且 ｎ＝ｐａ－１ꎬ 那么
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这里称 ｑｐ(ａ)为费马商ꎬ其定义为 ｑｐ(ａ)＝ (ａｐ－１－１) / ｐꎬ χＡ 定义为

χＡ ＝
１ꎬ　 如果 Ａ 成立ꎬ
０ꎬ　 其他ꎮ{

由定理 ２ 可得推论 ２ꎮ
推论 ２　 令 ｐ>３ 为素数ꎬａ≥３ 为整数并且 ｎ＝(ｐａ－１) / ２ꎬ那么
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为了证明上述定理和推论ꎬ需要介绍如下的预备知识和相关引理ꎮ

２　 预备知识及引理

引理 １　 令 ａꎬｂꎬｎꎬｓ 为非负整数且满足 ａ>ｂ 和 ｍ＝ ４ａａ / (ｂｂ(ａ－ｂ) ａ－ｂ)ꎬ那么
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这里
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证明　 注意到
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因此
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化简后可得(８)ꎮ
定义 １　 对于 α∈Ｎꎬ广义调和数定义为

Ｈ(α)
０ ＝ ０ 和 Ｈ(α)

ｎ ＝∑
ｎ

ｉ ＝１

１
ｉα
ꎬ 其中 ｎ∈Ｚ＋ꎮ

引理 ２　 令 ｐ>３ 为素数并且 ａꎬｒ 正整数满足(ｐ－１) ｒꎬ 那么

ｐｒａＨ(ｒ)
ｐａ－１≡ｐｒＨ(ｒ)

ｐ－１(ｍｏｄ ｐ２ｒ＋２)ꎮ (９)
证明　 当 ａ＝ １ 时ꎬ同余式(９)显然成立ꎮ 假设 ａ≥２ꎬ 那么
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ｒ
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ｐ－１ ＋ｐｒ(ａ－１)Ｈ(ｒ)
ｐａ－１－１(ｍｏｄ ｐ２ｒ＋２)ꎬ

注意到(ｐ－１) ｒ 和 ａ≥２ꎬ则

ｐｒａ＋ａ－１Ｈ(ｒ)
ｐ－１≡

ｒ
２
ｐｒａ＋ａＨ(ｒ＋１)

ｐ－１ ≡０(ｍｏｄ ｐ２ｒ＋２)ꎮ

结合以上内容可得

ｐｒａＨ(ｒ)
ｐａ－１≡ｐｒ(ａ－１)Ｈ(ｒ)

ｐａ－１－１(ｍｏｄ ｐ２ｒ＋２)ꎮ (１０)
利用同余式(１０)进行归纳ꎬ容易得到(９)ꎮ

引理 ３　 令 ｐ>３ 为素数并且 ｒꎬａ 是正整数ꎬ那么
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证明　 注意到
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对于 ｉ∈{１ꎬ􀆺ꎬｐａ－１}ꎬ有 ｐａ / ｉ≡０(ｍｏｄ ｐ)ꎬ因此
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进一步应用引理 ２ 可得
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ｐ－１－Ｈ(２)
ｐ－１)



　 ９６　　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０ 卷　

＋ｒ
３ｐ３

６
(Ｈ３

ｐ－１－３Ｈｐ－１Ｈ(２)
ｐ－１＋Ｈ(３)

ｐ－１) (ｍｏｄ ｐ４)ꎮ (１２)

令 ｐ>３ 是一个素数并且 ｍ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｐ－２ꎬ则[１２]

Ｈ(ｍ)
ｐ－１ ≡

ｍ
ｍ＋１

ｐＢｐ－１－ｍ(ｍｏｄ ｐ２)ꎻ

如果 ｍ＝ １ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｐ－４ꎬ则

Ｈ(ｍ)
ｐ－１ ≡

ｍ(ｍ＋１)
２

Ｂｐ－２－ｍ

ｐ－２－ｍ
ｐ２(ｍｏｄ ｐ３)ꎻ

得到

Ｈｐ－１≡－ １
３
ｐ２Ｂｐ－３(ｍｏｄ ｐ３)ꎬ

Ｈ(２)
ｐ－１≡

２
３
ｐＢｐ－３(ｍｏｄ ｐ２)ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１３)

结合式(１２)、(１３)ꎬ得到

(ｒ＋１)ｐａ－１
ｐａ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡１－ １

３
ｒｐ３Ｂｐ－３－

１
３
ｒ２ｐ３Ｂｐ－３ ＝ １－ １

３
(ｒ＋ｒ２)ｐ３Ｂｐ－３(ｍｏｄ ｐ４)ꎮ

引理 ４　 令 ｐ>３ 为素数并且 ｒꎬａ 是正整数并且满足(ｐ－１) ｒꎮ 那么

ｐｒａＨ
(ｒ)
ｐａ－１
２
≡(ｐｒ＋ｐ２ｒχａ>１)Ｈ

(ｒ)
ｐ－１
２
(ｍｏｄ ｐ２ｒ＋１)ꎮ (１４)

证明　 ａ＝ １ 的情况是明显的ꎮ 假设 ａ≥２ꎮ 那么

ｐｒａＨ
(ｒ)
ｐａ－１
２

＝ ｐｒａＨ
(ｒ)
ｐａ－ｐ

２
＋ ｐｒａ ∑

(ｐ－１) / ２

ｉ ＝１

ｐａ－ｐ
２

＋ｉæ

è
ç

ö

ø
÷

－ｒ

＝ ｐｒａ ∑
(ｐａ－１－１) / ２

ｊ ＝０
∑
ｐ－１

ｉ ＝１

１
( ｊｐ＋ ｉ) ｒ

＋ ｐｒ(ａ－１)Ｈ
(ｒ)
ｐａ－１－１

２
＋ ｐｒａＨ

(ｒ)
ｐ－１
２

≡ １
２
ｐｒａＨ(ｒ)

ｐ－１(ｐａ－１＋１)＋ｐｒ(ａ－１)Ｈ
(ｒ)
ｐａ－１－１

２
＋ｐｒａＨ

(ｒ)
ｐ－１
２
(ｍｏｄ ｐ２ｒ＋１)ꎮ

因为(ｐ－１) ｒꎬ所以 Ｈ(ｒ)
ｐ－１≡０ (ｍｏｄ ｐ)ꎮ 于是

ｐｒａＨ
(ｒ)
ｐａ－１
２
≡ｐｒ(ａ－１)Ｈ

(ｒ)
ｐａ－１－１

２
＋ｐｒａχａ＝２Ｈ

(ｒ)
ｐ－１
２
(ｍｏｄ ｐ２ｒ＋１)ꎬ

这意味着

ｐｒａＨ
(ｒ)
ｐａ－１
２
≡(ｐｒ＋ｐ

２ｒ
)Ｈ

(ｒ)
ｐ－１
２
(ｍｏｄ ｐ２ｒ＋１)ꎮ

这就证明了式(１４)ꎮ
引理 ５　 令 ｐ>３ 是一个素数并且 ａ 是一个正整数ꎬ那么

(－１)
ｐａ－１
２

ｐａ－１
(ｐａ－１) / ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡４ｐ－１＋２ｐ２ｑｐ(２)χａ>１(ｍｏｄ ｐ３)ꎮ (１５)

证明　 令 ｎ＝(ｐａ－１) / ２ꎬ那么

(－１) ｎ ｐａ－１
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝(－１) ｎ (ｐａ－１) ｎ

ｎ!
＝ ∏

ｎ

ｉ ＝１
１－ｐ

ａ

ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

注意到当 ｉ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}时ꎬｐａ / ｉ≡０(ｍｏｄ ｐ)ꎬ则

(－１) ｎ ｐａ－１
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡１－ｐａＨｎ＋

ｐ２ａ

２
(Ｈ２

ｎ－Ｈ(２)
ｎ ) (ｍｏｄ ｐ３)ꎮ (１６)

由式(１３)可知 Ｈ(２)
ｐ－１≡０(ｍｏｄ ｐ)ꎮ 注意到

Ｈ(２)
ｐ－１ ＝ ∑

(ｐ－１) / ２

ｋ ＝１

１
ｋ２

＋ ∑
(ｐ－１) / ２

ｋ ＝１

１
ｐ － ｋ２ ≡ ２Ｈ

(２)
ｐ－１
２
(ｍｏｄ ｐ)ꎮ

因此 Ｈ(２)
(ｐ－１) / ２≡０(ｍｏｄ ｐ)ꎮ 在引理 ４ 中令 ｒ＝ ２ꎬ则

ｐ２ａＨ(２)
ｎ ≡ｐ２Ｈ

(２)
ｐ－１
２
≡０(ｍｏｄ ｐ３)ꎮ (１７)
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类似地ꎬ在引理 ４ 中令 ｒ＝ １ꎬ可得

ｐａＨｎ≡(ｐ＋ｐ２χａ>１)Ｈｐ－１
２
(ｍｏｄ ｐ３)ꎮ (１８)

将式(１７)、(１８)代入式(１６)中ꎬ则有

(－１) ｎ ｐａ－１
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡１－ｐＨｐ－１

２
－ｐ２χａ>１Ｈｐ－１

２
＋ｐ

２

２
Ｈ２ｐ－１

２
(ｍｏｄ ｐ３)ꎮ (１９)

Ｌｅｍｅｒ[１３]证明了

Ｈ(ｐ－１) / ２≡ｐｑ２
ｐ(２)－２ｑｐ(２) (ｍｏｄ ｐ２)ꎮ (２０)

结合式(１９)、(２０)可得

(－１) ｎ ｐａ－１
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡１＋２ｐｑｐ(２)＋ｐ２ｑ２

ｐ(２)＋２ｐ２ｑｐ(２)χａ>１

＝ ４ｐ－１＋２ｐ２ｑｐ(２)χａ>１(ｍｏｄ ｐ３)ꎮ
证明完毕ꎮ

注　 同余式(１５)为 Ｍｏｒｌｅｙ[１４]中公式(２)的推广形式ꎮ

３　 主要结果的证明

定理 １ 的证明ꎮ 在引理 １ 中令 ａ＝ ４ꎬｂ＝ ２ꎬｓ＝ １ꎬ可得 ｍ＝ ６４ 以及

ｆ(ｋ)＝ (ｋ＋１)
４ｋ＋４
２ｋ＋２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｋ＋２
ｋ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

４ｋ
２ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

＝ ４(４ｋ＋１)(４ｋ＋３)
ｋ＋１

－６４ｋ＝ １２
ｋ＋１

ꎬ

因此

∑
ｎ

ｋ ＝０

Ｃｋ

６４ｋ－ｎ

４ｋ
２ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｎ＋１

１２
４ｎ＋４
２ｎ＋２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｎ＋２
ｎ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

令 ｎ＝ｐａ－１ꎬ则有

∑
ｎ

ｋ ＝０

Ｃｋ

６４ｋ－ｎ

４ｋ
２ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｐ

ａ

１２
４ｐａ

２ｐａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｐａ

ｐａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｐａ ４ｐａ－１

ｐａ－１
æ

è
ç

ö

ø
÷

３ｐａ－１
ｐａ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (２１)

在引理 ３ 中ꎬ令 ｒ＝ ３ꎬ ｒ＝ ２ꎬ分别得到

４ｐａ－１
ｐａ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡１－４ｐ３Ｂｐ－３(ｍｏｄ ｐ４)ꎬ (２２)

３ｐａ－１
ｐａ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡１－２ｐ３Ｂｐ－３(ｍｏｄ ｐ４)ꎮ (２３)

将式(２２)、(２３)代入式(２１)ꎬ则有

∑
ｎ

ｋ ＝０

Ｃｋ

６４ｋ－ｎ

４ｋ
２ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡ｐａ(１－４ｐ３Ｂｐ－３)(１－２ｐ３Ｂｐ－３)≡ｐａ－６ｐａ＋３Ｂｐ－３(ｍｏｄ ｐａ＋４)ꎮ

这就证明了式(１)成立ꎮ
在引理 １ 中令 ａ＝ ３ꎬｂ＝ ２ꎬｓ＝ １ꎬ则 ｍ＝ ２７ꎬ并且

ｆ(ｋ)＝ (ｋ＋１)
３ｋ＋３
ｋ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｋ＋２
ｋ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

３ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

＝ ３(３ｋ＋１)(３ｋ＋２)
ｋ＋１

－２７ｋ＝ ６
ｋ＋１

ꎮ

因此

∑
ｎ

ｋ ＝０

Ｃｋ

２７ｋ－ｎ

３ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｎ＋１

６
３ｎ＋３
ｎ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｎ＋２
ｎ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (２４)

在式(２４)中ꎬ令 ｎ＝ｐａ－１ꎬ得

∑
ｎ

ｋ ＝０

Ｃｋ

２７ｋ－ｎ

３ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｐ

ａ

６
３ｐａ

ｐａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｐａ

ｐａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｐａ ３ｐａ－１

ｐａ－１
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｐａ－１
ｐａ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (２５)

在引理 ３ 中ꎬ令 ｒ＝ １ꎬ则有
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２ｐａ－１
ｐａ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡１－ ２

３
ｐ３Ｂｐ－３(ｍｏｄ ｐ４)ꎮ (２６)

将式(２３)、(２６)代入式(２５)中ꎬ得

∑
ｎ

ｋ ＝０

Ｃｋ

２７ｋ－ｎ

３ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡ｐａ(１－２ｐ３Ｂｐ－３) １－ ２

３
ｐ３Ｂｐ－３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡ｐａ－ ８

３
ｐａ＋３Ｂｐ－３(ｍｏｄ ｐａ＋４)ꎮ

证明完毕ꎮ
定理 ２ 的证明ꎮ 在式(２１)中令 ｎ＝(ｐａ－１) / ２ꎬ则有

∑
ｎ

ｋ ＝０

Ｃｋ

６４ｋ－ｎ

４ｋ
２ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｐ

ａ＋１
２４

２ｐａ＋２
ｐａ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐａ＋１
(ｐａ＋１) / ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２ｐａ(２ｐａ＋１)

３(ｐａ＋１)
２ｐａ－１
ｐａ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐａ－１
(ｐａ－１) / ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

因此

６４ｎ ∑
ｎ

ｋ ＝０

Ｃｋ

６４ｋ

４ｋ
２ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡

２ｐａ(１＋ｐａ－ｐ２ａ)
３

２ｐａ－１
ｐａ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐａ－１
(ｐａ－１) / ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ｍｏｄ ｐａ＋３)ꎮ (２７)

在引理 ３ 中令 ｒ＝ １ꎬ得
２ｐａ－１
ｐａ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡１(ｍｏｄ ｐ３)ꎮ (２８)

将式(１５)、(２８)代入式(２７)ꎬ得到

(６４) ｎ ∑
ｎ

ｋ ＝０

Ｃｋ

６４ｋ

４ｋ
２ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡

(－１) ｎ４ｐｐａ(１＋ｐａ－ｐ２ａ)
６

＋
χａ>１(－１) ｎ４ｐａ＋２ｑｐ(２)

３
(ｍｏｄ ｐａ＋３)ꎮ

这就证明了式(４)成立ꎮ
在式(２４)中ꎬ令 ｎ＝(ｐａ－１) / ２ꎬ化简后得

２７ｎ ∑
ｎ

ｋ ＝０

Ｃｋ

２７ｋ

３ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡

ｐａ

２
＋ｐ２ａ－ｐ３ａæ

è
ç

ö

ø
÷

ｐａ＋ｎ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐａ－１
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ (ｍｏｄ ｐａ＋３)ꎮ (２９)

注意到ꎬ当 ｉ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}时ꎬｐａ / ｉ≡０(ｍｏｄ ｐ)ꎬ因此

(－１) ｎ ｐａ－１
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝(－１) ｎ ∏

ｎ

ｉ ＝１

ｐａ －ｉ
ｉ

＝∏
ｎ

ｉ ＝１
１－ｐ

ａ

ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

于是

(－１) ｎ ｐａ－１
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡１－ｐａＨｎ＋

ｐ２ａ

２
(Ｈ２

ｎ－Ｈ(２)
ｎ ) (ｍｏｄ ｐ３)ꎮ (３０)

类似地ꎬ
ｐａ＋ｎ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡１＋ｐａＨｎ＋

ｐ２ａ

２
(Ｈ２

ｎ－Ｈ(２)
ｎ ) (ｍｏｄ ｐ３)ꎮ (３１)

在引理 ５ 中令 ｒ＝ ２ꎬ得
ｐ２ａＨ(２)

(ｐａ－１) / ２≡(ｐ２＋ｐ４χａ>１)Ｈ(２)
(ｐ－１) / ２(ｍｏｄ ｐ５)ꎮ

注意到 Ｈ(２)
(ｐ－１) / ２≡０(ｍｏｄ ｐ)ꎬ得

ｐ２ａＨ
(２)
ｐａ－１
２
≡ｐ２Ｈ

(２)
ｐ－１
２
≡０(ｍｏｄ ｐ３)ꎮ (３２)

结合式(２９)—(３２)ꎬ得

(－２７) ｎ ∑
ｎ

ｋ ＝０

Ｃｋ

２７ｋ

３ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡

ｐａ

２
＋ｐ２ａ－ｐ３ａæ

è
ç

ö

ø
÷ １＋ｐａＨｎ＋

ｐ２ａ

２
Ｈ２

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

× １－ｐａＨｎ＋
ｐ２ａ

２
Ｈ２

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ (ｍｏｄ ｐａ＋３)ꎮ

因此

(－２７) ｎ ∑
ｎ

ｋ ＝０

Ｃｋ

２７ｋ

３ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≡

ｐａ

２
＋ｐ２ａ－ｐ３ａæ

è
ç

ö

ø
÷ １＋ｐ

２ａ

２
Ｈ２

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ｐ２ａＨ２
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷



　 第 ５ 期 杨继真ꎬ等:一类含 Ｃａｔａｌａｎ 数的超同余式 ９９　　　 　

≡ｐａ

２
＋ｐ２ａ－ｐ３ａ(ｍｏｄ ｐａ＋３)ꎮ

证明完毕ꎮ
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