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两正交投影组合的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆的数值域

王然ꎬ余维燕∗

(海南师范大学数学与统计学院ꎬ 海南 海口 ５７１１５８)

摘要:设 Ｈ 为一个复可分 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬＰ 和 Ｑ 为 Ｈ 上的 ２ 个正交投影算子ꎮ 研究 Ｐ 和 Ｑ 的组合 Ｐ＋ＱＰ 的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆

算子(Ｐ＋ＱＰ) † 的数值域ꎬ运用算子分块技巧给出算子(Ｐ＋ＱＰ) † 的数值域的几何刻画ꎬ即它的数值域闭包是参数在算子 ＰＱ
谱里的一些椭圆的闭凸包ꎮ
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Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｌｅｔ Ｈ ｂｅ ａ ｃｏｍｐｌｅｘ ｓｅｐａｒａｂｌｅ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅꎬ ａｎｄ Ｐ ａｎｄ Ｑ ｂｅ ｔｗｏ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｏｎ Ｈ. Ｔｈｉｓ ａｒｔｉｃｌｅ ｍａｉｎｌｙ
ｓｔｕｄｉｅｓ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ (Ｐ＋ＱＰ) † ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ Ｐ ａｎｄ Ｑ. Ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ
ｂｌｏｃｋ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅꎬ ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ (Ｐ＋ＱＰ) † ｉｓ ｇｉｖｅｎ. Ｔｈａｔ ｉｓꎬ ｔｈｅ ｃｌｏｓｕｒｅ ｏｆ ｉｔｓ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒａｎｇｅ ｉｓ ａ ｃｌｏｓｅｄ ｃｏｎｖｅｘ ｈｕｌｌ ｏｆ ｓｏｍｅ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｅｌｌｉｐｓｅｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄ ｂｙ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ ｏｐｅｒａｔｏｒ ＰＱ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒａｎｇｅꎻ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓꎻ Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ ｉｎｖｅｒｓｅꎻ ｓｕｐｐｏｒｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

０　 引言

设 Ｈ 为复可分 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬＢ(Ｈ )表示 Ｈ 上全体有界线性算子ꎬ对任一算子 Ｐ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ若 Ｐ＝Ｐ２ ＝
Ｐ∗ꎬ则称 Ｐ 为正交投影ꎮ 对任一算子 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ其数值域和谱的定义分别为

Ｗ(Ｔ)＝ {‹Ｔｘꎬｘ›ꎬ ｘ∈Ｈꎬ ‖ｘ‖＝１} ꎬ
σ(Ｔ)＝ {λ∈Ｃ:Ｔ－λＩ 不可逆}ꎮ

数值域在复平面 Ｃ 内总是有界凸集ꎬ并且谱包含在数值域的闭包内[１￣２]ꎮ 对任意两个算子 Ｔ１ꎬＴ２ ∈
Ｂ(Ｈ )ꎬ有 Ｗ(Ｔ１􀱇Ｔ２)＝ ｃｏｎｖ{(Ｔ１)∪Ｗ(Ｔ２)}ꎬ其中 ｃｏｎｖ Ｓ 表示集合 Ｓ 的凸包ꎮ 更多关于数值域的性质和

结论见文献[３]ꎮ 令 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ 若存在算子 Ｘ∈Ｂ(Ｈ )满足

ＴＸＴ＝Ｔꎬ　 ＸＴＸ＝Ｘꎬ　 (ＴＸ)∗ ＝ＴＸꎬ　 (ＸＴ)∗ ＝ＸＴꎬ
则称 Ｘ 为 Ｔ 的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆ꎬ记为 Ｔ †ꎬ且 Ｔ 存在 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆当且仅当 Ｔ 的值域为闭[４]ꎮ

一些学者将 Ｈａｌｍｏｓ 两子空间理论[５]应用于解决数值域问题ꎬ得到了丰富的结果ꎮ Ｋｌａｊａ[６] 运用 Ｈａｌｍｏｓ
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两子空间理论讨论了两正交投影乘积的谱与数值域ꎻ文献[７]中结合 Ｈａｌｍｏｓ 两子空间理论研究了两正压缩

算子乘积的数值域ꎻ文献[８]中给出了算子 Ｐ＋ＱＰ 的数值域的几何刻画ꎻ文献[９－１０]中讨论了两正交投影的

差与乘积的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆ꎻ文献[１１]研究了 ｎ×ｎ 矩阵的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆的数值域ꎮ 其他相关研究见

文献[１２－１６]ꎮ 本文讨论算子 Ｐ＋ＱＰ 的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆的数值域ꎮ
　 　 以下是本文所需的一些记号、概念和引理ꎮ

ＣꎬＲ 分别表示复数域和实数域ꎮ 对算子 Ａ∈Ｂ (Ｈ )ꎬＲ(Ａ)ꎬＮ (Ａ)ꎬσ(Ａ)和 Ａ∗分别表示 Ａ 的值域、

核空间、谱和 Ａ 的伴随算子ꎮ 算子 Ａ 的实部为 Ｒｅ(Ａ)＝ Ａ＋Ａ∗

２
ꎮ 若算子 Ｕ∈Ｂ (Ｈ )满足 ＵＵ∗ ＝Ｕ∗Ｕ ＝ Ｉꎬ其

中 Ｉ 表示 Ｈ 上的恒等算子ꎬ则称 Ｕ 为酉算子ꎮ 对于任意两个算子 Ａ 和 Ｂꎬ如果存在酉算子 Ｕ 使得 Ａ ＝
ＵＢＵ∗ꎬ则称 Ａ 和 Ｂ 酉等价ꎬ记作 Ａ~Ｂꎮ 若 Ｍ 为 Ｈ 上任一闭子空间ꎬ用 Ｍ⊥表示 Ｍ 的正交补子空间ꎮ

引理 １[１７￣１８] (Ｈａｌｍｏｓ 两子空间定理)　 设 Ｌ 和 Ｎ 是复可分 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 的两个闭子空间ꎬＰ 和 Ｑ 分

别是 Ｌ 和 Ｎ 上的正交投影ꎬ则 Ｈ 有如下空间分解:
Ｈ＝(Ｌ∩Ｎ )􀱇(Ｌ∩Ｎ ⊥)􀱇(Ｌ ⊥∩Ｎ )􀱇(Ｌ⊥∩Ｎ ⊥)􀱇 ~

Ｈꎬ
其中

~
Ｈ ＝Ｍ０􀱇Ｍ１ꎬ Ｍ０ ＝Ｌ􀱉((Ｌ∩Ｎ )􀱇(Ｌ∩Ｎ ⊥))ꎬ Ｍ１ ＝Ｌ⊥􀱉((Ｌ⊥∩Ｎ )􀱇(Ｌ⊥∩Ｎ ⊥))ꎮ 若

Ｍ０ 和 Ｍ１ 其中有一个是非平凡的子空间ꎬ则这两个空间的维数相等且存在自伴算子 ＳꎬＣ:Ｍ０→Ｍ０ꎬ使得

０≤Ｃ≤Ｉꎬ ０≤Ｓ≤Ｉꎬ Ｃ ２＋Ｓ２ ＝ Ｉꎬ Ｎ (Ｃ)＝ Ｎ (Ｓ)＝ ０ꎬＰ 和 Ｑ 分别酉等价于以下算子矩阵:

Ｐ~ Ｉ􀱇 Ｉ􀱇０􀱇０􀱇
Ｉ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 Ｑ~ Ｉ􀱇０􀱇 Ｉ􀱇０􀱇

Ｃ ２ ＣＳ
ＣＳ Ｓ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (１)

并且ꎬ存在自伴算子 Ｔ 满足 ０≤Ｔ≤π
２
Ｉꎬ使得 ｃｏｓ Ｔ＝Ｃꎬ ｓｉｎ Ｔ＝Ｓꎮ

特别地ꎬ如果 Ｌ∩Ｎ ＝Ｌ∩Ｎ ⊥ ＝Ｌ⊥∩Ｎ ＝Ｌ ⊥∩Ｎ ⊥ ＝{０}ꎬ则称(ＬꎬＮ )为一正则对[１８]ꎮ 此时ꎬＨ ＝
Ｍ０􀱇Ｍ１ꎬＰ 和 Ｑ 分别酉等价于以下算子矩阵:

Ｐ~
Ｉ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 Ｑ~

Ｃ ２ ＣＳ
ＣＳ Ｓ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ (２)

引理 ２[１８] 　 设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ若 Ｒ(Ｔ)闭ꎬ则 Ｔ † ＝Ｔ∗(ＴＴ∗) †ꎬ且(Ｔ∗) † ＝(Ｔ †)∗ꎮ
定义 １[１９] 　 设 Ｓ 为复数域 Ｃ 的有界凸子集ꎬα∈ＲꎬＳ 关于角 α 的支撑函数定义为

ＰＳ (α)＝ ｓｕｐ{Ｒｅ(ｚ ｅｘｐ(－ｉα))ꎬ ｚ∈Ｓ }ꎮ
引理 ３[１９] 　 设

~
Ｓ 是 Ｓ 的闭包ꎬ则

~
Ｓ ＝{ｚ∈Ｃꎬ∀αꎬ Ｒｅ(ｚ ｅｘｐ(－ｉα))≤ρＳ (α)}ꎮ

引理 ４[１９] 　 设 Ｓ１ 和 Ｓ２ 是复数域 Ｃ 的两个有界凸子集ꎬＳ１ 和 Ｓ２ 的支撑函数分别为 ρＳ １
(α)和 ρＳ ２

(α)ꎮ
若有界凸集 Ｓ 的支撑函数满足 ρＳ (α)＝ ｍａｘ

ｉ＝１ꎬ２
ρＳ ｉ

(α)ꎬ则有
~
Ｓ ＝ ｃｏｎｖ{Ｓ１ꎬＳ２}ꎮ

定义 ２　 设 λ∈[０ꎬ１]ꎬＥ(λ)表示以 ０ꎬλ 为焦点ꎬ短轴长为
　
λ(１－λ)(１＋３λ) －２ 的椭圆盘ꎮ

１　 主要结果

定理 １　 设Ｌ 和Ｎ 是复可分 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间Ｈ 的两个非平凡闭子空间ꎬ Ｐ 和 Ｑ 分别是Ｌ 和Ｎ 上的正交

投影ꎮ 若 Ｐ 和 Ｑ 分别酉等价于(１)所示的算子矩阵形式ꎬ则对于 λ∈σ(ＰＱ)ꎬ算子(Ｐ＋ＱＰ) † 的数值域闭包

是椭圆 Ｅ(λ)的闭凸包ꎬ即

Ｗ((Ｐ＋ＱＰ) †)＝ ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}ꎮ
下面讨论当(ＬꎬＮ )为一正则对时ꎬ算子(Ｐ＋ＱＰ) † 的数值域ꎮ
定理 ２　 设(ＬꎬＮ )为复可分 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的一正则对ꎬＰ 和 Ｑ 分别为 Ｌ 和 Ｎ 上的正交投影ꎮ 若

Ｐ 和 Ｑ 分别酉等价于(２)所示的算子矩阵形式ꎬ则对于 λ∈σ(ＰＱ)ꎬ算子(Ｐ＋ＱＰ) † 的数值域闭包是椭圆盘
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Ｅ(λ)的闭凸包ꎬ即

Ｗ((Ｐ＋ＱＰ) †)＝ ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}ꎮ
为了证明定理 ２ꎬ需要以下引理ꎮ
引理 ５　 若(ＬꎬＮ )为复可分 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的一正则对ꎬＰ 和 Ｑ 分别是 Ｌ 和 Ｎ 上的正交投影ꎬ且

酉等价于(２)所示的算子矩阵形式ꎬ则(Ｐ＋ＱＰ) † 的数值域的支撑函数为

ρＷ((Ｐ＋ＱＰ) †)(α)＝ ｓｕｐ
λ∈σ(ＰＱ)

１
２
((１＋λ)(１＋３λ) －１ｃｏｓ α

＋　
(１＋３λ) －１ｃｏｓ２α＋λ(１－λ)(１＋３λ) －２ｓｉｎ２α )ꎮ

证明　 设 α∈[０ꎬ２π]ꎬ则
ρＷ((Ｐ＋ＱＰ) †)(α)＝ ｓｕｐ{Ｒｅ(‹(Ｐ＋ＱＰ) †ｈꎬｈ›ｅｘｐ(－ｉα))ꎬ ｈ∈Ｈꎬ ‖ｈ‖＝１}

＝ ｓｕｐ{Ｒｅ(‹ｅｘｐ(－ｉα)(Ｐ＋ＱＰ) †ｈꎬｈ›)ꎬ ｈ∈Ｈꎬ ‖ｈ‖＝１}
＝ ｓｕｐ{‹Ｒｅ(ｅｘｐ(－ｉα)(Ｐ＋ＱＰ) †)ｈꎬｈ›ꎬ ｈ∈Ｈꎬ ‖ｈ‖＝１}ꎮ

由 Ｈａｌｍｏｓ 两子空间定理及引理 ２ 可知ꎬ存在自伴算子 Ｔ 满足 ０≤Ｔ≤π
２
Ｉꎬ使得

(Ｐ＋ＱＰ) † ~
( Ｉ＋ｃｏｓ２ Ｔ)( Ｉ＋３ ｃｏｓ２ Ｔ) －１ ｃｏｓ Ｔ ｓｉｎ Ｔ( Ｉ＋３ ｃｏｓ２ Ｔ) －１

０ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

((Ｐ＋ＱＰ) †)∗ ~
( Ｉ＋ｃｏｓ２ Ｔ)( Ｉ＋３ ｃｏｓ２ Ｔ) －１ ０
ｃｏｓ Ｔ ｓｉｎ Ｔ( Ｉ＋３ ｃｏｓ２ Ｔ) －１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

从而

Ｒｅ(ｅｘｐ(－ｉα)(Ｐ＋ＱＰ) †)＝ １
２
(ｅｘｐ(－ｉα)(Ｐ＋ＱＰ) †＋ｅｘｐ( ｉα)((Ｐ＋ＱＰ) †)∗)

~
ｃｏｓ α( Ｉ＋ｃｏｓ２ Ｔ)( Ｉ＋３ ｃｏｓ２ Ｔ) －１ １

２
ｅｘｐ(－ｉα)ｃｏｓ Ｔ ｓｉｎ Ｔ( Ｉ＋３ ｃｏｓ２ Ｔ) －１

１
２

ｅｘｐ( ｉα)ｃｏｓ Ｔ ｓｉｎ Ｔ( Ｉ＋３ ｃｏｓ２ Ｔ) －１ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎮ

设

Ａ( ｔꎬα)＝
ｃｏｓ α(１＋ｃｏｓ２ ｔ)(１＋３ ｃｏｓ２ ｔ) －１ １

２
ｅｘｐ(－ｉα)ｃｏｓ ｔ ｓｉｎ ｔ(１＋３ ｃｏｓ２ ｔ) －１

１
２

ｅｘｐ( ｉα)ｃｏｓ ｔ ｓｉｎ ｔ(１＋３ ｃｏｓ２ ｔ) －１ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ꎬ

其中 ｔ∈ ０ꎬπ
２

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ则有 Ｒｅ(ｅｘｐ(－ｉα)(Ｐ＋ＱＰ) †) ~Ａ(Ｔꎬα)ꎮ 经计算可得 Ａ( ｔꎬα)＝ Ｕ( ｔꎬα)Ｂ( ｔꎬα)Ｕ∗( ｔꎬα)ꎬ

其中

Ｂ(ｔꎬα)＝
ｖ１(ｔꎬα) ０

０ ｖ２(ｔꎬα)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ　 Ｕ(ｔꎬα)＝

２ｖ１(ｔꎬα)
ｕ１(ｔꎬα)

２ｖ２(ｔꎬα)
ｕ２(ｔꎬα)

ｅｘｐ(ｉα)ｃｏｓ ｔ ｓｉｎ ｔ(１＋３ ｃｏｓ２ ｔ) －１

ｕ１(ｔꎬα)
ｅｘｐ(ｉα)ｃｏｓ ｔ ｓｉｎ ｔ(１＋３ ｃｏｓ２ ｔ) －１

ｕ２(ｔꎬα)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ

且

ｖ１( ｔꎬα)＝
１
２
[(１＋ｃｏｓ２ ｔ)(１＋３ ｃｏｓ２ ｔ) －１ｃｏｓ α

＋　
(１＋３ ｃｏｓ２ ｔ) －１ｃｏｓ２ α＋ｃｏｓ２ ｔ ｓｉｎ２ ｔ(１＋３ ｃｏｓ２ ｔ) －２ｓｉｎ２ α ]ꎬ

ｖ２( ｔꎬα)＝
１
２
[(１＋ｃｏｓ２ ｔ)(１＋３ ｃｏｓ２ ｔ) －１ｃｏｓα

－　
(１＋３ ｃｏｓ２ ｔ) －１ｃｏｓ２ α＋ｃｏｓ２ ｔ ｓｉｎ２ ｔ(１＋３ ｃｏｓ２ ｔ) －２ｓｉｎ２ α ]ꎬ



　 第 ５ 期 王然ꎬ等:两正交投影组合的 Ｍｏｏｒｅ－Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆的数值域 １０３　　 　

ｕｉ( ｔꎬα)＝
　
４ｖ２

ｉ( ｔꎬα)＋ｃｏｓ２ ｔ ｓｉｎ２ ｔ(１＋３ ｃｏｓ２ ｔ) －２ ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２
都满足 Ｕ( ｔꎬα)Ｕ∗( ｔꎬα)＝ Ｕ∗( ｔꎬα)Ｕ( ｔꎬα)＝ Ｉꎮ 因为 Ｕ( ｔꎬα)中的元素都是可测函数ꎬ设 Ｔ 是自伴算子ꎬ所
以由函数演算[２０]ꎬ定义

２ｖ１(Ｔꎬα)
ｕ１(Ｔꎬα)

ꎬ　 ｅｘｐ( ｉα)ｃｏｓ Ｔ ｓｉｎ Ｔ( Ｉ＋３ ｃｏｓ２ Ｔ) －１

ｕ１(Ｔꎬα)
ꎬ　

２ｖ２(Ｔꎬα)
ｕ２(Ｔꎬα)

ꎬ　 ｅｘｐ( ｉα)ｃｏｓ Ｔ ｓｉｎ Ｔ( Ｉ＋３ ｃｏｓ２ Ｔ) －１

ｕ２(Ｔꎬα)
ꎬ

定义 Ｂ(Ｔꎬα)和 Ｕ(Ｔꎬα)使得

Ａ(Ｔꎬα)＝ Ｕ(Ｔꎬα)Ｂ(Ｔꎬα)Ｕ∗(Ｔꎬα)且 Ｕ(Ｔꎬα)Ｕ∗(Ｔꎬα)＝ Ｕ∗(Ｔꎬα)Ｕ(Ｔꎬα)＝ Ｉꎬ
从而有

Ｒｅ(ｅｘｐ(－ｉα)(Ｐ＋ＱＰ) †) ~Ａ(Ｔꎬα) ~Ｂ(Ｔꎬα)＝ ｖ１(Ｔꎬα)􀱇ｖ２(Ｔꎬα)ꎮ

注意到对于任意 ｔ∈ ０ꎬπ
２

é

ë
êê

ù

û
úú 和 α∈[０ꎬ２π]ꎬ总有 ｖ２( ｔꎬα)≤０≤ｖ１( ｔꎬα)成立ꎮ 又 σ(Ｔ)⊂ ０ꎬπ

２
é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ于是

ｖ２(Ｔꎬα)≤０≤ｖ１(Ｔꎬα)ꎮ 注意到算子 ｖｉ(Ｔꎬα) 是自伴算子ꎬ因此有

ρＷ((Ｐ＋ＱＰ) †)(α) ＝ ｓｕｐ{‹Ｒｅ(ｅｘｐ(－ｉα)(Ｐ＋ＱＰ) †)ｈꎬｈ›ꎬ ｈ∈Ｈꎬ‖ｈ‖＝１}
＝ ｓｕｐ{‹(ｖ１(Ｔꎬα)􀱇ｖ２(Ｔꎬα))ｈ′ꎬｈ′›ꎬ ｈ′∈Ｈꎬ ‖ｈ′‖＝１}
＝ ｓｕｐ{‹ｖ１(Ｔꎬα)ｈ′ꎬｈ′›ꎬ ｈ′∈Ｈꎬ ‖ｈ′‖＝１}
＝‖ｖ１(Ｔꎬα)‖＝ ｓｕｐ

ｔ０∈σ(Ｔ)
ｖ１( ｔ０ꎬα)ꎮ

由引理 １ 可得

ＰＱＰ~
ｃｏｓ２ Ｔ ０

０ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

由于

σ(ＰＱ) ＼{０} ＝σ(Ｐ(ＰＱ)) ＼{０} ＝σ((ＰＱ)Ｐ) ＼{０}ꎬ
且 σ(ＰＱＰ)＝ ｃｏｓ２(σ(Ｔ))∪{０}ꎬ记 λ＝ ｃｏｓ２ ｔ０ꎬ ｔ０∈σ(Ｔ)ꎬ则 λ∈σ(ＰＱ)ꎬ因此

ρＷ((Ｐ＋ＱＰ) †)(α)＝ ｓｕｐ
ｔ０∈σ(Ｔ)

ｖ１( ｔ０ꎬα)

＝ ｓｕｐ
λ∈σ(ＰＱ)

１
２
((１＋λ)(１＋３λ) －１ｃｏｓ α＋

　
(１＋３λ) －１ｃｏｓ２ α＋λ(１－λ)(１＋３λ) －２ｓｉｎ２ α )ꎮ

证毕ꎮ

为了更具体地描述Ｗ((Ｐ＋ＱＰ) †)ꎬ将它刻画为椭圆盘 Ｅ(λ)的闭凸包ꎮ 由定义 ２ꎬλ∈[０ꎬ１]ꎬＥ(λ)表示

以 ０ꎬλ 为焦点ꎬ短轴长为
　
λ(１－λ)(１＋３λ) －２ 的椭圆盘ꎮ 图 １ 给出了当 λ ＝ ０.１ꎬ０.２ꎬ􀆺ꎬ０.９ 时的椭圆盘ꎮ 下

面给出 Ｅ(λ)边界的直角坐标方程和参数方程ꎮ

图 １　 椭圆盘 Ｅ(λ)
Ｆｉｇ.１　 Ｅｌｌｉｐｓｅｓ Ｅ(λ)

　 　 注　 Ｅ(λ)的边界的直角坐标方程为

４(ｘ－１ / ２(１＋λ)(１＋３λ) －１) ２

(１＋３λ) －１ ＋ ４ｙ２

λ(１－λ)(１＋３λ) －２ ＝ １ꎮ

Ｅ(λ)的边界的参数方程为
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ｘλ(θ)＝
１
２

　
(１＋３λ) －１ ｃｏｓ θ＋ １

２
(１＋λ)(１＋３λ) －１ꎬ

ｙλ(θ)＝
１
２

　
λ(１－λ)(１＋３λ) －２ ｓｉｎ θꎮ

引理 ６　 设 λ∈[０ꎬ１]ꎬ则椭圆盘 Ｅ(λ)的支撑函数为

ρＥ(λ)(α)＝
１
２
((１＋λ)(１＋３λ) －１ｃｏｓ α＋

　
(１＋３λ) －１ｃｏｓ２ α＋λ(１－λ)(１＋３λ) －２ｓｉｎ２ α )ꎮ

证明　 设 λ∈[０ꎬ１]ꎬ则椭圆盘 Ｅ(λ)相对于原点的支撑函数为

ρＥ(λ)(α)＝ ｓｕｐ
θ∈Ｒ

{ｘλ(θ)ｃｏｓ α＋ｙλ(θ)ｓｉｎ α}ꎬ

其中 ｘλ(θ)和 ｙλ(θ)为椭圆盘 Ｅ(λ)的边界的参数表示ꎮ 定义函数

ｆλꎬα(θ)＝ ｘλ(θ)ｃｏｓ α＋ｙλ(θ)ｓｉｎ α

＝ １
２

　
(１＋３λ) －１ ｃｏｓ θ＋ １

２
(１＋λ)(１＋３λ) －１æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ α＋ １

２
　
λ(１－λ)(１＋３λ) －２ ｓｉｎ θ ｓｉｎ αꎮ

由于 Ｅ(λ)关于 ｙ＝ ０ 对称ꎬ因此只需要考虑 α∈[０ꎬπ]即可ꎮ 下面分 ２ 种情形证明ꎮ
情形 １　 设 ｃｏｓ α≠０ꎬ由于

ｆ ′λꎬα(θ)＝ － １
２

　
(１＋３λ) －１ ｓｉｎ θ ｃｏｓ α＋ １

２
　
λ(１－λ)(１＋３λ) －２ ｃｏｓ θ ｓｉｎ αꎬ

因此 ｆλꎬα(θ)的驻点为 θ１ ＝ａｒｃｔａｎ(
　
λ(１－λ)(１＋３λ) －１ ｔａｎ α)和 θ２ ＝θ１＋πꎮ 记 ε１ ＝１ꎬ ε２ ＝－１ꎬ则 ｃｏｓ θｉ 和 ｓｉｎ θｉ 分

别为

ｃｏｓ θｉ ＝εｉ
１

　
１＋λ(１－λ)(１＋３λ) －１ ｔａｎ２ α

ꎬ　 ｓｉｎ θｉ ＝εｉ

　
λ(１－λ)(１＋３λ) －１ ｔａｎ α

　
１＋λ(１－λ)(１＋３λ) －１ ｔａｎ２ α

ꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ

则

ｆλꎬα(θｉ)＝ ｘλ(θｉ)ｃｏｓ α＋ｙλ(θｉ)ｓｉｎ α

＝ １
２

　
(１＋３λ) －１ ｃｏｓ θｉ＋

１
２
(１＋λ)(１＋３λ) －１æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ α＋ １

２
　
λ(１－λ)(１＋３λ) －２ ｓｉｎ θｉｓｉｎ αꎬ

将 ｃｏｓ θｉ 和 ｓｉｎ θｉ 代入 ｆλꎬα(θｉ)ꎬ整理得到

ｆλꎬα(θｉ)＝
１
２
((１＋λ)(１＋３λ) －１ｃｏｓ α±εｉ

　
(１＋３λ) －１ｃｏｓ２ α＋λ(１－λ)(１＋３λ) －２ｓｉｎ２ α )ꎬ

于是

ρＥ(λ)(α)＝ ｓｕｐ
ｉ＝１ꎬ２

ｆλꎬα(θｉ)

＝ １
２
((１＋λ)(１＋３λ) －１ｃｏｓ α＋

　
(１＋３λ) －１ｃｏｓ２ α＋λ(１－λ)(１＋３λ) －２ｓｉｎ２ α )ꎮ

情形 ２　 设 ｃｏｓ α＝ ０ꎬ此时 ｆλꎬα(θ)＝
１
２

　
λ(１－λ)(１＋３λ) －２ ｓｉｎ θꎮ 当 ｓｉｎ θ＝ １ 时ꎬ函数 ｆλꎬα(θ)达到最大值

１
２

　
λ(１－λ)(１＋３λ) －２ ꎬ满足

ρＥ(λ)(α)＝
１
２
((１＋λ)(１＋３λ) －１ｃｏｓ α＋

　
(１＋３λ) －１ｃｏｓ２ α＋λ(１－λ)(１＋３λ) －２ｓｉｎ２ α )ꎮ

证毕ꎮ
由以上引理ꎬ可以证明定理 ２ꎮ
定理 ２ 的证明ꎮ 由引理 ５ 和引理 ６ꎬ

ρＷ((Ｐ＋ＱＰ) †)(α)＝ ｓｕｐ
λ∈σ(ＰＱ)

１
２
((１＋λ)(１＋３λ) －１ｃｏｓ α＋

　
(１＋３λ) －１ｃｏｓ２ α＋λ(１－λ)(１＋３λ) －２ｓｉｎ２ α )

＝ ｓｕｐ
λ∈σ(ＰＱ)

ρＥ(λ)(α)ꎮ
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因为支撑函数刻画了有界凸集的闭包ꎬ所以由引理 ３ 得

Ｗ((Ｐ＋ＱＰ) †)＝ ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}ꎮ
证毕ꎮ

定理 １ 的证明ꎮ 由引理 １ 中的矩阵形式(１)ꎬ可得

(Ｐ＋ＱＰ) † ~ １
２
Ｉ􀱇 Ｉ􀱇０􀱇０􀱇

( Ｉ＋ｃｏｓ２ Ｔ)( Ｉ＋３ ｃｏｓ２ Ｔ) －１ ｃｏｓ Ｔ ｓｉｎ Ｔ( Ｉ＋３ ｃｏｓ２ Ｔ) －１

０ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

若 Ｈ 的分解中的
~
Ｈ ＝{０}ꎮ 下面分 ３ 种情况讨论ꎮ

(ⅰ) 若 Ｌ∩Ｎ ꎬ Ｌ∩Ｎ ⊥均不为{０}ꎬ则 Ｗ((Ｐ＋ＱＰ) †)＝ Ｗ １
２
Ｉ􀱇 Ｉ􀱇０􀱇０æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｃｏｎｖ {０}∪ １

２{ }∪{１}{ } ＝

[０ꎬ１]ꎬ此时ꎬλ∈σ(ＰＱ) ＝ ０ꎬ １
２
ꎬ１{ } ꎮ 因为 Ｅ (０) ＝ {０}ꎬ Ｅ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ꎬ １

２
é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ Ｅ (１) ＝ [０ꎬ１]ꎬ所以 Ｗ((Ｐ＋

ＱＰ) †)＝ ｃｏｎｖ Ｅ(０)∪Ｅ １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∪Ｅ(１){ }＝ ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}ꎮ

(ⅱ) 若 Ｌ∩Ｎ ＝{０}ꎬ则 Ｗ((Ｐ＋ＱＰ) †)＝ Ｗ(０􀱇 Ｉ􀱇０􀱇０)＝ ｃｏｎｖ{{０}∪{１}} ＝ [０ꎬ１]ꎬ此时ꎬ λ∈
σ(ＰＱ)＝ {０ꎬ１}ꎮ 因为 Ｅ ( ０) ＝ { ０}ꎬ Ｅ ( １) ＝ [ ０ꎬ１]ꎬ所以 Ｗ (( Ｐ ＋ＱＰ) † ) ＝ ｃｏｎｖ {Ｅ ( ０) ∪Ｅ ( １)} ＝
ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}ꎮ

(ⅲ) 若 Ｌ∩Ｎ ⊥ ＝{０}ꎬ则 Ｗ((Ｐ＋ＱＰ) †)＝ Ｗ １
２
Ｉ􀱇０􀱇０􀱇０æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｃｏｎｖ {０}∪ １

２{ }{ } ＝ ０ꎬ １
２

é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ此时ꎬ

λ∈σ(ＰＱ)＝ ０ꎬ １
２{ } ꎮ 因为 Ｅ (０)＝ {０}ꎬ Ｅ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ꎬ １

２
é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ所以 Ｗ((Ｐ＋ＱＰ) †) ＝ ｃｏｎｖ Ｅ(０)∪Ｅ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ＝

ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}ꎮ
若

~
Ｈ≠{０}ꎬ 下面分 ４ 种情况讨论ꎮ

(ⅰ) 若 Ｌ⊥∩Ｎ ≠{０}ꎬ在空间 Ｌ⊥∩Ｎ 上ꎬ(Ｐ＋ＱＰ) † ＝ ０ꎬ于是(Ｐ＋ＱＰ) † 在空间(Ｌ⊥∩Ｎ )􀱇 ~
Ｈ上

的数值域的闭包为 ｃｏｎｖ{{０}∪ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}}ꎮ 因为对任意 λ∈[０ꎬ１]都有 {０}⊂Ｅ(λ)ꎬ所以在空

间(Ｌ⊥∩Ｎ )􀱇~
Ｈ 上有Ｗ((Ｐ＋ＱＰ) †)＝ ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}ꎮ

(ⅱ) 若 Ｌ⊥∩Ｎ ⊥≠{０}ꎬ在空间 Ｌ⊥∩Ｎ ⊥上ꎬ(Ｐ＋ＱＰ) † ＝ ０ꎬ用类似(ⅰ)的方法可以证明在空间

(Ｌ⊥∩Ｎ ⊥)􀱇 ~
Ｈ上有Ｗ((Ｐ＋ＱＰ) †)＝ ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}ꎮ

(ⅲ) 若Ｌ∩Ｎ ⊥≠{０}ꎬ在空间Ｌ∩Ｎ ⊥上ꎬ(Ｐ＋ＱＰ) † ＝ Ｉꎬ于是(Ｐ＋ＱＰ) † 在空间(Ｌ∩Ｎ ⊥)􀱇 ~
Ｈ上的

数值域的闭包为 ｃｏｎｖ{{１}∪ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}}ꎮ 因为对任意 λ∈[０ꎬ１]都有 {０}⊂Ｅ (λ)ꎬ且 ~
Ｈ≠

{０}ꎬ所以 ０ 与 １ 的凸组合[０ꎬ１]含于(Ｐ＋ＱＰ) † 数值域的闭包ꎬ从而 (Ｐ＋ＱＰ) † 在空间(Ｌ∩Ｎ ⊥)􀱇 ~
Ｈ上的

数值域的闭包为 ｃｏｎｖ{[０ꎬ１]∪ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}}ꎮ 又因为 Ｅ (１)＝ [０ꎬ１]ꎬ所以在空间(Ｌ∩Ｎ ⊥)􀱇
~
Ｈ上Ｗ((Ｐ＋ＱＰ) †)＝ ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}ꎮ

(ⅳ) 若 Ｌ∩Ｎ ≠{０}ꎬ在空间 Ｌ∩Ｎ 上ꎬ(Ｐ＋ＱＰ) † ＝ １
２
Ｉꎬ于是(Ｐ＋ＱＰ) † 在空间(Ｌ∩Ｎ )􀱇 ~

Ｈ上的

数值域的闭包为 ｃｏｎｖ １
２{ }∪ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}{ } ꎮ 因为对任意 λ∈[０ꎬ１]都有 {０}⊂Ｅ (λ)ꎬ且 ~

Ｈ≠

{０}ꎬ所以 ０ 与
１
２
的凸组合 ０ꎬ １

２
é

ë
êê

ù

û
úú 含于(Ｐ＋ＱＰ) † 数值域的闭包ꎬ因此ꎬ (Ｐ＋ＱＰ) † 在空间(Ｌ∩Ｎ )􀱇 ~

Ｈ上

的数值域的闭包为 ｃｏｎｖ ０ꎬ １
２

é

ë
êê

ù

û
úú ∪ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}{ } ꎮ 又因为 Ｅ １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ꎬ １

２
é

ë
êê

ù

û
úú ꎬ所以在空间(Ｌ∩

Ｎ )􀱇 ~
Ｈ上Ｗ((Ｐ＋ＱＰ) †)＝ ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}ꎮ 证毕ꎮ

推论　 设Ｌ和Ｎ 是复可分 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间Ｈ的两个非平凡闭子空间ꎬ Ｐ 和 Ｑ 分别是Ｌ和Ｎ 上的正交投

影ꎮ 若 Ｐ 和 Ｑ 分别酉等价于(１)所示的算子矩阵形式ꎬ则对于 λ∈σ(ＰＱ)ꎬ有

Ｗ((Ｐ＋ＱＰ) †)＝ ｃｏｎｖ{∪λ∈σ(ＰＱ)Ｅ(λ)}⊂ｃｏｎｖ{∪λ∈[０ꎬ１]Ｅ(λ)}ꎮ
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特别地ꎬ当 σ(ＰＱ)＝ [０ꎬ１]时ꎬＷ((Ｐ＋ＱＰ) †)＝ ｃｏｎｖ{∪λ∈[０ꎬ１]Ｅ(λ)}ꎮ 如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 ｃｏｎｖ{∪λ∈[０ꎬ１]Ｅ(λ)}
Ｆｉｇ.２　 ｃｏｎｖ{∪λ∈[０ꎬ１]Ｅ(λ)}
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