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σ￣置换嵌入子群对群 ｐ￣幂零性的影响

吉九州ꎬ周伟ꎬ杨南迎∗

(江南大学理学院ꎬ 江苏 无锡 ２１４１２２)

摘要:Ｇ 是一个有限群ꎬ称 Ｇ 的子群 Ａ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎬ如果群 Ｇ 有一个完全 Ｈａｌｌ σ￣集 Ｈꎬ使得对所有的 Ｈ∈Ｈ 和所有的

ｘ∈Ｇꎬ均有 ＡＨ ｘ ＝Ｈ ｘＡꎮ 称 Ｇ 的子群 Ｈ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ如果 Ｈ 的每个 Ｈａｌｌ σｉ ￣子群也是 Ｇ 的某个 σ￣置换子群的

Ｈａｌｌ σｉ ￣子群ꎬ研究群 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群的 σ￣置换嵌入子群ꎬ给出群 Ｇ 为 ｐ￣幂零群的新的判别准则ꎮ
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１　 引言和主要结论

本文所涉及的群都是有限群ꎮ Ｇ 表示一个有限群ꎬ ｜Ｇ ｜表示 Ｇ 的阶ꎬπ(ｎ)表示所有整除 ｎ 的素因子的

集合ꎬπ(Ｇ)表示 π( ｜Ｇ ｜ )ꎬ ｜Ｇ ｜ π 表示能整除 ｜Ｇ ｜且素因子均在 π 中的最大整数ꎮ
设 σ＝{σｉ ｜ ｉ∈Ｉ}是全体素数集合 Ｐ 的一个划分ꎬ即 Ｐ ＝∪

ｉ∈Ｉ
σｉꎬ且对任意的 ｉ≠ｊꎬ有 σｉ∩σｊ ＝⌀ꎬ记σ(ｎ)＝

{σｉ ｜σｉ∩π(ｎ)≠⌀}ꎮ 如果 Ｇ＝ １ 或者 ｜σ(Ｇ) ｜ ＝ １ꎬ则称 Ｇ 是 σ￣准素的[１]ꎻ如果 Ｇ 的子群集合 Ｈ 中的任一

非平凡元素都是 Ｇ 的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎬ则称 Ｈ 为 Ｇ 的一个完全 Ｈａｌｌ σ￣集[１]ꎬ其中σｉ∈σ 且对每个σｉ∈σ(Ｇ)ꎬ
Ｈ 中有且仅有一个元素是 Ｇ 的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎻ如果 Ｇ 有一个完全 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ则称 Ｇ 为 σ￣完全群[２]ꎮ 如果对

所有的σｉ∈σ(Ｇ)ꎬ群 Ｇ 的任意子群都是一个 Ｄσｉ
￣群ꎬ则称 Ｇ 为具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群[２]ꎻ如果 Ｇ 的每个

主因子都是 σ￣准素的ꎬ则称 Ｇ 是 σ￣可解的[１]ꎮ 对于所有 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｔꎬ如果存在一个子群链 Ｈ ＝Ｈ０≤Ｈ１≤􀆺
≤Ｈｔ ＝Ｇꎬ满足 Ｈｉ－１在 Ｈｉ 中是正规的或者 Ｈｉ / (Ｈｉ－１)Ｈｉ

是 σ￣准素的ꎬ则子群 Ｈ 称为 Ｇ 的 σ￣次正规子群[１]ꎻ如
果群 Ｇ 有一个完全 Ｈａｌｌ σ￣集 Ｈꎬ使得对所有的 Ｈ∈Ｈ 和所有的 ｘ∈Ｇꎬ均有 ＡＨ ｘ ＝Ｈ ｘＡꎬ则称子群 Ａ 在 Ｇ 中

是 σ￣置换的[１]ꎮ
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　 　 研究子群的各种置换性质、嵌入性质是有限群论中的重要课题ꎮ 例如ꎬ称子群 Ｈ 在 Ｇ 中是 ｓ￣置换的[３]ꎬ
若对 Ｇ 的任意 Ｓｙｌｏｗ 子群 Ｐꎬ有 ＨＰ＝ＰＨꎻ称子群 Ｈ 在 Ｇ 中是 ｓ￣置换嵌入的[４]ꎬ如果存在 Ｇ 的一个 ｓ￣置换子

群 Ｋꎬ其中 Ｈ 的任意 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群也是 Ｋ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ利用这些概念研究群的幂零性、可解性、超可解性

等性质已有许多成果[３￣８]ꎮ
在此基础之上ꎬ研究者们结合 σ￣理论提出了一些新的概念ꎮ 例如ꎬ文献[９]引入了 σ￣置换嵌入的概念ꎬ

称子群 Ａ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ 如果 Ａ 的每个 Ｈａｌｌ σｉ￣子群也是 Ｇ 的某个 σ￣置换子群的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎬ
易知ꎬ当 σ＝{{２}ꎬ{３}ꎬ{５}ꎬ􀆺}时ꎬσ￣置换嵌入子群就是 ｓ￣置换嵌入子群ꎮ

本文主要利用 σ￣置换嵌入子群研究群的 ｐ￣幂零性ꎬ证明了如下的命题ꎮ
命题 １　 设 Ｇ 是具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群且 Ｈ＝{Ｈ１ꎬ􀆺ꎬＨｔ}为 Ｇ 的完全 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ其中 Ｈ１ 是阶被 ｐ

整除的 ｐ￣超可解群ꎬｐ 为整除 ｜Ｇ ｜的最小素数ꎬ设 Ｐ 为 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ若 Ｐ 的每个极大子群在 Ｇ 中都是

σ￣置换嵌入的ꎬ则 Ｇ 为 ｐ￣幂零群ꎮ
命题 ２　 设 Ｇ 是具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群且 Ｈ＝{Ｈ１ꎬ􀆺ꎬＨｔ}为 Ｇ 的完全 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ其中 Ｈ１ 是阶被 ｐ

整除的 ｐ￣超可解群ꎬｐ 为整除 ｜Ｇ ｜的最小素数ꎬ设 Ｐ 为 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ若对于 Ｐ 的每个素数阶循环子群

Ｈꎬ都有 Ｈ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ 此外ꎬ在 Ｐ 为 Ｇ 的非交换 Ｓｙｌｏｗ ２￣子群且 Ｈ≤∕ Ｚ∞(Ｇ)时ꎬ若 ｜Ｈ ｜ ＝ ４ 时

都有 Ｈ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ则 Ｇ 为 ｐ￣幂零群ꎮ
定理 １　 设 Ｇ 是具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群且 Ｈ＝{Ｈ１ꎬ􀆺ꎬＨｔ}为 Ｇ 的完全 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ其中 Ｈ１ 是阶被 ｐ

整除的 ｐ￣超可解群ꎬｐ 为整除 ｜Ｇ ｜的最小素数ꎬ设 Ｐ 为 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ若存在 Ｄ≤Ｐ 使得 １< ｜Ｄ ｜ < ｜ Ｐ ｜且
对任意的满足 ｜Ｈ ｜ ＝ ｜Ｄ ｜的 Ｐ 的子群 Ｈꎬ都有 Ｈ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ 此外ꎬ在 ｜Ｄ ｜ ＝ ２ 且 Ｐ 非交换时ꎬ若
｜Ｈ ｜ ＝ ２ ｜Ｄ ｜时 Ｈ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ则 Ｇ 为 ｐ￣幂零群ꎮ

推论 １[５] 　 设 Ｇ 是一个群ꎬＰ 是 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ其中 ｐ 是整除 ｜Ｇ ｜的最小素数ꎬ若 Ｐ 的每个极大子

群在 Ｇ 中都是 ｓ￣置换嵌入的ꎬ那么 Ｇ 是 ｐ￣幂零的ꎮ
推论 ２[５] 　 设 Ｇ 是一个群ꎬ若 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群的极大子群在 Ｇ 中都是 ｓ￣置换嵌入的ꎬ那么 Ｇ 为具有

超可解形式的 Ｓｙｌｏｗ 塔的群ꎮ
推论 ３[１０] 　 设 Ｇ 是一个群ꎬＰ 是 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ其中 ｐ 是整除 ｜Ｇ ｜的素数且满足( ｜Ｇ ｜ ꎬｐ－１)＝ １ꎬ若

Ｐ 的每个极大子群在 Ｇ 中都是 ｓ￣置换嵌入的ꎬ那么 Ｇ 是 ｐ￣幂零的ꎮ
推论 ４[１０] 　 设 Ｇ 是一个群ꎬＰ 是 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ其中 ｐ 是整除 ｜Ｇ ｜的最小素数ꎬ若 Ｐ 的每个 ２￣极大

子群在 Ｇ 中都是 ｓ￣置换嵌入的且 Ｇ 是 Ａ４ 无关的ꎬ那么 Ｇ 是 ｐ￣幂零的ꎮ

２　 准备工作

引理 １[１] 　 设 ＡꎬＫ 和 Ｎ 是 Ｇ 的子群ꎬＡ 在 Ｇ 中是 σ￣次正规的ꎬＮ 是 Ｇ 的正规子群ꎬ那么下面的结论

成立:
(１) Ａ∩Ｋ 在 Ｋ 中是 σ￣次正规的ꎻ
(２) ＡＮ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中是 σ￣次正规的ꎻ
(３) 若 Ｋ≤Ａ 且 Ａ 为 σ￣幂零的ꎬ则 Ｋ 在 Ｇ 中是 σ￣次正规的ꎻ
(４) 若 Ｇ 是 Π￣完全群ꎬＡ 是 Π￣群ꎬ则 Ａ≤ＯΠ(Ｇ)ꎻ
(５) 若 ｜Ｇ:Ａ ｜是 Π￣数ꎬ则 ＯΠ(Ａ)＝ ＯΠ(Ｇ)ꎻ
(６) 若 Ａ 为 Ｇ 的 Ｈａｌｌ σ￣子群ꎬ则 Ａ 在 Ｇ 中是正规的ꎮ
引理 ２[１] 　 设 Ｇ 为 σ￣完全群且 Ｈ＝{Ｈ１ꎬ􀆺ꎬＨｔ}为 Ｇ 的完全 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ设 Ｄ ＝ＧＮσ并且 Ｈ 为 Ｇ 的一个

子群ꎬ则:
(１) 若 Ｈ 在 Ｇ 中是 Ｈ Ｄ￣置换的ꎬ则 Ｈ 在 Ｇ 中是 σ￣次正规的ꎻ
(２) 若 Ｈ 在 Ｇ 中是 Ｈ Ｇ￣置换的ꎬ则 ＨＧ / ＨＧ 为 σ￣幂零的并且 Ｄ≤ＮＧ(Ｈ)ꎮ
引理 ３[１] 　 设 Ｇ 为 σ￣完全群ꎬＨ 为 Ｇ 的 σ１￣子群ꎬ则 Ｈ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的当且仅当 Ｏσ１(Ｇ)≤ＮＧ(Ｈ)ꎮ
引理 ４[１] 　 设 Ｇ 为 σ￣完全群ꎬＨꎬＫ 和 Ｎ 为 Ｇ 的子群ꎬ设 Ｈ ＝ {Ｈ１ꎬ􀆺ꎬＨｔ}为 Ｇ 的完全 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ

Ｌ＝Ｈ Ｋꎬ设 Ｈ 在 Ｇ 中是 Ｌ￣置换的并且 Ｎ 是 Ｇ 的正规子群ꎬ则:
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(１) 若 Ｈ≤Ｅ≤Ｇꎬ则 Ｈ 在 Ｅ 中是 Ｈ ∗￣置换的ꎬ其中 Ｈ ∗ ＝ {Ｈ１∩Ｅꎬ􀆺ꎬＨｔ∩Ｅ} Ｋ∩Ｅꎮ 特别地ꎬ若 Ｇ 是具

有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬＨ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎬ则 Ｈ 在 Ｅ 中是 σ￣置换的ꎻ
(２) ＨＮ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中是 Ｌ∗∗￣置换的ꎬ其中 Ｌ∗∗ ＝{Ｈ１Ｎ / Ｎꎬ􀆺ꎬＨｔＮ / Ｎ} ＫＮ/ Ｎꎻ
(３) 若 Ｇ 是具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬ并且 Ｅ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中是 σ￣置换的ꎬ则 Ｅ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎻ
(４) 若 Ｋ 在 Ｇ 中是 Ｌ ￣置换的ꎬ则‹ＨꎬＫ›在 Ｇ 中是 Ｌ￣置换的ꎮ
引理 ５　 设 Ｇ 为具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬ若 Ｋ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎬＫＧ ＝ １ꎬＬ 为 Ｋ 的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎬ则

Ｌ 在 Ｇ 中也是 σ￣置换的ꎮ
证明　 Ｋ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎬ由引理 ３ꎬ可知 Ｋ 在 Ｇ 中是 σ￣次正规的ꎬ且 ＫＧ / ＫＧ 为 σ￣幂零群ꎬ因为

ＫＧ ＝ １ꎬ所以 ＫＧ 为 σ￣幂零群ꎮ 设 Ｒ 为 ＫＧ 的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎬ则 Ｒ ｃｈａｒ ＫＧꎬ于是 Ｒ◁－Ｇꎬ又因为 Ｇ 为具有 Ｓｙｌｏｗ
型的 σ￣完全群ꎬ所以 Ｌ≤Ｒ≤Ｏσｉ

(Ｇ)ꎮ 设 Ｑ 为 Ｇ 的某个 σｊ￣群ꎬ若 ｊ＝ ｉꎬ因为 Ｇ 是具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬ
所以 Ｌ≤Ｏσｉ

(Ｇ)≤Ｑꎬ从而 ＬＱ＝ＱＬ＝Ｑꎻ若 ｊ≠ｉꎬ因为 ＫＧ 为 σ￣幂零群ꎬ所以 Ｋ 也为 σ￣幂零群ꎬ又因为 Ｋ 在 Ｇ
中是 σ￣次正规的ꎬＬ≤Ｋꎬ所以由引理 １(３)ꎬＬ 在 Ｇ 中是 σ￣次正规的ꎬ从而由引理 １(１)ꎬＬ 在 ＫＱ 中是 σ￣次正

规的ꎮ 通过比较阶数易知 Ｌ 为 ＫＱ 的 Ｈａｌｌ σｉ￣子群ꎬ由引理 １(６)ꎬ有 Ｌ◁－ＫＱꎬ从而 ＬＱ＝ＱＬꎬ所以 Ｌ 在 Ｇ 中也

是 σ￣置换的ꎮ
引理 ６[９] 　 设 ＨꎬＫ 和 Ｎ 为 Ｇ 的子群ꎬ若 Ｈ≤ＫꎬＨ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬＮ 是 Ｇ 的正规子群ꎬ则:
(１) 若 Ｇ 为具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬ则 Ｈ 在 Ｋ 中是 σ￣置换嵌入的ꎻ
(２) ＨＮ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ
引理 ７[１１] 　 设 Ｎ◁－ＧꎬＰ 为 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ且满足以下性质:
(１) Ｎ∩Ｐ≤Φ(Ｐ)ꎻ
(２) ( ｜Ｎ∩Ｐ ｜ : ｜Ｇ:Ｐ ｜ )＝ １ꎮ
设 π 为 ｜Ｎ∩Ｐ ｜中素因子的集合ꎬ那么存在 Ｎ 的正规子群 Ｍꎬ其中 Ｍ∩Ｐ ＝ １ꎬ使得 ＮＭ 为一个 π￣群ꎬ且

｜Ｎ∩Ｐ ｜整除 ｜Ｎ / Ｍ ｜ ꎮ
引理 ８[１２] 　 设 Ｇ 是一个本原群ꎬ即 Ｇ 中存在极大子群 ＭꎬＭＧ ＝ １ꎬ以下 ３ 条论断之一成立:
(１) Ｇ 中有唯一的极小正规子群 ＮꎬＮ 是自中心化的(事实上 Ｎ 是交换的)ꎬ且 Ｎ 在 Ｇ 中是可补的ꎬＭ 为

Ｎ 在 Ｇ 中的补ꎬ即 Ｇ＝ＮＭꎬ Ｎ∩Ｍ＝ １ꎻ
(２) Ｇ 中有唯一的极小正规子群 ＮꎬＮ 是非交换的ꎬ且 Ｎ 在 Ｇ 中是可补充的ꎬＭ 为 Ｎ 在 Ｇ 中的补充ꎬ即

Ｇ＝ＮＭꎻ
(３) Ｇ 中有两个正规子群 Ｎ 和 Ｒꎬ且有 ＣＧ(Ｎ)＝ Ｒꎮ
引理 ９[１１ꎬ１３] 　 设 ｐ 为素数且 Ｇ 为一个极小非 ｐ￣幂零群ꎬ即 Ｇ 不是 ｐ￣幂零群但是 Ｇ 的任意真子群都是

ｐ￣幂零群ꎬ则 Ｇ 也为极小非幂零群且满足:
(１) Ｇ 有一个正规的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群 ＰꎬＧ＝Ｐ Ｑꎬ其中 Ｑ 为 Ｇ 的非正规的循环 ｑ￣子群ꎬｑ 为不同于 ｐ 的

素数ꎻ
(２) Ｐ /Φ(Ｐ)是 Ｇ￣主因子ꎻ
(３) Ｐ 的方次数为 ｐ 或 ４(当 ｐ＝ ２)ꎮ
引理 １０[１４] 　 设 Ｈ、Ｋ、Ｎ 为 Ｇ 中两两交换的 ３ 个子群ꎬ并且 Ｈ 是 Ｇ 的 Ｈａｌｌ￣子群ꎬ则 Ｎ∩ＨＫ ＝ (Ｎ∩

Ｈ) (Ｎ∩Ｋ) ꎮ
引理 １１　 设 Ｇ 为具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群且Ｈ＝{Ｈ１ꎬ􀆺ꎬＨｔ}为 Ｇ 的完全 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ其中 Ｈ１ 是阶被 ｐ

整除的 ｐ￣超可解群ꎬＮ 为 Ｇ 的正规子群并且是初等交换 ｐ￣群ꎬ若 Ｎ 有一个子群 Ｄꎬ满足 １< ｜Ｄ ｜ < ｜Ｎ ｜ ꎬ且 Ｎ 的

任意一个与 Ｄ 阶数相同的子群在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ那么 Ｎ 中存在与 Ｄ 阶数相同的子群 Ｈ 且 Ｈ 在 Ｇ 中

是正规的ꎮ
证明　 因为 Ｎ≤Ｈ１ 并且 Ｈ１ 是 ｐ￣超可解群ꎬ所以 Ｎ 中存在与 Ｄ 阶数相同的子群 Ｈ 且 Ｈ◁－Ｈ１ꎮ 根据假

设ꎬＨ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ所以 Ｇ 中存在 σ￣置换子群 Ｓ 使得 Ｈ 为 Ｓ 的一个 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎮ 当 ｉ>１ 时ꎬ
ＳＨｉ ＝ＨｉＳꎮ 由引理 １０ꎬＳＨｉ∩Ｎ＝(Ｓ∩Ｎ)(Ｈｉ∩Ｎ)＝ Ｓ∩Ｎꎬ Ｓ∩Ｎ 在 ＳＨｉ 中是正规的ꎬ即 Ｈｉ≤ＮＧ(Ｓ∩Ｎ)ꎮ 因

为 Ｈ 为 Ｓ 中的 Ｈａｌｌ σ１￣子群并且 Ｓ∩Ｎ◁－Ｓꎬ所以 Ｓ∩Ｎ≤Ｈꎬ从而 Ｓ∩Ｎ≤Ｈ≤Ｎ∩Ｓꎬ即 Ｓ∩Ｎ ＝Ｈꎬ所以 Ｈｉ≤
ＮＧ(Ｓ∩Ｎ)＝ ＮＧ(Ｈ)ꎻ当 ｉ＝ １ 时ꎬＨ◁－Ｈ１ꎬ此时有 Ｈ◁－Ｇꎮ 引理 １ 成立ꎮ
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引理 １２　 设 Ｇ 为具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬＨ 为 Ｇ 的 σ１￣子群ꎬＮ 为 Ｇ 的正规 σ１￣子群ꎬＨ 在 Ｇ 中是 σ￣
置换嵌入的ꎬ则 Ｋ＝ＨＮ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ

证明　 因为 Ｈ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ所以 Ｇ 中存在 σ￣置换子群 Ｓꎬ使得 Ｈ 为 Ｓ 的一个 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎮ
通过比较阶数易知 ｜ ＳＮ:Ｋ ｜是 σ′１￣数ꎬ但显然 Ｋ ＝ＨＮ 是 σ１￣群ꎬ所以 Ｋ 为 ＳＮ 的一个 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎮ 由引理 ４
(４)ꎬＳＮ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎬ所以 Ｋ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ

３　 命题与定理的证明

命题 １ 的证明ꎮ 假设命题非真ꎬ设 Ｇ 是满足命题条件的阶数最小的反例ꎬ不失一般性地ꎬ假设 Ｐ≤Ｈ１ꎮ 通

过以下步骤得到矛盾ꎮ
步骤 １　 Ｏｐ′(Ｇ)＝ １ꎮ

若 Ｏｐ′(Ｇ)≠１ꎬ考虑群 􀭺Ｇ ＝Ｇ / Ｏｐ′(Ｇ)ꎮ 显然ꎬ􀭺Ｇ 为具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬ其中
~
Ｈ ＝ {Ｈ１Ｏｐ′(Ｇ) /

Ｏｐ′(Ｇ)ꎬＨ２Ｏｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ)ꎬ􀆺ꎬＨｔＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ)} 为 􀭺Ｇ 的完全 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ其中 Ｈ１Ｏｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ) ≅
Ｈ１ / Ｈ１∩Ｏｐ′(Ｇ)是 ｐ￣超可解群ꎬＰＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ)是 Ｇ / Ｏｐ′(Ｇ)的一个 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎮ 设 Ｍ/ Ｏｐ′(Ｇ) 为

ＰＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ)的一个极大子群ꎬ则有 Ｍ ＝ (Ｍ∩Ｐ)Ｏｐ′(Ｇ)ꎬ同时有 ｐ ＝ ｜ ＰＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ):Ｍ/ Ｏｐ′(Ｇ) ｜ ＝

｜ＰＯｐ′(Ｇ):Ｍ ｜ ＝ ｜Ｐ:Ｍ∩Ｐ ｜ ꎬ所以 Ｍ∩Ｐ 为 Ｐ 的一个极大子群ꎮ 根据假设可得ꎬＭ∩Ｐ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ
所以由引理 ６(２)ꎬＭ/ Ｏｐ′(Ｇ)＝ (Ｍ∩Ｐ)Ｏｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ)在 Ｇ/ Ｏｐ′(Ｇ)中是 σ￣置换嵌入的ꎬ说明 􀭺Ｇ＝Ｇ/ Ｏｐ′(Ｇ)满
足命题的假设ꎬ由 Ｇ 的构造可知ꎬ􀭺Ｇ＝Ｇ/ Ｏｐ′(Ｇ)是 ｐ￣幂零群ꎬ此时 Ｇ 也是 ｐ￣幂零群ꎬ矛盾ꎮ 步骤 １ 成立ꎮ

步骤 ２　 Ｇ 不是非交换单群ꎮ
若 Ｇ 是非交换单群ꎬ那么 Ｇ 中的 σ￣次正规子群仅有 １ 和 Ｇꎮ 设 Ｐ１ 为 Ｐ 的极大子群ꎬ由假设可知ꎬＰ１ 在

Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ所以 Ｇ 中存在 σ￣置换子群 Ｓꎬ使得 Ｐ１ 为 Ｓ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎮ 由引理 ２ 可知ꎬＳ 在 Ｇ 中

是 σ￣次正规的ꎬ因此 Ｓ＝ １ 或 Ｓ＝Ｇꎮ 若 Ｓ＝Ｇꎬ那么 Ｐ１ 为 Ｇ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎬ说明 Ｐ１ ＝Ｐꎬ矛盾ꎮ 若 Ｓ ＝ １ꎬ那么

Ｐ１ ＝ １ꎬ所以 ｜Ｐ ｜ ＝ｐꎬ说明 Ｇ 中存在循环 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬｐ 为整除 ｜Ｇ ｜的最小素数ꎬ所以 Ｇ 是 ｐ￣幂零群ꎬ矛盾ꎮ
步骤 ２ 成立ꎮ

步骤 ３　 Ｇ / Ｒ 是 ｐ￣幂零的ꎬ其中 Ｒ 为 Ｇ 中任一极小正规子群ꎮ
显然ꎬＧ / Ｒ 为具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬ{Ｈ１Ｒ / ＲꎬＨ２Ｒ / Ｒꎬ􀆺ꎬＨｔＲ / Ｒ}为 Ｇ / Ｒ 的完全 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ并且

Ｈ１Ｒ / Ｒ≅Ｈ１ / Ｈ１∩Ｒꎬ所以 Ｈ１Ｒ / Ｒ 是 ｐ￣超可解的ꎮ
若 ｐ 不整除 ｜Ｇ / Ｒ ｜ ꎬ那么 Ｇ / Ｒ 为 ｐ′￣群ꎬ从而 Ｇ / Ｒ 是 ｐ￣幂零的ꎮ 若 ｐ 整除 ｜ Ｇ / Ｒ ｜ ꎬ那么显然ꎬＰＲ / Ｒ 为

Ｇ / Ｒ中的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ由步骤 １ 同理可得ꎬＰＲ / Ｒ 中的每一个极大子群都在 Ｇ / Ｒ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ因此

Ｇ / Ｒ 满足命题假设ꎬ由 Ｇ 的构造可知ꎬＧ / Ｒ 是 ｐ￣幂零的ꎮ 步骤 ３ 成立ꎮ
根据步骤 ２ 和步骤 ３ꎬＧ 中有且仅有一个极小正规子群ꎬ记为 Ｎꎬ且 Ｇ / Ｎ 是 ｐ￣幂零的ꎮ
步骤 ４　 Ｎ 为初等交换 ｐ￣群ꎮ
若 Ｎ 为非交换群ꎬ那么 ｐ 整除 ｜Ｎ ｜且 Ｎ 不是 ｐ￣群ꎮ
若 ＮＰ<Ｇꎬ由引理 ６(１)可知ꎬＮＰ 满足假设ꎬ由 Ｇ 的构造可知 ＮＰ 是 ｐ￣幂零的ꎬ因此 Ｎ 也是 ｐ￣幂零的ꎬ说

明 Ｎ 为初等交换 ｐ￣群ꎬ矛盾ꎬ所以 Ｇ＝ＮＰꎮ 现在假设 Ｐ１ 为 Ｐ 的任一极大子群ꎬ那么显然ꎬＰ１≠１ꎮ 由假设可

得ꎬＰ１ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ即 Ｇ 中存在 σ￣置换子群 Ｓꎬ使得 Ｐ１ 为 Ｓ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎮ 由引理 ２ꎬＳ / ＳＧ是

σ￣幂零的ꎬ若 ＳＧ ＝ １ꎬ那么 Ｓ 是 σ￣幂零的ꎬ因此 Ｐ１◁－Ｓꎮ 同时由引理 ２ꎬＳ 在 Ｇ 中是 σ￣次正规的ꎬ所以 Ｐ１ 在 Ｇ
中是 σ￣次正规的ꎬ由引理 １(４)得 Ｐ１≤Ｏσ１

(Ｇ)ꎬ因此 Ｏσ１
(Ｇ)≠１ꎮ 因为 Ｎ 为 Ｇ 中唯一极小正规子群ꎬ所以

Ｎ≤Ｏσ１
(Ｇ)≤Ｈ１ꎬ故 Ｎ 为 ｐ￣超可解的ꎬ说明 Ｎ 为初等交换 ｐ￣群ꎬ矛盾ꎬ所以 ＳＧ≠１ꎬ即 Ｎ≤ＳＧ≤Ｓꎮ 如果Ｇ＝

ＮＰ１ꎬ则 Ｇ＝ＮＰ１≤Ｓꎬ即 Ｇ＝Ｓꎮ 在这种情况下ꎬＰ１ 为 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ矛盾ꎬ这说明对于 Ｐ 的任一极大子群

Ｐ１ꎬ都有 ＮＰ１<ＧꎬＰ 为 Ｎ 在 Ｇ 中的极小补充ꎬ故 Ｎ∩Ｐ≤Φ(Ｐ)ꎮ 由引理 ７ 可得ꎬ存在 Ｎ 中正规子群 Ｒꎬ满足

Ｎ / Ｒ 为 ｐ￣群ꎬ并且 ｜Ｎ∩Ｐ ｜整除 ｜Ｎ / Ｒ ｜ ꎮ 因为 Ｎ 为非交换群ꎬ所以 Ｎ＝Ｎ１×􀆺×Ｎｍꎬ其中 Ｎｉ≅Ｎｊ 且 Ｎｉ 为非交换

单群ꎬ１≤ｉ<ｊ≤ｍꎮ 因为 Ｒ 为 Ｎ 中的正规子群ꎬ所以 Ｒ ＝Ｎｉ１
×􀆺×Ｎｉｋꎬ { ｉ１ꎬ􀆺ꎬｉｋ}⊆{１ꎬ􀆺ꎬｍ}ꎬ若 Ｎ≠Ｒꎬ Ｎ / Ｒ

为 ｐ￣群ꎬ则 Ｎｉ 为 ｐ￣群ꎬ从而 Ｎ 为初等交换 ｐ￣群ꎬ矛盾ꎬ所以 Ｎ ＝ Ｒꎮ 但是 Ｎ∩Ｐ 为 Ｎ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ显然
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Ｎ∩Ｐ≠１ꎬ又因为 ｜Ｎ∩Ｐ ｜整除 ｜Ｎ / Ｒ ｜ ꎬ ｜Ｎ / Ｒ ｜ ＝ １ꎬ矛盾ꎬ这说明 Ｎ 为交换群ꎬ所以 Ｎ 为初等交换 ｑ￣群ꎬ其中 ｑ
为某个素数ꎮ 若 ｑ≠ｐꎬ Ｎ≤Ｏｐ′(Ｇ)＝ １ꎬ矛盾ꎬ所以 ｑ＝ｐꎮ 步骤 ４ 成立ꎮ

步骤 ５　 Φ(Ｇ)＝ １ꎬ ＣＧ(Ｎ)＝ Ｎ 且 ｜Ｎ ｜ >ｐꎮ
因为 Ｎ 为 Ｇ 中唯一的极小正规子群ꎬ且 Ｇ / Ｎ 是 ｐ￣幂零的ꎬ结合引理 ８ 可得ꎬΦ(Ｇ)＝ １ꎬ ＣＧ(Ｎ)＝ Ｎꎮ 若

｜Ｎ ｜ ＝ｐꎬ则有 Ｇ / ＣＧ(Ｎ)≲Ａｕｔ(Ｎ)≅Ｃｐ－１ꎬ即 Ｇ / Ｎ≲Ｃｐ－１ꎮ 但是 ｐ 为整除 ｜Ｇ ｜的最小素数ꎬＧ / Ｎ ＝ １ꎬ即 Ｎ ＝Ｇꎬ
矛盾ꎮ 步骤 ５ 成立ꎮ

步骤 ６　 最终矛盾ꎮ
由步骤 ４ 可知ꎬＮ≤Ｐꎮ
若 Ｎ＝Ｐꎬ那么 Ｎ＝Ｐ≤Ｈ１ 且 Ｈ１ 是 ｐ￣超可解的ꎬ所以 Ｎ 中存在极大子群 Ｎ１ꎬ满足 Ｎ１◁－Ｈ１ꎮ 根据假设ꎬＮ１

在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ即 Ｇ 中存在 σ￣置换子群 Ｓꎬ使得 Ｎ１ 为 Ｓ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎬ所以对于任意 ｉ>１ꎬ ＳＨｉ ＝
ＨｉＳꎮ 由引理 １０ꎬＳＨｉ∩Ｎ＝(Ｓ∩Ｎ)(Ｈｉ∩Ｎ)＝ Ｓ∩Ｎꎬ所以 Ｈｉ≤ＮＧ(Ｓ∩Ｎ)ꎮ 因为 Ｎ＝ＰꎬＮ 为 Ｇ 中的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣
子群ꎬ所以 Ｓ∩Ｎ 也是 Ｓ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎮ 而 Ｎ１ 也是 Ｓ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ且 Ｎ１≤Ｓ∩Ｎꎬ则 Ｎ１ ＝ Ｓ∩Ｎꎬ所以

Ｈｉ≤ＮＧ(Ｎ１)ꎻＮ１◁－Ｈ１ꎬ说明 Ｎ１◁－Ｇꎬ Ｎ１ ＝ １ 且 ｜Ｎ ｜ ＝ｐꎬ矛盾ꎬ所以 Ｎ<Ｐꎮ
因为 Φ(Ｇ)＝ １ꎬ ＣＧ(Ｎ)＝ Ｎꎬ所以 Ｇ 中存在极大子群 Ｍꎬ满足 Ｇ ＝Ｎ Ｍꎮ 显然ꎬＰ ＝Ｎ (Ｐ∩Ｍ)且 Ｐ∩

Ｍ≠１ꎮ 因为 Ｎ≤Ｐ≤Ｈ１ꎬ又因为 Ｈ１ 是 ｐ￣超可解的且 Ｎ◁－Ｈ１ꎬ所以 Ｎ 中存在极大子群 Ｎ１ꎬ满足 Ｎ１◁－Ｈ１ꎮ 现在

假设 Ｅ＝Ｎ１(Ｐ∩Ｍ)ꎬ可得 ｜Ｐ:Ｅ ｜ ＝ ｜Ｎ:Ｎ１ ｜ ＝ｐꎬ即 Ｅ 为 Ｐ 的极大子群ꎮ 由假设可知ꎬＧ 中存在 σ￣置换子群 Ｓꎬ
使得 Ｅ 为 Ｓ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎮ 由引理 ２ 可知 Ｓ / ＳＧ 是 σ￣幂零的ꎮ

若 ＳＧ≠１ꎬ则有 Ｎ≤ＳＧ≤Ｓꎮ 因为 Ｅ 为 Ｓ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎬ所以 Ｎ≤Ｅ ＝Ｎ１(Ｐ∩Ｍ)ꎬ从而 Ｎ ＝Ｎ∩Ｅ ＝Ｎ∩
Ｎ１(Ｐ∩Ｍ)＝ Ｎ１ꎬ矛盾ꎬ说明 ＳＧ ＝ １ꎬ所以 Ｓ 是 σ￣幂零的ꎮ 由引理 ５ꎬＥ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎬ因此 ＥＨｉ ＝ＨｉＥ 对

于任意 ｉ>１ 成立ꎬ从而 ＥＨｉ∩Ｎ＝(Ｅ∩Ｎ)(Ｈｉ∩Ｎ)＝ Ｅ∩Ｎ＝Ｎ１(Ｐ∩Ｍ)∩Ｎ＝Ｎ１ꎮ 对于任意 ｉ>１ꎬＮ１ 在 ＥＨｉ 中

是正规的ꎬ所以 Ｈｉ≤ＮＧ(Ｎ１)对于任意 ｉ>１ 成立ꎮ 由于 Ｎ１◁－Ｈ１ꎬ说明 Ｎ１◁－Ｇꎬ所以 Ｎ１ ＝ １ 且 ｜Ｎ ｜ ＝ ｐꎬ矛盾ꎮ 于

是命题为真ꎮ
命题 ２ 的证明ꎮ 假设命题非真ꎬ设 Ｇ 是满足命题条件的阶数最小的反例ꎮ 通过以下步骤得到矛盾ꎮ
步骤 １　 Ｇ 为极小非 ｐ￣幂零群ꎮ
设 Ｍ 为 Ｇ 中任一极大子群ꎬ接下来证明 Ｍ 是 ｐ￣幂零群ꎮ 事实上ꎬ若 ｐ 不整除 ｜Ｍ ｜ ꎬＭ 显然是 ｐ￣幂零群ꎮ

若 ｐ 整除 ｜Ｍ ｜ ꎬ设 Ｍｐ 为 Ｍ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ则 Ｇ 中存在元素 ｘꎬ满足 Ｍｐ≤Ｐ ｘꎮ 因为 Ｇ 为具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣
完全群ꎬ所以 Ｍ 也为具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬ且 Ｍ 有完全 Ｈａｌｌ σ￣集 ＨＭ ＝ {Ｍ１ꎬＭ２ꎬ􀆺ꎬＭｔ}ꎬ同时对于 Ｇ
中某个元素 ｙꎬ有 Ｍ１≤Ｈ ｙ

１ꎬ显然ꎬＭ１ 为 ｐ￣超可解群ꎮ 对于 Ｍｐ 中的任意素数阶循环子群 ＨꎬＨ ｘ－１也为 Ｐ 中的

素数阶循环子群ꎮ 当 Ｍｐ 为非交换 ２￣群且 Ｈ≤∕ Ｚ∞(Ｇ)ꎬＰ 为非交换 ２￣群且 Ｈ ｘ－１≤∕ Ｚ∞(Ｇ)时ꎬ对于 Ｍｐ 中的任

意 ４ 阶循环子群 ＨꎬＨ ｘ－１也为 Ｐ 中的 ４ 阶循环子群ꎮ
根据假设可得ꎬＨ ｘ－１在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬＨ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ从而对于 Ｍ 假设也成立ꎬ由 Ｇ

的构造可知ꎬＭ 是 ｐ￣幂零群ꎬ所以 Ｇ 为极小非 ｐ￣幂零群ꎮ 步骤 １ 成立ꎮ
步骤 ２　 最终矛盾ꎮ
由步骤 １ꎬ结合引理 ９ 可得ꎬＧ＝Ｐ ＱꎬＰ 为 Ｇ 中的方次数为 ｐ 或 ４(若 Ｐ 为非交换 ２￣群)的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子

群ꎬＱ 为 Ｇ 的 Ｓｙｌｏｗ ｑ￣子群ꎬ其中 ｑ 为某个不等于 ｐ 的素数ꎬＰ /Φ(Ｐ)为 Ｇ￣主因子ꎬＺ∞ (Ｇ) ＝ Φ(Ｇ)并且

Φ(Ｇ)∩Ｐ＝Φ(Ｐ)ꎮ 下面证明 ｜Ｐ /Φ(Ｐ) ｜ ＝ｐꎮ 事实上ꎬ若 ｑ∈σ１ꎬ那么 Ｇ 为 σ１￣群ꎬ则 Ｇ ＝Ｈ１ 为 ｐ￣超可解群ꎮ
因为 Ｐ /Φ(Ｐ)为 Ｇ￣主因子ꎬ所以 ｜Ｐ /Φ(Ｐ) ｜ ＝ｐꎮ 现在考虑 ｑ∉σ１ꎮ 设 Ｘ /Φ(Ｐ)为 Ｐ /Φ(Ｐ)的极小子群ꎬ设
ｘ∈Ｘ /Φ(Ｐ)ꎬ则有 ｜Ｘ /Φ(Ｐ) ｜ ＝ｐꎬ如果设 Ｌ＝‹ｘ›ꎬ则有 Ｘ ＝ＬΦ(Ｐ)ꎬ且 ｜ Ｌ ｜ ＝ ｐ 或 ４ꎮ 若 Ｌ≤Ｚ∞(Ｇ)ꎬ则有 Ｌ≤
Ｚ∞(Ｇ)∩Ｐ＝Φ(Ｐ)ꎬ矛盾ꎬ所以 Ｌ≤∕ Ｚ∞(Ｇ)ꎮ 根据假设ꎬＬ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ即 Ｇ 中存在 σ￣置换子群

Ｓꎬ使得 Ｌ 为 Ｓ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎬ则 ＳＱ＝ＱＳꎬ从而 ＳＱ∩Ｐ＝(Ｓ∩Ｐ)(Ｑ∩Ｐ)＝ Ｓ∩Ｐꎬ Ｓ∩Ｐ 在 ＳＱ 中是正规的ꎬ
即 Ｑ≤ＮＧ(Ｓ∩Ｐ)ꎮ Ｓ∩Ｐ 为 Ｓ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬＬ 也为 Ｓ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬ并且 Ｌ≤Ｓ∩Ｐꎬ Ｌ＝Ｓ∩Ｐꎬ所以 Ｑ≤
ＮＧ(Ｓ∩Ｐ)＝ ＮＧ(Ｌ)ꎮ

因为 Ｐ /Φ(Ｐ)为交换 ｐ￣群ꎬ所以 ＬΦ(Ｐ) /Φ(Ｐ) ＝ Ｘ /Φ(Ｐ)在 Ｐ /Φ(Ｐ)中是正规的ꎬ即 Ｐ /Φ(Ｐ)≤
ＮＧ /Φ(Ｐ)(Ｘ /Φ(Ｐ))ꎮ 因为 Ｑ≤ＮＧ(Ｌ)ꎬ所以 ＱΦ(Ｐ) /Φ(Ｐ)≤ＮＧ /Φ(Ｐ)(ＬΦ(Ｐ) /Φ(Ｐ))＝ ＮＧ /Φ(Ｐ)(Ｘ /Φ(Ｐ))ꎬ
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进而 Ｘ /Φ(Ｐ)◁－Ｇ /Φ(Ｐ)ꎮ 由于 Ｐ /Φ(Ｐ)为 Ｇ￣主因子ꎬ因此 Ｐ /Φ(Ｐ)＝ Ｘ /Φ(Ｐ)ꎬ则 ｜ Ｐ /Φ(Ｐ) ｜ ＝ ｐꎮ 综上ꎬ
在任何情况下ꎬ ｜Ｐ /Φ(Ｐ) ｜ ＝ｐ 都成立ꎮ

因为 Ｇ/Φ(Ｐ) / ＣＧ /Φ(Ｐ)(Ｐ /Φ(Ｐ))≲Ａｕｔ(Ｐ /Φ(Ｐ))≅Ｃｐ－１ꎬ并且 ｐ 为整除 ｜Ｇ ｜的最小素数ꎬＧ/Φ(Ｐ)＝
ＣＧ /Φ(Ｐ)(Ｐ /Φ(Ｐ))ꎬ所以 Ｐ /Φ(Ｐ)≤Ｚ(Ｇ /Φ(Ｐ))ꎬ则 ＱΦ(Ｐ) /Φ(Ｐ)◁－Ｇ /Φ(Ｐ)ꎮ 因为 ＱΦ(Ｐ) <ＱＰ ＝Ｇꎬ由
步骤 １ 可得ꎬＱΦ(Ｐ)是 ｐ￣幂零群ꎬ所以 Ｑ◁－ＱΦ(Ｐ)ꎬ又因为 Ｑ 为 ＱΦ(Ｐ)的 Ｓｙｌｏｗ ｑ￣子群ꎬ所以 Ｑ 为 ＱΦ(Ｐ)
的特征子群ꎮ 因为 ＱΦ(Ｐ)◁－Ｇꎬ所以 Ｑ◁－Ｇꎬ矛盾ꎮ 命题 ２ 为真ꎮ

定理 １ 的证明ꎮ 假设定理不正确ꎬ设 Ｇ 是满足定理条件的阶数最小的反例ꎬ通过以下步骤得到矛盾ꎮ
步骤 １　 Ｏｐ′(Ｇ)＝ １ 从而 Ｏσ′１(Ｇ)＝ １ꎮ

若 Ｏｐ′(Ｇ)≠１ꎬ考虑群 􀭺Ｇ＝Ｇ / Ｏｐ′(Ｇ)ꎮ 显然ꎬ􀭺Ｇ 为具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬ ~
Ｈ ＝{Ｈ１Ｏｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ)ꎬ

Ｈ２Ｏｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ)ꎬ􀆺ꎬＨｔＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ)}为 􀭺Ｇ 的完全 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ其中 Ｈ１Ｏｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ) ≅Ｈ１ / Ｈ１ ∩
Ｏｐ′(Ｇ)是 ｐ￣超可解群ꎬＰＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ)是 Ｇ / Ｏｐ′(Ｇ)的一个 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎮ 群 ＰＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ)中存在子

群 ＤＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ)ꎬ １< ｜ＤＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ) ｜ < ｜ＰＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ) ｜ ꎮ 对于群 ＰＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ)中的每一个阶

数为 ｜ＤＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ) ｜或 ４(若 ｜ＤＯｐ′(Ｇ)Ｏｐ′(Ｇ) ｜ ＝ ２ 并且 ＰＯｐ′(Ｇ)Ｏｐ′(Ｇ)是非交换的)的子群Ｈ / Ｏｐ′(Ｇ)ꎬ
有 Ｈ＝Ｏｐ′(Ｇ)(Ｈ∩Ｐ)ꎬ从而有 ｜Ｈ / Ｏｐ′(Ｇ) ｜ ＝ ｜Ｈ∩Ｐ ｜ ＝ ｜ＤＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ) ｜ ＝ ｜Ｄ ｜ ꎬ或者 ｜Ｈ / Ｏｐ′(Ｇ) ｜ ＝ ｜Ｈ∩
Ｐ ｜ ＝ ４(若 ｜ＤＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ) ｜ ＝ ２ 并且 ＰＯｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ)是非交换的)ꎮ 根据假设ꎬＨ∩Ｐ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌

入的ꎮ 由引理 ６(２)ꎬＨ / Ｏｐ′(Ｇ)＝ (Ｈ∩Ｐ)Ｏｐ′(Ｇ) / Ｏｐ′(Ｇ)在 Ｇ / Ｏｐ′(Ｇ)中是 σ￣置换嵌入的ꎬ所以 Ｇ / Ｏｐ′(Ｇ)
满足假设ꎬ由 Ｇ 的构造可知ꎬ􀭺Ｇ＝Ｇ / Ｏｐ′(Ｇ)是 ｐ￣幂零群ꎬ此时 Ｇ 也是 ｐ￣幂零群ꎬ矛盾ꎬ所以 Ｏｐ′(Ｇ)＝ １ꎬ显然ꎬ
Ｏσ′１

(Ｇ)≤Ｏｐ′(Ｇ)＝ １ꎮ 步骤 １ 成立ꎮ
步骤 ２　 若 Ｌ 为 Ｇ 的一个真子群ꎬ满足 ｜Ｌ ｜ ｐ> ｜Ｄ ｜ ꎬ那么 Ｌ 是 ｐ￣幂零的ꎮ
设 Ｌｐ 为 Ｌ 的一个 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群ꎬＨ 为 Ｌｐ 的子群且满足 ｜Ｈ ｜ ＝ ｜Ｄ ｜ ꎬ存在 ｘ∈Ｇꎬ Ｈ<Ｌｐ≤Ｐ ｘꎮ 因为 Ｈ ｘ－１在

Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ所以 Ｈ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ 由引理 ６(１)ꎬＨ 在 Ｌ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ若 ｜Ｄ ｜ ＝ ２ꎬ
由上述讨论同理可得ꎬＬｐ 的每个 ４ 阶子群在 Ｌ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ 显然ꎬＬ 为具有 Ｓｙｌｏｗ 型的 σ￣完全群ꎬ
{Ｌ１ꎬ􀆺ꎬＬｔ}为 Ｌ 的完全 Ｈａｌｌ σ￣集ꎬ且对于某个 ｙ∈Ｇꎬ Ｌ１≤Ｈ ｙ

１ꎬ所以 Ｌ１ 为阶被 ｐ 整除的 ｐ￣超可解群ꎬ对于 Ｌ
假设成立ꎬ由 Ｇ 的构造可知 Ｌ 是 ｐ￣幂零群ꎮ 步骤 ２ 成立ꎮ

步骤 ３　 ｜Ｐ:Ｄ ｜ >ｐꎬ由命题 １ 可以得到ꎮ
步骤 ４　 ｜Ｄ ｜ >ｐꎬ由命题 ２ 可以得到ꎮ
步骤 ５　 Ｏｐ(Ｇ)≠１ꎮ
设 Ｒ 为 Ｇ 的极小正规子群ꎬ若 ＰＲ<Ｇꎬ由步骤 ２ 可知 ＰＲ 是 ｐ￣幂零群ꎬ因此 Ｒ 为初等交换 ｐ￣群或者 ｐ′￣

群ꎮ 由步骤 １ꎬＯｐ′(Ｇ)＝ １ꎬ得到 Ｒ 为初等交换 ｐ￣群ꎬ即 Ｒ≤Ｏｐ(Ｇ)ꎬ Ｏｐ(Ｇ)≠１ꎮ 若 Ｇ＝ＰＲꎬ则 Ｇ / Ｒ≅Ｐ / Ｐ∩Ｒ
为 ｐ￣群ꎬ所以 Ｇ 存在一个极大子群 Ｋ 使得 Ｒ≤Ｋ 且 ｜Ｇ:Ｋ ｜ ＝ｐꎮ 显然ꎬ由步骤 ３ 可知 ｜Ｋ ｜ ｐ> ｜Ｄ ｜ ꎬ所以由步骤 ２ꎬ
Ｋ 是 ｐ￣幂零的ꎬ所以 Ｒ 也是 ｐ￣幂零的ꎮ 同理可得 Ｏｐ(Ｇ)≠１ꎮ 步骤 ５ 成立ꎮ

步骤 ６　 设 Ｎ 为 Ｇ 的极小正规子群且满足 Ｎ≤Ｏｐ(Ｇ)ꎬ那么 Ｇ / Ｎ 是 ｐ￣幂零的ꎮ
由步骤 ５ꎬＯｐ(Ｇ)≠１ꎬＧ 中存在极小正规子群 Ｎ 且满足 Ｎ≤Ｏｐ(Ｇ)ꎬ那么 Ｎ≠１ꎮ 若 ｜ Ｎ ｜ > ｜Ｄ ｜ ꎬ由引理

１１ꎬ存在一个阶数为 ｜Ｄ ｜的 Ｎ 的子群 ＨꎬＨ◁－Ｇꎬ与 Ｎ 的极小性矛盾ꎬ因此总可以假设 ｜Ｄ ｜≥ ｜Ｎ ｜ ꎮ
(ⅰ) 假设 ｜Ｄ ｜ > ｜Ｎ ｜ ꎮ
若 ｐ>２ꎬ或者 ｐ＝２ 且 ｜Ｄ ｜ >２ ｜Ｎ ｜ ꎬ显然 Ｇ/ Ｎ 满足定理假设ꎮ 由 Ｇ 的构造可知 Ｇ/ Ｎ 为 ｐ￣幂零群ꎬ假设 ｐ ＝ ２

且 ｜Ｄ ｜ ＝ ２ ｜Ｎ ｜ ꎮ
如果 Ｎ 是循环群ꎬ那么 ｜Ｎ ｜ ＝ ２ 且 ｜Ｄ ｜ ＝ ４ꎮ 对于 Ｐ 的任意一个阶数为 ２ 的子群 Ｂꎬ设 Ｖ ＝ＢＮꎬ若 Ｂ ＝Ｎꎬ则

Ｂ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ 若 Ｂ≠Ｎꎬ则 Ｖ＝Ｂ×Ｎ 为 ４ 阶的初等交换 ２￣群ꎮ 由假设可知ꎬＶ 在 Ｇ 中是 σ￣置换

嵌入的ꎬ因此 Ｇ 中存在 σ￣置换子群 Ｓꎬ使得 Ｖ 为 Ｓ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎮ 显然ꎬ ｜ Ｓ / Ｎ ｜ ２ ＝ ２ꎬ所以 Ｓ / Ｎ 是 ２￣幂零的ꎮ
设 Ｋ / Ｎ 为 Ｓ / Ｎ 的正规 Ｈａｌｌ ２′￣子群ꎬ有 Ｋ◁－Ｓꎬ Ｋ＝Ｎ Ｋ２′ꎬ其中 Ｋ２′为 Ｋ 的 Ｈａｌｌ ２′￣子群ꎮ 因为 ｜Ｎ ｜ ＝ ２ꎬ可知 Ｋ
也是 ２￣幂零的ꎬ所以 Ｋ２′◁－Ｋꎬ Ｋ２′◁◁Ｓꎮ 由引理 ２ 可知ꎬＳ 在 Ｇ 中是 σ￣次正规的ꎬ从而由引理 １(３)可知ꎬＫ２′

在 Ｇ 中是 σ￣次正规的ꎮ 因为 Ｖ 为 Ｓ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎬ所以 Ｋ２′为 Ｇ 的 σ′１￣子群ꎮ 由引理 １(４)可知ꎬＫ２′≤
Ｏσ′１(Ｇ)＝ １ꎬ因此 Ｋ＝Ｎ 是 ２￣群ꎬ且 Ｓ / Ｎ 也是 ２￣群ꎬＳ 也是 ２￣群ꎬ所以 Ｖ ＝ Ｓ 且 Ｖ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎮ 对于任
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意 ｉ> １ꎬ ｘ ∈ Ｇꎬ有 ＶＨ ｘ
ｉ ＝ Ｈ ｘ

ｉ Ｖꎬ ＮＨ ｘ
ｉ ＝ Ｈ ｘ

ｉ Ｎꎬ因 为 ｜ ＶＨ ｘ
ｉ : ＮＨ ｘ

ｉ ｜ ＝ ｜ Ｖ: Ｎ ｜ ＝ ２ꎬ 所 以 ＮＨ ｘ
ｉ ◁－ ＶＨ ｘ

ｉ ꎻ 因 为

｜ＮＨ ｘ
ｉ ｜ ２ ＝ ｜Ｎ ｜ ＝ ２ꎬ所以 ＮＨ ｘ

ｉ 是 ２￣幂零的ꎬ故 Ｈ ｘ
ｉ 在 ＮＨ ｘ

ｉ 中正规ꎬＨ ｘ
ｉ 是 ＮＨ ｘ

ｉ 的特征子群ꎬ所以 Ｈ ｘ
ｉ ◁－ＶＨ ｘ

ｉ ꎬ对于

任意 ｉ>１ꎬ ｘ∈Ｇꎬ有 ＢＨ ｘ
ｉ ＝Ｈ ｘ

ｉ Ｂꎮ 因为 Ｖ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎬ结合引理 ２、１ꎬ对于任意 ｘ∈Ｇꎬ有 Ｖ≤Ｏσ１
(Ｇ)≤

Ｈ ｘ
１ꎬ对于任意 ｘ∈Ｇꎬ有 Ｂ≤Ｖ≤Ｈ ｘ

１ꎬ即 ＢＨ ｘ
１ ＝Ｈ ｘ

１ ＝Ｈ ｘ
１Ｂꎬ这说明 Ｂ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎬＰ 的每个 ２ 阶极小子群

在 Ｇ 中都是 σ￣置换嵌入的ꎬ由命题 ２ 可知ꎬＧ 是 ｐ￣幂零的ꎬ矛盾ꎮ 说明 Ｎ 不是循环群ꎮ
设 Ｈ/ Ｎ 为 Ｐ / Ｎ 的 ２ 阶子群ꎬ则有 ｜Ｈ ｜ ＝ ２ ｜Ｎ ｜ ＝ ｜Ｄ ｜ ꎬ由假设可知ꎬＨ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ 由引理 ６

(２)ꎬＨ/ Ｎ 在 Ｇ/ Ｎ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ设 Ｋ / Ｎ 为 Ｐ / Ｎ 的 ４ 阶子群ꎬ则有 ｜Ｋ ｜ ＝ ４ ｜Ｎ ｜ ＝ ２ ｜Ｄ ｜ ꎬ且 Ｋ 不是循环群ꎮ

若 Ｎ≤∕ Φ(Ｋ)ꎬ则存在 Ｋ 的极大子群 Ｋ１ꎬ满足 Ｋ＝Ｋ１Ｎꎮ 显然ꎬ ｜Ｋ１ ｜ ＝
｜Ｋ ｜
２

＝ ｜Ｄ ｜ ꎬ由假设可知ꎬＫ１ 在 Ｇ 中

是 σ￣置换嵌入的ꎬ由引理 ６(２)ꎬＫ / Ｎ＝Ｋ１Ｎ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ

若 Ｎ≤Φ(Ｋ)ꎬ设 Ｋ２ 为 Ｋ 的任一极大子群ꎬ有 Ｎ≤Ｋ２ 并且 ｜Ｋ２ ｜ ＝
｜Ｋ ｜
２

＝ ２ ｜Ｎ ｜ ＝ ｜Ｄ ｜ ꎬ所以 Ｋ２ 在 Ｇ 中是 σ￣

置换嵌入的ꎬ即存在 Ｇ 的 σ￣置换子群 Ｓꎬ使得 Ｋ２ 为 Ｓ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎬ显然 Ｎ≤ＳＧꎮ 若 ＫＳＧ <Ｇꎬ因为

｜ＫＳＧ ｜ ２≥｜Ｋ ｜ ＝ ２ ｜Ｄ ｜ ꎬ由步骤 ２ 可知 ＫＳＧ 是 ２￣幂零的ꎬ所以 ＳＧ 也是 ２￣幂零的ꎮ 假设 Ｌ 为 ＳＧ 的正规 Ｈａｌｌ ２′￣
子群ꎬ则 Ｌ◁◁Ｇꎬ Ｌ≤Ｏ２′(Ｇ)＝ １ꎬ说明 ＳＧ 为 ２￣群ꎮ 因为 Ｋ２ 为 Ｓ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎬ所以 ＳＧ≤Ｋ２ꎬ从而 Ｎ≤
ＳＧ≤Ｋ２<Ｋꎮ 说明了 ＳＧ ＝Ｋ２ 或 Ｎ＝ＳＧꎮ

若 ＳＧ ＝Ｋ２ꎬ由于 Ｋ 不是循环群ꎬ可知存在 Ｋ 的极大子群 Ｋ３ 且 Ｋ ＝Ｋ２Ｋ３ꎬ显然 ｜Ｋ３ ｜ ＝
｜Ｋ ｜
２

＝ ｜Ｄ ｜ ꎮ 由假设

可知ꎬＫ３ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ所以 Ｋ＝Ｋ３Ｋ２ ＝Ｋ３ＳＧꎬ又由引理 １２ꎬ可知 Ｋ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ
若 Ｎ＝ＳＧꎬ由引理 ２ 可知ꎬＳ / Ｎ＝Ｓ / ＳＧ 是 σ￣幂零的ꎮ 因为 Ｋ２ 为 Ｓ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎬ所以 Ｋ２ / Ｎ 也为 Ｓ / Ｎ 的

Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎮ 由引理 ４(２)可知ꎬＳ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中是 σ￣置换的ꎬ结合引理 ５ 可知ꎬＫ２ / Ｎ 也在 Ｇ / Ｎ 中是 σ￣置换

的ꎬ由引理 ４(３)可知ꎬＫ２ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎮ Ｋ 的每个极大子群都在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎮ 因为 Ｋ 不是循环

群ꎬ存在 Ｋ 的极大子群 Ｋ３ 且 Ｋ＝Ｋ２Ｋ３ꎬ所以 Ｋ２ 和 Ｋ３ 都在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎮ 由引理 ４(４)可知ꎬＫ 在 Ｇ 中也

是 σ￣置换的ꎮ
由引理 ４(２)可知ꎬＫ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中是 σ￣置换的ꎬ这说明 Ｇ / Ｎ 满足命题 ２ 的假设ꎬ所以 Ｇ / Ｎ 是 ｐ￣幂零的ꎮ
(ⅱ) 假设 ｜Ｄ ｜ ＝ ｜Ｎ ｜ ꎮ
根据步骤 ４ 中 ｜Ｄ ｜ >ｐꎬ可知 ｜Ｎ ｜ ＝ ｜Ｄ ｜ >ｐꎬ所以 Ｎ 不是循环群ꎮ 设 Ｌ / Ｎ 为 Ｐ / Ｎ 的 ｐ 阶子群ꎬ因为 Ｎ 不是

循环群ꎬ所以 Ｎ≤∕ Φ(Ｌ)ꎬ存在 Ｌ 的极大子群 Ｌ１ꎬＮ≤∕ Ｌ１ꎬ从而 Ｌ ＝ Ｌ１Ｎꎬ ｜ Ｌ１ ｜ ＝
｜Ｌ ｜
ｐ

＝ ｜Ｎ ｜ ＝ ｜Ｄ ｜ ꎮ 因为 Ｌ１ 在 Ｇ

中是 σ￣置换嵌入的ꎬ所以 Ｌ / Ｎ＝Ｌ１Ｎ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ 若 ｐ>２ꎬ由命题 ２ 可知 Ｇ / Ｎ 是 ｐ￣幂零

的ꎬ不失一般性地ꎬ设 ｐ＝ ２ꎬ设 Ｋ / Ｎ 为 Ｐ / Ｎ 的 ４ 阶子群ꎬ下面证明 Ｋ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ
此时ꎬ｜Ｋ ｜ ＝ ４ ｜Ｎ ｜ ꎬ设 Ｔ / Ｎ 为 Ｋ / Ｎ 的任一极大子群ꎬ因为 Ｎ 不是循环群ꎬＴ 也不是循环群ꎬ所以 Ｎ≤∕ Φ(Ｔ)ꎬ

存在 Ｔ 的极大子群 Ｔ１ꎬ满足 Ｔ＝ＮＴ１ꎬ ｜Ｔ１ ｜ ＝
｜Ｔ ｜
２

＝ ｜Ｎ ｜ ＝ ｜Ｄ ｜ ꎮ 由假设可知ꎬＴ１ 在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ由引

理 １２ 可知ꎬＴ＝Ｔ１Ｎ 也在 Ｇ 中是 σ￣置换嵌入的ꎬ即 Ｇ 中存在 σ￣置换子群 Ｓ 且 Ｔ 为 Ｓ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎬ因此

｜ Ｓ ｜ ｐ ＝ ｜Ｔ ｜ ＝ ２ ｜Ｎ ｜ ＝ ２ ｜Ｄ ｜ > ｜Ｄ ｜ ꎮ 显然ꎬＳ<Ｇꎬ所以由步骤 ２ 可知 Ｓ 是 ２￣幂零的ꎬ从而 Ｓ 中存在正规 Ｈａｌｌ ２′￣子
群ꎬ记为 Ｓ２′ꎮ 由引理 ２(１)可知 Ｓ 在 Ｇ 中是 σ￣次正规的ꎬ因此 Ｓ２′在 Ｇ 中是 σ￣次正规的ꎮ 由引理 １(４)可知ꎬ
Ｓ２′≤Ｏσ′１(Ｇ)＝ １ꎬ因此 Ｓ 是 ２￣群ꎬ即 Ｔ＝ ＳꎬＴ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎮ 由引理 ４(２)ꎬ可知 Ｔ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中是 σ￣置
换的ꎬ说明 Ｋ / Ｎ 的每个极大子群都在 Ｇ / Ｎ 中是 σ￣置换的ꎮ

若 Ｋ / Ｎ 不是循环群ꎬ设 Ｋ１ / Ｎ 和 Ｋ２ / Ｎ 为 Ｋ / Ｎ 的任意两个不同极大子群ꎬ 则 Ｋ１ / Ｎ 和 Ｋ２ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中是

σ￣置换的ꎬＫ / Ｎ＝Ｋ１ / Ｎ􀅰Ｋ２ / Ｎꎬ由引理 ４(４)可知 Ｋ / Ｎ 也在 Ｇ / Ｎ 中是 σ￣置换的ꎮ
若 Ｋ / Ｎ 是循环群ꎬ则 Ｎ≤∕ Φ(Ｋ)ꎬ所以存在 Ｋ 的极大子群 Ｋ３ 且 Ｋ＝Ｋ３Ｎꎮ 若 Ｋ３ 不是循环群ꎬ那么 Ｋ３ 中

存在两个不同的极大子群 Ａ 和 Ｂꎬ满足 Ｋ３ ＝ＡＢꎮ 显然ꎬ ｜Ａ ｜ ＝ ｜ Ｂ ｜ ＝
｜Ｋ３ ｜
２

＝ ｜Ｋ ｜
４

＝ ｜Ｎ ｜ ＝ ｜Ｄ ｜ ꎬ从而 Ａ 和 Ｂ 在 Ｇ

中都是 σ￣置换嵌入的ꎮ Ｋ / Ｎ＝Ｋ３Ｎ / Ｎ ＝ＡＢＮ / Ｎ ＝ＡＮ / ＮＢＮ / Ｎꎬ又因为 Ｋ / Ｎ 是循环群ꎬ所以 Ｋ / Ｎ ＝ＡＮ / Ｎ 或者
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Ｋ / Ｎ＝ＢＮ / Ｎꎮ 不论哪一种情况ꎬ由引理 ６(２)ꎬ可得 Ｋ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中是 σ￣置换嵌入的ꎮ 假设 Ｋ３ 为循环群ꎬ因
为 Ｎ 为非循环的初等交换 ２￣群ꎬ所以 ｜ Ｎ∩Ｋ３ ｜ ＝ ２ 或 ｜ Ｎ∩Ｋ３ ｜ ＝ １ꎮ 若 ｜ Ｎ∩Ｋ３ ｜ ＝ １ꎬ因为 Ｋ ＝ Ｋ３Ｎ 且

２＝ ｜Ｋ:Ｋ３ ｜ ＝ ｜Ｎ:Ｎ∩Ｋ３ ｜ ꎬ所以 ｜Ｄ ｜ ＝ ｜Ｎ ｜ ＝ ２ꎬ与步骤 ４ 矛盾ꎬ所以 ｜Ｎ∩Ｋ３ ｜ ＝ ２ꎮ 由 ２ ＝ ｜Ｋ:Ｋ３ ｜ ＝ ｜Ｎ:Ｎ∩Ｋ３ ｜ ꎬ

可得 ｜Ｎ ｜ ＝ ｜Ｄ ｜ ＝ ４ꎮ 设 Ｘ 为 Ｋ３ 的一个极大子群ꎬ那么 Ｘ 为循环群且满足 ｜Ｘ ｜ ＝
｜Ｋ３ ｜
２

＝ ｜Ｋ ｜
４

＝ ｜Ｄ ｜ ꎮ 根据假设ꎬ

Ｇ 中存在 σ￣置换子群 Ｓ 且 Ｘ 为 Ｓ 的 Ｈａｌｌ σ１￣子群ꎬ说明 Ｓ 中存在循环 Ｓｙｌｏｗ ２￣子群 ＸꎬＳ 是 ２￣幂零的ꎬ从而 Ｓ
中存在正规 Ｈａｌｌ ２′￣子群ꎬ记为 Ｓ２′ꎬ因为 Ｓ 在 Ｇ 中是 σ￣次正规的ꎬ所以 Ｓ２′也在 Ｇ 中是 σ￣次正规的ꎬ所以 Ｓ２′≤
Ｏσ′１(Ｇ)＝ １ꎬ说明 Ｓ＝Ｘ 为 ２￣群ꎬ所以 Ｘ 在 Ｇ 中是 σ￣置换的ꎮ 由引理 ３ 可知ꎬＯ σ１(Ｇ)≤ＮＧ(Ｘ)ꎬ显然ꎬＫ３≤ＮＧ(Ｘ)ꎮ

若 ＮＧ(Ｘ)<Ｇꎬ则有 ｜ＮＧ(Ｘ) ｜ ｐ≥｜Ｋ３ ｜ ＝ ２ ｜Ｄ ｜ ꎬ由步骤 ２ 可知ꎬＮＧ(Ｘ)是 ２￣幂零的ꎬＯσ１(Ｇ)＝ Ｌ 也是 ２￣幂零

的ꎮ 设 Ｌ 中存在正规 Ｈａｌｌ ２′￣子群ꎬ记为 Ｌ２′ꎬ则 Ｌ２′◁◁Ｇꎬ由步骤 １ 可知 Ｌ２′≤Ｏ２′(Ｇ)＝ １ꎬ因此 Ｌ＝Ｏσ１(Ｇ)为
２￣群ꎬ且 Ｇ 为 σ１￣群ꎬ即 Ｇ＝Ｈ１ꎬ则 Ｇ 为 ｐ￣超可解群ꎬ从而 ｜Ｎ ｜ ＝ｐ＝ ２ꎬ矛盾ꎮ 若 Ｏσ１(Ｇ)＝ Ｌ＝ １ꎬ那么 Ｇ 也为 σ１￣
群ꎬ由上述讨论同理可得ꎬ矛盾ꎬ说明 ＮＧ(Ｘ)＝ Ｇꎬ即 Ｘ◁－Ｇꎮ

因为 Ｎ 为非循环群ꎬ所以 Ｘ∩Ｎ＝ １ꎮ 由于 Ｋ３ 为循环群ꎬ且 Ｘ 为 Ｋ３ 的一个 ４ 阶极大子群ꎬ ｜Ｋ３∩Ｎ ｜ ＝ ２ꎬ
因此 Ｋ３∩Ｎ≤Ｘꎬ从而 Ｋ３∩Ｎ≤Ｘ∩Ｎ＝ １ꎬ和 ｜Ｋ３∩Ｎ ｜ ＝ ２ 矛盾ꎮ 这说明了在任意情况下 Ｋ / Ｎ 在 Ｇ / Ｎ 中都是

σ￣置换嵌入的ꎬ由命题 ２ 可知 Ｇ / Ｎ 是 ｐ￣幂零的ꎮ 步骤 ６ 成立ꎮ
步骤 ７　 最终矛盾ꎮ
由步骤 ６ 可知ꎬＧ / Ｎ 是 ｐ￣幂零的ꎬ因此 Ｎ 是 Ｇ 中唯一的极小正规子群并且有 ＣＧ(Ｎ)＝ Ｎꎬ Ｎ≤∕ Φ(Ｇ)ꎬＧ

中存在极大子群 Ｍ 且 Ｇ＝Ｎ Ｍꎬ则 Ｍ≅Ｇ / Ｎꎬ所以 Ｍ 也是 ｐ￣幂零的ꎮ 设 Ｍｐ′为 Ｍ 的正规 Ｈａｌｌ ｐ′￣子群ꎬＫ 为

Ｍ 的 Ｓｙｌｏｗ ｐ￣子群的极大子群ꎬ则有 ＫＭｐ′≤Ｇꎮ 假设 Ｔ＝ＮＫＭｐ′ꎬ则有 Ｔ<Ｇꎬ ｜Ｇ:Ｔ ｜ ＝ｐꎬ从而 Ｔ 为 Ｇ 的正规子

群ꎮ 显然ꎬ由步骤 ３ꎬ ｜Ｔ ｜ ｐ> ｜Ｄ ｜ ꎬ由步骤 ２ꎬＴ 是 ｐ￣幂零的ꎬ则 Ｍｐ′◁－Ｔꎮ 又因为 Ｔ◁－ＧꎬＭｐ′也是 Ｔ 的特征子群ꎬ
Ｍｐ′◁－Ｇꎬ所以 Ｍｐ′≤ＣＧ(Ｎ)＝ Ｎꎬ矛盾ꎮ 于是定理 １ 成立ꎮ
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