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带有导数项的二阶 Ｎｅｕｍａｎｎ 边值问题正解的存在性

王丽媛ꎬ马如云∗

(西安电子科技大学数学与统计学院ꎬ 陕西 西安 ７１０１２６)

摘要:研究带有导数项的二阶常微分方程 Ｎｅｕｍａｎｎ 边值问题

－ｕ″＋ｋ２ｕ＝ ｆ( ｔꎬｕꎬｕ′)ꎬ　 ０<ｔ<１ꎬ
ｕ′(０)＝ ｕ′(１)＝ ０{

正解的存在性ꎬ其中 ｋ>０ 为常数ꎬ ｆ:[０ꎬ１]×[０ꎬ∞ )×Ｒ→[０ꎬ∞ )为连续函数ꎬ当非线性项 ｆ 满足适当超线性增长条件及Ｎａｇｕｍｏ
条件时至少存在一个正解ꎬ该结果的证明基于不动点指数理论ꎮ
关键词:Ｎｅｕｍａｎｎ 问题ꎻ正解ꎻ不动点指数ꎻ存在性
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－ｕ″＋ｋ２ｕ＝ ｆ( ｔꎬｕꎬｕ′)ꎬ　 ０<ｔ<１ꎬ
ｕ′(０)＝ ｕ′(１)＝ ０ꎬ{

ｗｈｅｒｅ ｋ>０ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔꎬ ｆ:[０ꎬ１]×[０ꎬ∞ )×Ｒ→[０ꎬ∞ ) ｉｓ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ. Ｕｎｄｅｒ ｓｕｐｅｒｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ａｎｄ Ｎａｇｕｍｏ￣ｔｙｐｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｏｎ ｆꎬ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｈａｓ ａｔ ｌｅａｓｔ ｏｎｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ. Ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｆｉｘｅｄ￣ｐｏｉｎｔ ｉｎｄｅｘ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: Ｎｅｕｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍꎻ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎻ ｆｉｘｅｄ￣ｐｏｉｎｔ ｉｎｄｅｘꎻ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ

１　 引言及主要结果

二阶常微分方程 Ｎｅｕｍａｎｎ 边值问题的研究已经取得了一些结果[１￣９]ꎮ Ｓｕｎ 等[１]研究二阶 Ｎｅｕｍａｎｎ 边值

问题

－ｕ″＋ｋ２ｕ＝ ｆ( ｔꎬｕ)ꎬ　 ０<ｔ<１ꎬ
ｕ′(０)＝ ｕ′(１)＝ ０{ (１)

正解的存在性ꎬ其中 ｋ>０ 为常数ꎬ ｆ:[０ꎬ１]×[０ꎬ∞ )→[０ꎬ∞ )为连续函数ꎮ Ｗａｎｇ 等[２]研究了与问题(１)类似

的二阶 Ｎｅｕｍａｎｎ 边值问题ꎬ且非线性项 ｆ 不依赖于 ｕ′ꎮ 文献[１￣２]运用锥拉伸与压缩不动点定理ꎬ在 ｆ 满足

一定条件下ꎬ证明了问题(１)正解的存在性ꎮ 显然ꎬ文献[１￣２]的方法和结果不能直接适用于非线性项 ｆ 依赖

于 ｕ′的情形ꎮ
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　 　 Ｃｏｎｓｔａｎｔｉｎ[３]研究非线性项 ｆ 依赖于 ｕ′的问题

－ｕ″＝ ｆ( ｔꎬｕꎬｕ′)ꎬ　 ０<ｔ<１ꎬ
ｕ(０)＝ ｕ(１)＝ ０{ (２)

正解的存在性ꎬ其中 ｆ:[０ꎬ１]×Ｒ２→Ｒ 为连续函数ꎮ 若 ｆ 满足

｜ ｆ( ｔꎬｕꎬφ) ｜≤Ａ( ｔꎬｕ)ｗ(φ２)ꎬ
其中 Ａ( ｔꎬｕ)在[０ꎬ１]×Ｒ 上的任意紧子集有界ꎬｗ:Ｒ＋→(０ꎬ∞ )为连续函数且

∫＋∞

０

ｄｓ
ｗ(ｓ)

＝ ∞ ꎬ

则问题(２)存在一个正解ꎮ 文献[３]通过 Ｎａｇｕｍｏ 条件限制 ｆ 的增长性ꎬ得到‖ｕ′‖∞ 的先验界ꎬ根据 Ｌｅｒａｙ￣
Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理得到问题(２)正解的存在性ꎮ

对于更一般的二阶 Ｎｅｕｍａｎｎ 边值问题

－ｕ″＋ｋ２ｕ＝ ｆ( ｔꎬｕꎬｕ′)ꎬ　 ０<ｔ<１ꎬ
ｕ′(０)＝ ｕ′(１)＝ ０ꎬ{ (３)

能否建立正解的存在性结果ꎬ其中 ｋ>０ 为常数ꎬ ｆ:[０ꎬ１]×[０ꎬ∞ )×Ｒ→[０ꎬ∞ )为连续函数ꎮ
讨论如下参数化问题

－ｕ″＋ｋ２ｕ＝ ｆ( ｔꎬｕꎬｕ′)＋λꎬ　 ０<ｔ<１ꎬ
ｕ′(０)＝ ｕ′(１)＝ ０{ (４)

解的先验界ꎬ其中 λ 为正参数ꎮ 引入问题(４)的辅助问题

－ｕ″＋ｋ２ｕ＝ ｆ( ｔꎬｕꎬα′)＋λꎬ　 ０<ｔ<１ꎬ
ｕ′(０)＝ ｕ′(１)＝ ０ꎬ{ (５)

其中 α∈Ｃ１(０ꎬ１)ꎬ α′(０)＝ α′(１)＝ ０ꎮ
本文作如下假设:
(Ｈ１) 存在常数 μ>０ꎬ使得

ｌｉｍ ｉｎｆ
ｕ→＋∞

ｆ( ｔꎬｕꎬψ)
ｕ

≥μ>ｃ１

对( ｔꎬψ)∈[０ꎬ１]×Ｉ 一致成立ꎬ其中 ｃ１ 见式(７)ꎬＩ 是 Ｒ 上包含原点的闭子区间ꎻ
(Ｈ２) 存在常数 ν>０ꎬ使得

ｌｉｍ ｓｕｐ
ｕ→０

ｆ( ｔꎬｕꎬψ)
ｕ

≤ν<ｃ２

对( ｔꎬψ)∈[０ꎬ１]×Ｉ 一致成立ꎬ其中 ｃ２ 见式(８)ꎬＩ 是 Ｒ 上包含原点的闭子区间ꎻ
(Ｈ３) 存在常数 Ａ１>０ꎬ Ｂ１>０ꎬ对( ｔꎬｕꎬψ)∈[０ꎬ１]×[０ꎬ∞ )×Ｒꎬ有

ｆ( ｔꎬｕꎬψ)≤Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２＋Ｂ１ψ２ꎮ
定理 １　 假设(Ｈ１)成立ꎬ存在常数 Ｂ０>０ꎬＢ０ 不依赖于 λ 和 αꎬ对问题(５)的任意解 ｕꎬ有

‖ｕ‖∞ ≤Ｂ０ꎬ
其中‖ｕ‖∞ ＝ｍａｘ

０≤ｔ≤１
｜ ｕ( ｔ) ｜ ꎮ

定理 ２　 假设(Ｈ１)和(Ｈ３)成立ꎬ对任意常数 􀭵λ>０ꎬ存在常数 Ｂ>０ꎬ当 λ∈[０ꎬ􀭵λ]时ꎬ对问题(４)的任意解

ｕꎬ有
‖ｕ′‖∞ ≤Ｂꎮ

定理 ３　 假设(Ｈ１)—(Ｈ３)成立ꎬ问题(３)至少存在一个正解ꎮ
注 １　 当问题(３)中的非线性项 ｆ 不依赖于 ｕ′时ꎬ问题(３)将退化为文献[１]中的问题ꎬ即问题(１)ꎮ

２　 预备知识

令 Ｘ＝Ｃ[０ꎬ１]ꎬ Ｅ＝Ｃ１[０ꎬ１]ꎬ则空间 ＸꎬＥ 分别在范数
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‖ｕ‖∞ ＝ｍａｘ
０≤ｔ≤１

｜ ｕ( ｔ) ｜ ꎬ　 ‖ｕ‖＝‖ｕ‖∞ ＋‖ｕ′‖∞

下是 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎮ
齐次 Ｎｅｕｍｍａｎ 边值问题

－ｕ″＋ｋ２ｕ＝ ０ꎬ　 ０<ｔ<１ꎬ
ｕ′(０)＝ ｕ′(１)＝ ０{ (６)

的 Ｇｒｅｅｎ 函数为

Ｇ( ｔꎬｓ)＝

ｃｏｓｈ(ｋ(１－ｔ))ｃｏｓｈ(ｋｓ)
ｋ ｓｉｎｈ ｋ

ꎬ　 ０≤ｓ≤ｔ≤１ꎬ

ｃｏｓｈ(ｋｔ)ｃｏｓｈ(ｋ(１－ｓ))
ｋ ｓｉｎｈ ｋ

ꎬ ０≤ｔ≤ｓ≤１ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

其中ꎬｓｉｎｈ ｋ＝ １
２
[ｅｋ－ｅ－ｋ]ꎬ ｃｏｓｈ ｋ＝ １

２
[ｅｋ＋ｅ－ｋ]ꎮ

记 ｍ＝ ｍｉｎ
０≤ｔꎬｓ≤１

Ｇ( ｔꎬｓ)>０ꎬ Ｍ＝ ｍａｘ
０≤ｔꎬｓ≤１

Ｇ( ｔꎬｓ)ꎬ σ＝ｍＭ－１ꎬ令

ｃ０:＝ｍａｘ
０≤ｔ≤１ ∫

１

０
Ｇ( ｔꎬｓ)ｄｓꎬ　 ｃ－１

１ :＝σｃ０ꎮ (７)

由问题(６)的 Ｇｒｅｅｎ 函数可知ꎬ

ｄ
ｄｔ

Ｇ( ｔꎬｓ)＝

－ｓｉｎｈ(ｋ(１－ｔ))ｃｏｓｈ(ｋｓ)
ｓｉｎｈ ｋ

ꎬ　 ０≤ｓ<ｔ≤１ꎬ

ｓｉｎｈ(ｋｔ)ｃｏｓｈ(ｋ(１－ｓ))
ｓｉｎｈ ｋ

ꎬ ０≤ｔ<ｓ≤１ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

令

ｃ３:＝ｍａｘ
０≤ｔ≤１ ∫

１

０

ｄ
ｄｔ

Ｇ( ｔꎬｓ) ｄｓꎬ

ｃ－１
２ :＝ ｃ０＋ｃ３ꎮ (８)

引理 １[１０] 　 令 Ｐ 是 Ｂａｎａｃｈ 空间中的锥ꎬ令 Ｆ:Ｐ→Ｐ 为全连续算子且 Ｆ(０)＝ ０ꎬ假设存在 ｒ>０ꎬ Ｒ>ｒꎬ
Ｈ:[０ꎬ１]×Ｐ→Ｐꎬ使得

(ⅰ) ｕ≠ｔＦ(ｕ)ꎬ对任意的‖ｕ‖＝ ｒꎬ ｔ∈[０ꎬ１]ꎻ
(ⅱ) Ｆ(ｕ)＝ Ｈ(０ꎬｕ)ꎬ对任意的 ｕ∈Ｐꎻ
(ⅲ) Ｈ( ｔꎬｕ)≠ｕꎬ对任意的‖ｕ‖＝Ｒꎬ ｔ∈[０ꎬ１]ꎻ
(ⅳ) Ｈ(１ꎬｕ)≠ｕꎬ对任意的‖ｕ‖≤Ｒꎮ

则算子 Ｆ 存在不动点 ｕ０ꎬ ｒ<‖ｕ０‖<Ｒꎮ

３　 主要结果的证明

定理 １ 证明ꎮ 问题(５)的解 ｕ( ｔ)可表示为积分形式:

ｕ( ｔ)＝ ∫１
０
Ｇ( ｔꎬｓ)( ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬα′(ｓ))＋λ)ｄｓꎬ　 ０≤ｔ≤１ꎬ

同时

ｕ( ｔ)≥ ｍ∫１
０
( ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬα′(ｓ))＋λ)ｄｓ＝ ｍ

Ｍ ∫１
０
Ｍ( ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬα′(ｓ))＋λ)ｄｓ

≥ｍ
Ｍ

ｍａｘ
０≤ｔ≤１ ∫

１

０
Ｇ( ｔꎬｓ)( ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬα′(ｓ))＋λ)ｄｓ≥σ‖ｕ‖∞ ꎮ

下面证明ꎬ存在常数 Ｂ０>０ꎬ对问题(５)的任意解 ｕꎬ有
‖ｕ‖∞ ≤Ｂ０ꎮ

事实上ꎬ若存在问题(５)的解序列{ｕｎ}ꎬ使得当 ｎ→∞时有‖ｕｎ‖∞ →∞ꎮ 由假设(Ｈ１)得ꎬ存在 δ>０ꎬ δ<μ－ｃ１ꎬ
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存在 Ｒ>０ꎬ当 ｕ≥Ｒ 时ꎬ

ｆ( ｔꎬｕꎬψ)≥ ｃ１＋
δ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕꎮ

存在 ｎ０>０ꎬ当 ｎ≥ｎ０ 时ꎬ ｜ ｕｎ( ｔ) ｜ >Ｒꎬ ｔ∈[０ꎬ１]ꎻ当 ｎ≥ｎ０ 时ꎬ

ｕｎ( ｔ)≥∫１
０
Ｇ( ｔꎬｓ) ｆ(ｓꎬｕｎ(ｓ)ꎬα′(ｓ))ｄｓ

≥∫１
０
Ｇ( ｔꎬｓ) ｃ１＋

δ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｎ(ｓ)ｄｓ

≥ ｃ１＋
δ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷σ‖ｕｎ‖∞ ∫１

０
Ｇ( ｔꎬｓ)ｄｓꎬ

则

‖ｕｎ‖∞ ≥ｃ０ ｃ１＋
δ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷σ‖ｕｎ‖∞ ꎬ

所以

σｃ０≤
１

ｃ１＋δ / ２
ꎬ

与式(７)矛盾ꎮ 假设不成立ꎬ定理 １ 得证ꎮ
定理 ２ 证明ꎮ 设 ｕ 是问题(４)的解ꎬ

ｄ
ｄｔ

ｌｎ(λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２＋Ｂ１ｕ′２)＝
－２Ｂ１ｋ２ｕｕ′＋２Ｂ１ｕ′ｕ″
λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２＋Ｂ１ｕ′２

＝
２Ｂ１ｕ′(－ｋ２ｕ＋ｕ″)

λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２＋Ｂ１ｕ′２

＝
－２Ｂ１ｕ′( ｆ( ｔꎬｕꎬｕ′)＋λ)
λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２＋Ｂ１ｕ′２

ꎮ

由假设(Ｈ３)ꎬ当 ｕ′( ｔ)<０ꎬ ｔ∈(０ꎬ１)时ꎬ
ｄ
ｄｔ

ｌｎ(λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２＋Ｂ１ｕ′２)≤－２Ｂ１ｕ′ꎮ (９)

由假设(Ｈ３)ꎬ当 ｕ′( ｔ)>０ꎬ ｔ∈(０ꎬ１)时ꎬ
ｄ
ｄｔ

ｌｎ(λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２＋Ｂ１ｕ′２)≥－２Ｂ１ｕ′ꎮ (１０)

下面对 ｕ′( ｔ)分情况讨论ꎮ
(ⅰ) 若 ｕ( ｔ)在 ｔ＝ ０ 时取得最大值ꎬ对式(９)积分得

∫ｔ
０

ｄ
ｄｔ

ｌｎ(λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２(ｓ)＋Ｂ１ｕ′２(ｓ))ｄｓ≤ ∫ｔ
０
－２Ｂ１ｕ′(ｓ)ｄｓꎬ　 ０<ｔ<１ꎬ

计算可得

ｌｎ(λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２( ｔ)＋Ｂ１ｕ′２( ｔ))≤ｌｎ(􀭵λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ(０))＋２Ｂ１(ｕ(０)－ｕ( ｔ))ꎬ　 ０<ｔ<１ꎬ
即

ｌｎ(λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２( ｔ)＋Ｂ１ｕ′２( ｔ))≤ｌｎ(􀭵λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２‖ｕ‖∞ )＋２Ｂ１(‖ｕ‖∞ －ｕ( ｔ))ꎬ　 ０<ｔ<１ꎮ
(ⅱ) 若 ｕ( ｔ)在 ｔ＝ １ 时取得最大值ꎬ对式(１０)积分得

∫１
ｔ

ｄ
ｄｔ

ｌｎ(λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２(ｓ)＋Ｂ１ｕ′２(ｓ))ｄｓ≥ ∫１
ｔ
－２Ｂ１ｕ′(ｓ)ｄｓꎬ　 ０<ｔ<１ꎬ

计算可得

ｌｎ(λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２( ｔ)＋Ｂ１ｕ′２( ｔ))≤ｌｎ(􀭵λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ(１))＋２Ｂ１(ｕ(１)－ｕ( ｔ))ꎬ　 ０<ｔ<１ꎬ
即

ｌｎ(λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２( ｔ)＋Ｂ１ｕ′２( ｔ))≤ｌｎ(􀭵λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２‖ｕ‖∞ )＋２Ｂ１(‖ｕ‖∞ －ｕ( ｔ))ꎬ　 ０<ｔ<１ꎮ
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(ⅲ) 若 ｕ( ｔ)在 ｔ＝ ξ 时取得最大值ꎬξ∈(０ꎬ１)ꎮ 存在 ε>０ꎬ当 ｔ∈(ξ－εꎬξ)时ꎬ
ｌｎ(λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２( ｔ)＋Ｂ１ｕ′２( ｔ))≤ｌｎ(􀭵λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ(ξ))＋２Ｂ１(ｕ(ξ)－ｕ( ｔ))ꎮ

当 ｔ∈(ξꎬξ＋ε)时ꎬ
ｌｎ(λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２( ｔ)＋Ｂ１ｕ′２( ｔ))≤ｌｎ(􀭵λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ(ξ))＋２Ｂ１(ｕ(ξ)－ｕ( ｔ))ꎮ

因此ꎬ当 ｔ∈(ξ－εꎬξ＋ε)时ꎬ
ｌｎ(λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２( ｔ)＋Ｂ１ｕ′２( ｔ))≤ｌｎ(􀭵λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２‖ｕ‖∞ )＋２Ｂ１(‖ｕ‖∞ －ｕ( ｔ))ꎮ

综上ꎬ对情况(ⅰ)、(ⅱ)、(ⅲ)ꎬ均有

ｌｎ(λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２ｕ２( ｔ)＋Ｂ１ｕ′２( ｔ))≤ｌｎ(􀭵λ＋Ａ１－Ｂ１ｋ２‖ｕ‖∞ )＋２Ｂ１(‖ｕ‖∞ －ｕ( ｔ))ꎬ　 ０<ｔ<１ꎮ (１１)
因为问题(５)的解不依赖于 α 和 λꎬ当 α( ｔ)＝ ｕ( ｔ)时ꎬ问题(５)的解是问题(４)的解ꎮ 假设(Ｈ１)成立ꎬ由

定理 １ 可知ꎬ问题(５)的解有先验界ꎬ则问题(４)的解有先验界ꎮ 结合式(１１)可知ꎬ对问题(４)的任意解 ｕꎬ
‖ｕ′‖∞ 有先验界ꎬ即存在常数 Ｂ>０ꎬ‖ｕ′‖∞ ≤Ｂꎮ 定理 ２ 得证ꎮ

定理 ３ 证明ꎮ 定义锥 Ｐ 为

Ｐ＝{ｕ∈Ｅ:ｕ( ｔ)≥０ꎬ　 ｍｉｎ
０≤ｔ≤１

ｕ( ｔ)≥σ‖ｕ‖∞ }ꎮ

定义算子 Ｆ :Ｐ→Ｐꎬ

Ｆ ｕ( ｔ)＝∫１
０
Ｇ( ｔꎬｓ) ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬｕ′(ｓ))ｄｓꎮ

容易验证ꎬＦ 为全连续算子ꎬ算子 Ｆ 的不动点为问题(３)的解ꎮ
算子 Ｆ 具有保锥性ꎮ 事实上ꎬ∀ｕ∈Ｐꎬ

ｍｉｎ
０≤ｔ≤１

Ｆ ｕ( ｔ)＝ ｍｉｎ
０≤ｔ≤１ ∫

１

０
Ｇ( ｔꎬｓ) ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬｕ′(ｓ))ｄｓ≥ ｍ∫１

０
ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬｕ′(ｓ))ｄｓ

＝ ｍ
Ｍ ∫１

０
Ｍｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬｕ′(ｓ))ｄｓ≥ｍ

Ｍ
ｍａｘ
０≤ｔ≤１ ∫

１

０
Ｇ( ｔꎬｓ) ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬｕ′(ｓ))ｄｓ

＝σ‖Ｆ ｕ‖∞ ꎮ
定义算子 Ｈ(ｎꎬｕ)( ｔ)＝ Ｆλ(ｎꎬｕ)( ｔ)ꎬ

Ｆλ(ｎꎬｕ)( ｔ)＝ ∫１
０
Ｇ( ｔꎬｓ)( ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬｕ′(ｓ))＋ｎλ)ｄｓꎬ　 ０≤ｔꎬ　 ｎ≤１ꎮ

由假设(Ｈ２)得ꎬ存在 δ０>０ꎬ ν＝ ｃ２－ δ０ꎬ存在 ｒ>０ꎬ当 ０≤ｕ≤ｒ 时ꎬ

ｆ( ｔꎬｕꎬψ)≤ ｃ２－
δ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕꎮ

因此ꎬ当‖ｕ‖＝ ｒ 时ꎬ

｜Ｆ (ｕ)( ｔ) ｜ ＝ ∫１
０
Ｇ( ｔꎬｓ) ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬｕ′(ｓ))ｄｓ≤ ｃ２－

δ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕ‖∞ ∫１

０
Ｇ( ｔꎬｓ)ｄｓ≤ｃ０ ｃ２－

δ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕ‖∞ ꎮ

同理ꎬ

｜Ｆ ′(ｕ)( ｔ) ｜ ＝ ∫１
０

ｄ
ｄｔ

Ｇ( ｔꎬｓ)􀅰ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬｕ′(ｓ))ｄｓ ≤ ∫１
０

ｄ
ｄｔ

Ｇ( ｔꎬｓ) 􀅰 ｆ(ｓꎬｕ(ｓ)ꎬｕ′(ｓ)) ｄｓ

≤ ｃ２－
δ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕ‖∞ ∫１

０

ｄ
ｄｔ

Ｇ( ｔꎬｓ) ｄｓ≤ｃ３ ｃ２－
δ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕ‖∞ ꎮ

所以ꎬ当‖ｕ‖＝ ｒ 时ꎬ

‖Ｆ ｕ‖＝‖Ｆ ｕ‖∞ ＋‖Ｆ ′ｕ‖∞ ≤(ｃ０＋ｃ３) ｃ２－
δ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕ‖∞ ＝ １

ｃ２
ｃ２－

δ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｕ‖∞ <‖ｕ‖∞ ꎮ (１２)

由式(１２)可得ꎬ引理 １ 的(ⅰ)成立ꎬ引理 １ 的(ⅱ)显然成立ꎮ 由定理 ２ 可知ꎬ当 􀭵λ 足够大ꎬλ ＝􀭵λ 时ꎬ问
题(４)不存在正解ꎻ当 Ｒ＝Ｂ＋１ 时ꎬ引理 １ 的(ⅲ)和(ⅳ)成立ꎬ因此ꎬ由引理 １ 可知ꎬ算子 Ｆ 存在不动点ꎬ问题

(３)至少存在一个正解ꎮ 定理 ３ 得证ꎮ
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