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基于 ＦＴ￣粗糙集构建知识结构与寻找学习路径方法
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摘要:提出 ＦＴ￣粗糙集下构建知识结构的方法ꎬ讨论如何对学习者进行技能评估和学习路径选择ꎮ 在模糊近似空间中ꎬ利用

ＦＴ￣粗糙集的上逆和下逆模型构建知识结构并研究了知识结构的性质ꎮ 在已知学习者的知识状态的情形下对学习者的技能

的掌握情况进行评估ꎬ并给出学习路径图及其算法ꎬ通过教学实例说明算法的有效性和可行性ꎮ
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０　 引言

知识空间理论[１](ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ ｓｐａｃｅ ｔｈｅｏｒｙꎬ ＫＳＴ)是一种数学心理模型[２￣４]ꎬ它的基本思想是通过分析个

体对不同水平的一系列有关问题的解答情况来确定个体在不同知识中的认知水平ꎬ该理论广泛应用于教育

等领域[５￣８]ꎮ
在 ＫＳＴ 中ꎬ知识结构是对学习者进行评估和学习指导的重要工具ꎬ如何准确地构建知识结构是 ＫＳＴ 的

研究热点ꎮ Ｆａｌｍａｇｎｅ 等[９]研究基于专家问询生成知识空间的方法ꎬ然而ꎬ这种方法仅考虑领域专家的知识

和经验ꎬ忽视不同学习者可能具有不同的潜在认知能力ꎮ Ｓｃｈｒｅｐｐ[１０] 从大数据中构造关于项目集的推测关

系ꎬ并用于构建知识结构ꎬ但获取大量且适用的数据是较为困难的ꎮ 为更准确地构建知识结构ꎬＤｏｉｇｎｏｎ[１１]

将技能引入 ＫＳＴ 中ꎬ通过技能映射建立问题与技能之间的对应关系ꎬ并从技能映射获取知识结构ꎮ 在实际
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教育背景中ꎬ学习者在学习过程对技能的掌握程度会有所差异ꎬ并且解决不同的问题对技能掌握的要求也有

所不同ꎮ 基于此ꎬＳｕｎ 等[１２]提出模糊技能的概念ꎬ并给出模糊技能映射下构建知识结构的方法ꎮ
学习路径是自适应学习的一个重要研究课题ꎬ它能够有效地指导学习者学习ꎬ并进行个性化学习推荐ꎮ

ＫＳＴ 是寻找学习路径的有力工具ꎮ Ｈｅｌｌｅｒ 等[１３] 利用 ＫＳＴ 获取能力状态并寻找学习路径的方法ꎮ 何秋红

等[１４]应用 ＫＳＴ 对国际大学生程序设计竞赛的学习路径算法进行研究ꎬ并设计贪心算法 ＭａｘＰａｔｈ 实现竞赛

的 ３ 种学习路径ꎮ 陈东晓等[１５]通过 ＫＳＴ 来构建学习者在微积分测试中展示的知识结构和学习路径ꎬ以此

研究微积分学前辅导对成绩的影响ꎮ
近年来ꎬ学者们将 ＫＳＴ 与其他学科建立了紧密的联系ꎮ 例如ꎬ对于形式背景和 ＫＳＴꎬＲｕｓｃｈ 等[１６] 首次将

形式背景和 ＫＳＴ 相结合ꎬ研究由形式背景构建知识结构的方法ꎮ 认知诊断理论和 ＫＳＴ 密切相关[１７￣１８]ꎬ Ｈｅｌｌｅｒ
等[１９]将两者相结合ꎬ扩展了 ＫＳＴ 的应用范围ꎮ 目前ꎬ将 ＫＳＴ 与不同学科的结合已成为研究的焦点之一ꎮ

粗糙集理论[２０](ｒｏｕｇｈ ｓｅｔ ｔｈｅｏｒｙꎬ ＲＳＴ)是一种用于分析对象的模糊和不精确描述的数学工具ꎬ该理论在数

据挖掘、机器学习、知识发现、知识空间等领域得到广泛的应用ꎮ Ｄüｎｔｓｃｈ 等[２１]讨论 ＫＳＴ 和 ＲＳＴ 的联系ꎮ Ｙａｏ
等[２２]和王国胤等[２３]在同一框架中探究 ＫＳＴ 和 ＲＳＴꎬ利用 ＲＳＴ 中的近似思想构造知识结构ꎮ Ｌｉｕ[２４]利用双论

域粗糙集对技能映射下构造的知识结构进行等价刻画ꎮ 高纯等[２５]借助粗糙集属性约简的思想ꎬ得到寻找极小

技能集的方法ꎮ 杨桃丽等[２６]结合变精度粗糙集模型的思想ꎬ介绍技能包含度的概念ꎬ并提出构造知识结构的两

种变精度模型ꎮ Ｘｕ 等[２７]在此基础上提出模糊技能包含度的概念ꎬ研究基于模糊能力的基本局部独立模型ꎬ考
虑其不可辨识性ꎮ 将 ＲＳＴ 应用到 ＫＳＴ 中ꎬ可解决 ＫＳＴ 中的一些重要问题ꎬ如知识结构的构建ꎬ极小技能集等

问题ꎮ
Ｔ￣粗糙集模型[２８]是相容关系下的双论域粗糙集模型ꎬ它是 Ｐａｗｌａｋ 粗糙集模型的重要推广形式之一ꎬ由于

Ｔ￣粗糙集中的对象集和属性集是分明的ꎬ而在实际生活中ꎬ对象集和属性集是模糊的现象更为普遍ꎬ例如问题

的分层ꎬ技能熟练度等问题ꎮ 张纪平等[２９]将 Ｔ￣粗糙集推广为 ＦＴ￣粗糙集ꎬＦＴ￣粗糙集的基本思想为基于对象集

和属性集的模糊二元关系建立模糊集值映射ꎬ研究模糊属性集的上逆和下逆ꎬ从而得到分明的对象集ꎮ 若将对

象集视为问题集ꎬ属性集视为技能集ꎬ则 ＦＴ￣粗糙集可应用于构建知识结构与寻找学习路径ꎬ拓宽了 Ｔ￣粗糙集

的应用范围ꎬ同时ꎬＴ￣粗糙集的上逆和下逆也可用于构建知识结构ꎮ 基于以上分析ꎬ本文利用粗糙集可构造知

识结构这一特点ꎬ在模糊近似空间下ꎬ研究由 ＦＴ￣粗糙集的下逆模型和上逆模型构造知识结构的方法ꎬ并研究其

性质ꎮ 其次ꎬ评估学习者对技能的掌握情况ꎬ以此给出适合学习者个性化情况的学习路径图及其算法ꎬ通过教

学实例说明算法的可行性和有效性ꎮ

１　 预备知识

设 Ｓ 是非空有限集合ꎬＦ (Ｓ)＝ {Ｙ ｜Ｙ:Ｓ→[０ꎬ１]}表示 Ｓ 上所有模糊集构成的集族ꎬ记 Ｙ:Ｓ→[０ꎬ１]为 Ｙ ＝
Ｙ(ｓ)
ｓ

ｓ∈Ｓ{ } ꎮ 当 Ｙ(ｓ)＝ ０ 时ꎬ可省略不写ꎮ

Ｆ (Ｓ)上的相等关系、包含关系以及并、交规定运算[３０]ꎬ ∀Ｙ１ꎬＹ２∈Ｆ (Ｓ)ꎬ有
(１) Ｙ１ ＝Ｙ２⇔Ｙ１(ｓ)＝ Ｙ２(ｓ)ꎬ ∀ｓ∈Ｓꎻ
(２) Ｙ１⊆Ｙ２⇔Ｙ１(ｓ)≤Ｙ２(ｓ)ꎬ ∀ｓ∈Ｓꎻ
(３) (Ｙ１∪Ｙ２)(ｓ)⇔Ｙ１(ｓ)∨Ｙ２(ｓ)ꎬ ∀ｓ∈Ｓꎻ
(４) (Ｙ１∩Ｙ２)(ｓ)⇔Ｙ１(ｓ)∧Ｙ２(ｓ)ꎬ ∀ｓ∈Ｓꎮ
定义 １[２９〗　 设 Ｑ 和 Ｓ 是两个非空有限集合ꎬ若对∀ｑ∈Ｑꎬ都有 Ｓ 上的一个非空模糊集与之对应ꎬ并记此模

糊集为 Ｔ(ｑ)ꎬ则 Ｔ:Ｑ→Ｆ (Ｓ) ＼{⌀}称为模糊集值映射ꎮ
注 １　 为行文方便ꎬＴ(ｑ)简记为 Ｔｑꎬ模糊集值映射 Ｔ 可表示 Ｑ 到 Ｓ 上的一个模糊关系ꎮ
定义 ２[２９] 　 设 Ｑ 和 Ｓ 是两个非空有限集合ꎬＴ:Ｑ→Ｆ (Ｓ) ＼{⌀}是模糊集值映射ꎬ称(ＱꎬＳꎬＴ)为模糊近似

空间ꎬ对 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬＹ 的上逆 Ｔ ＋(Ｙ)和下逆 Ｔ －１(Ｙ)分别定义为

Ｔ ＋(Ｙ)＝ {ｑ∈Ｑ ｜∀ｓ∈Ｓꎬ Ｔｑ(ｓ)≤Ｙ(ｓ)}ꎬ 　 Ｔ －１(Ｙ)＝ {ｑ∈Ｑ ｜∃ｓ∈Ｓꎬ　 ０<Ｔｑ(ｓ)≤Ｙ(ｓ)}ꎮ
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称序对(Ｔ ＋(Ｙ)ꎬ Ｔ －１(Ｙ))为 ＦＴ￣粗糙集ꎮ
注 ２　 定义 ２ 所定义的模糊近似空间与文献[３１]定义的模糊近似空间的不同之处在于用模糊集值映射表

示 ２ 个集合间的模糊关系ꎬ并且不含空集ꎬ其定义符合知识空间理论的应用背景ꎬ将 Ｑ 视为问题集ꎬＳ 视为技能

集ꎬ对∀ｑ∈Ｑꎬ Ｔｑ≠⌀表示解决任何问题都要先掌握与该问题相关的模糊技能集ꎮ
命题 １[２９] 　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ∀Ｙ１ꎬ Ｙ２∈Ｆ (Ｓ)ꎬ有
(１) Ｔ ＋(Ｙ１)⊆Ｔ －１(Ｙ１)ꎻ
(２) Ｔ －１(Ｓ)＝ Ｔ ＋(Ｓ)＝ Ｑꎻ
(３) Ｔ －１(⌀)＝ Ｔ ＋(⌀)＝ ⌀ꎻ
(４) Ｔ ＋(Ｙ１∩Ｙ２)＝ Ｔ ＋(Ｙ１)∩Ｔ ＋(Ｙ２)ꎻ
(５) Ｔ ＋(Ｙ１)∪Ｔ ＋(Ｙ２)⊆Ｔ ＋(Ｙ１∪Ｙ２)ꎻ
(６) Ｔ －１(Ｙ１∩Ｙ２)⊆Ｔ －１(Ｙ１)∩Ｔ －１(Ｙ２)ꎻ
(７) Ｔ －１(Ｙ１∪Ｙ２)＝ Ｔ －１(Ｙ１)∪Ｔ －１(Ｙ２)ꎻ
(８) 如果 Ｙ１⊆Ｙ２ꎬ则 Ｔ ＋(Ｙ１)⊆Ｔ ＋(Ｙ２)ꎻ
(９) 如果 Ｙ１⊆Ｙ２ꎬ则 Ｔ －１(Ｙ１)⊆Ｔ －１(Ｙ２)ꎮ
定义 ３[１] 　 设 Ｑ 为非空有限问题集ꎬ称学习者在问题集 Ｑ 上能够正确回答的问题子集为该学习者的知识

状态ꎬ记为 Ｋꎻ若 Ｋ 是由某些知识状态构成的集族ꎬ且至少包含⌀和 Ｑꎬ则称(ＱꎬＫ )为知识结构ꎮ
若给定 Ｑꎬ直接称 Ｋ 为知识结构ꎮ
若 Ｋ 对并运算保持封闭性(即对∀Ｋ１ꎬＫ２∈Ｋꎬ Ｋ１∪Ｋ２∈Ｋ )ꎬ则称(ＱꎬＫ)为知识空间ꎬ或直接称 Ｋ 为

知识空间ꎻ若 Ｋ 对交运算保持封闭性(即对∀Ｋ１ꎬＫ２∈Ｋꎬ Ｋ１∩Ｋ２∈Ｋ )ꎬ则称(ＱꎬＫ )为简单闭包空间ꎬ或直

接称 Ｋ 为简单闭包空间ꎮ
定义 ４[１] 　 若 Ｇ ′是由 Ｇ 的子集族的并构成的集族ꎬ即∀Ｆ ⊆Ｇꎬ有∪Ｆ∈Ｇ ′ꎬ则称 Ｇ ′是 Ｇ 的张成或 Ｇ 张

成 Ｇ ′ꎬ记作 Ｇ ′＝Ｓｐａｎ(Ｇ )ꎮ
定义 ５[３２] 　 设(ＱꎬＫ )为知识结构ꎬ称(ＱꎬＫ )是一个学习空间ꎬ如果满足如下 ２ 个条件:
(Ｌ１)学习顺畅性ꎮ 对于∀Ｋꎬ Ｌ∈Ｋꎬ如果 Ｋ⊂Ｌꎬ则存在有限的知识状态链

Ｋ＝Ｋ０⊂Ｋ１⊂􀆺⊂Ｋｐ ＝Ｌ
使得 ｜Ｋｉ ＼Ｋｉ－１ ｜ ＝ １(１≤ｉ≤ｐ)ꎬ其中Ｋｉ∈Ｋꎻ

(Ｌ２)学习连续性ꎮ 对于∀ＫꎬＬ∈Ｋꎬ如果 Ｋ⊂Ｌ 且对问题 ｑ∈Ｑꎬ满足 Ｋ＋{ｑ}∈Ｋꎬ则 Ｌ∪{ｑ}∈Ｋꎮ
从教育学角度看ꎬ条件(Ｌ１)表示如果学习者的知识状态是 Ｋꎬ那么学习者可通过每次掌握 Ｌ ＼Ｋ 中一个问

题ꎬ逐渐达到知识状态 Ｌꎻ条件(Ｌ２)表示懂得越多得学生ꎬ其学习能力越强ꎮ
定义 ６[３３] 　 设(ＱꎬＫ )是知识结构ꎬ∀Ｋ∈Ｋ(Ｋ≠Ｑ)ꎬ知识状态为 Ｋ 的学习者通过学习后达到紧接着的

下一个状态 Ｋ′∈Ｋ(Ｋ⊂Ｋ′)称为 Ｋ 的后继状态ꎮ

２　 由 ＦＴ￣粗糙集构建的知识结构

知识空间、简单闭包空间和学习空间都是具有教育意义的特殊知识结构ꎬ学习空间是良级知识空间ꎮ 本章

证明知识空间和简单闭包空间可分别由 ＦＴ￣粗糙集的下逆模型和上逆模型表示ꎬ并且讨论这两个知识结构满足

对偶性的条件ꎬ探讨了 ＦＴ￣粗糙集的下逆模型和上逆模型分别生成学习空间和良级简单闭包空间的充要条件ꎮ
定义 ７　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ对 Ｙ∈Ｆ (Ｓ) ꎬ称

Ｔ －１(Ｙ)＝ {ｑ∈Ｑ ｜∃ｓ∈Ｓꎬ ０<Ｔｑ(ｓ)≤Ｙ(ｓ)}
为 Ｙ 通过下逆模型诱导的知识状态ꎬ记为 Ｋ －ꎮ 称 Ｋ － ＝{Ｔ －１(Ｙ) ｜Ｙ∈Ｆ (Ｓ)}为(ＱꎬＳꎬＴ)通过下逆模型诱导的

知识结构ꎮ
定义 ８　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ对 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ称

Ｔ ＋(Ｙ)＝ {ｑ∈Ｑ ｜∀ｓ∈Ｓꎬ Ｔｑ(ｓ)≤Ｙ(ｓ)}
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为 Ｙ 通过上逆模型诱导的知识状态ꎬ记为 Ｋ ＋ꎮ 称Ｋ ＋ ＝{Ｔ ＋(Ｙ) ｜Ｙ∈Ｆ (Ｓ)}为(ＱꎬＳꎬＴ)通过上逆模型诱导的知

识结构ꎮ
注 ３　 取 Ｙ 为 Ｆ (Ｓ)中的不同模糊集ꎬ其分别通过下逆模型生成的知识状态 Ｋ －和上逆模型生成的知识状

态 Ｋ ＋可能是相同的ꎮ 通过一个例子说明注 ３ꎮ
例 １　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ其中 Ｑ＝{ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３ꎬｑ４}ꎬ Ｓ＝{ｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３}ꎬＴ 如表 １ 所示ꎮ

表 １　 例 １ 中模糊集值映射 Ｔ
Ｔａｂｌｅ １　 Ｆｕｚｚｙ Ｓｅｔ￣ｖａｌｕｅｄ Ｍａｐｐｉｎｇ Ｔ ｉｎ Ｅｘａｍｐｌｅ １

Ｔ ｓ１ ｓ２ ｓ３
ｑ１ ０ ０.３ ０
ｑ２ ０.５ ０.６ ０.７
ｑ３ ０.５ ０.６ ０
ｑ４ ０.８ ０ ０

　 　 取 Ｙ＝ ０.３
ｓ１

ꎬ０.７
ｓ２

ꎬ０.５
ｓ３{ } ꎬＹ 通过下(上)逆模型生成知识状态 Ｋ － ＝{ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３}ꎬ Ｋ ＋ ＝{ｑ１}ꎮ

取 Ｙ＝ ０.６
ｓ１

ꎬ０.８
ｓ２{ } ꎬ Ｙ 通过下(上)逆模型生成知识状态 Ｋ － ＝{ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３}ꎬ Ｋ ＋ ＝{ｑ１ꎬｑ３}ꎮ

取 Ｙ＝ ０.３
ｓ１

ꎬ０.５
ｓ２

ꎬ０.９
ｓ３{ } ꎬＹ 通过下(上)逆模型生成知识状态 Ｋ － ＝{ｑ１ꎬｑ２}ꎬ Ｋ ＋ ＝{ｑ１}ꎮ

由此ꎬ取 Ｙ＝ ０.３
ｓ１

ꎬ０.７
ｓ２

ꎬ０.５
ｓ３{ }和 Ｙ＝ ０.６

ｓ１
ꎬ０.８
ｓ２{ } ꎬＹ 通过下逆模型生成的知识状态相同ꎬ但通过上逆模型生成的

知识状态不同ꎬ取 Ｙ＝ ０.３
ｓ１

ꎬ０.７
ｓ２

ꎬ０.５
ｓ３{ }和 Ｙ＝ ０.３

ｓ１
ꎬ０.５
ｓ２

ꎬ０.９
ｓ３{ } ꎬＹ 通过下逆模型生成的知识状态不同ꎬ但通过上逆模型

生成的知识状态相同ꎮ
由于 Ｆ (Ｓ)是无限的ꎬ通过遍历每一个模糊集求其通过下(上)逆模型的知识状态ꎬ最终得到其下(上)逆模

型诱导的知识结构是无法实现的ꎬ因此对 Ｆ (Ｓ)进行分类ꎬ使其首先变成有限等价类ꎬ进而生成知识结构ꎮ
记号 １　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ对 ｓ∈Ｓꎬ记

ｈｓ ＝ ｜ {Ｔｑ(ｓ)∈(０ꎬ１] ｜ｑ∈Ｑ} ｜≤｜Ｑ ｜ ꎬ　 ｗｉ∈{１ꎬ２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬ｜Ｑ ｜ }ꎬ 　 αｉ(ｓ)＝
０ꎬ　 　 　 ｉ＝０
Ｔｑｗｉ

(ｓ)ꎬ　 １≤ｉ≤ｈｓ
{ ꎮ

按隶属度的大小将{Ｔｑ(ｓ)∈(０ꎬ１] ｜ｑ∈Ｑ}进行严格的递增排序为

０<Ｔｑｗ１
(ｓ)<Ｔｑｗ２

(ｓ)<􀆺<Ｔｑｗ(ｈｓ－１)
(ｓ)<Ｔｑｗｈｓ

(ｓ)≤１ꎬ

即 α０(ｓ)＝ ０<α１(ｓ)<α２(ｓ)<􀆺<αｈｓ－１(ｓ)<αｈｓ(ｓ)≤１ꎮ
对于 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ及 ｓ∈Ｓꎬ相应存在 ０≤ｉ≤ｈｓ－１ 使得 Ｙ(ｓ)∈[αｉ(ｓ)ꎬαｉ＋１(ｓ))ꎬ或 ｉ＝ｈｓꎬ Ｙ(ｓ)∈[αｈｓ(ｓ)ꎬ１]ꎮ
称 Ｙ(ｓ)∈[αｉ(ｓ)ꎬαｉ＋１(ｓ))与 αｉ(ｓ)近似ꎬ当且仅当满足以下条件:
(１) 若 ０≤ｉ≤ｈｓ－１ꎬ则有 Ｙ(ｓ)∈[αｉ(ｓ)ꎬαｉ＋１(ｓ))ꎻ
(２) 若 ｉ＝ｈｓꎬ则有 Ｙ(ｓ)∈[αｈｓ(ｓ)ꎬ１]ꎮ
对 ＹꎬＹ′∈Ｆ (Ｓ)ꎬ称 Ｙ 和 Ｙ′等价ꎬ即 Ｙ~Ｙ′ꎬ当且仅当对每个 ｓ∈Ｓꎬ Ｙ(ｓ)与 Ｙ′(ｓ)相应都同某个 αｉ(ｓ)近似ꎬ

其中 ｉ∈０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｈｓꎮ
对 Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ记[Ｙ] ＝{Ｙ′ ｜Ｙ~Ｙ′ꎬＹ′∈Ｆ (Ｓ)}和 Ｆ (Ｓ) / ~ ＝{[Ｙ] ｜ Ｙ∈Ｆ (Ｓ)}ꎬ则 Ｆ (Ｓ) / ~是有限集ꎬ且

｜Ｆ (Ｓ) / ~ ｜ ＝ ∏
ｓ∈Ｓ

(ｈｓ＋１)ꎮ

由定义 ７ 和记号 １ 可得定理 １ꎮ
定理 １　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ对[Ｙ]∈Ｆ (Ｓ) / ~ꎬ [Ｙ]中的任一模糊集 Ｙ′通过下逆模型生成的知

识状态是相同的ꎮ
证明　 任取 Ｙ′∈[Ｙ]ꎬ对ｓｊ∈Ｓꎬ ｊ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ｜Ｓ ｜ ꎬ 存在 ０≤ｉ≤ｈｓｊ

－１ꎬ使得 Ｙ′(ｓｊ)∈[αｉ(ｓｊ)ꎬαｉ＋１(ｓｊ))或 ｉ＝ｈｓｊꎬ
Ｙ′(ｓｊ)∈[αｈｓｊ

(ｓｊ)ꎬ１]ꎬ注意到 Ｙ~Ｙ′ꎬ于是
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(ⅰ)若 Ｙ′(ｓｊ)∈[αｉ(ｓｊ)ꎬαｉ＋１(ｓｊ))ꎬ则有

Ｔ －１ Ｙ′(ｓｊ)
ｓｊ{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝{ｑ∈Ｑ ｜Ｙ′(ｓｊ)≥Ｔｑ(ｓｊ)>０} ＝{ｑ∈Ｑ ｜αｉ＋１(ｓｊ)>Τｑ(ｓｊ)>０} ＝Ｔ －１ Ｙ ｓｊ( )

ｓｊ{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎻ

(ⅱ)若 Ｙ′(ｓｊ)∈[αｈｓｊ
(ｓｊ)ꎬ１]ꎬ则有 Ｔ －１ Ｙ′(ｓｊ)

ｓｊ{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｑ∈Ｑ ｜ １≥Ｔｑ(ｓｊ)>０{ } ＝Ｔ －１ Ｙ(ｓｊ)

ｓｊ{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

由(ⅰ)、(ⅱ)可得ꎬＴ －１(Ｙ′)＝ ∪
ｓｊ∈Ｓ

Ｔ －１ Ｙ′(ｓｊ)
ｓｊ{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∪

ｓｊ∈Ｓ
Ｔ －１ Ｙ(ｓｊ)

ｓｊ{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｔ －１(Ｙ)ꎮ 以上表明[Ｙ]中的任一模糊集

Ｙ′通过下逆模型生成的知识状态都为 Ｔ －１(Ｙ)ꎮ
由定义 ８ 和记号 １ 可得定理 ２ꎮ
定理 ２　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ对[Ｙ]∈Ｆ (Ｓ) / ~ꎬ[Ｙ]中的任一模糊集 Ｙ′通过上逆模型生成的知

识状态是相同的ꎮ
证明　 任取 Ｙ′∈[Ｙ]ꎬ对ｓｊ∈Ｓꎬ ｊ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ｜Ｓ ｜ ꎬ那么存在 ０≤ｉ≤ｈｓｊ

－１ꎬ使得 Ｙ′(ｓｊ)∈[αｉ(ｓｊ)ꎬαｉ＋１(ｓｊ))或者

ｉ＝ｈｓｊꎬＹ′(ｓｊ)∈[αｈｓｊ
(ｓｊ)ꎬ１]ꎬ注意到 Ｙ ~ Ｙ′ꎬ令 Ｙ′ ＝ { １

ｓ１
ꎬ􀆺ꎬ １

ｓｊ－１
ꎬ
Ｙ′(ｓｊ)

ｓｊ
ꎬ􀆺ꎬ １

ｓ ｜ Ｓ ｜
} ꎬ Ｙ ＝ { １

ｓ１
ꎬ􀆺ꎬ １

ｓｊ－１
ꎬ
Ｙ(ｓｊ)
ｓｊ

ꎬ􀆺ꎬ

１
ｓ ｜ Ｓ ｜

} ꎮ

(ⅰ) 若 Ｙ′(ｓｊ)∈[αｉ(ｓｊ)ꎬαｉ＋１(ｓｊ))ꎬ则有 Ｔ ＋(Ｙ′)＝ {ｑ∈Ｑ ｜ Ｙ′(ｓｊ)≥Ｔｑ(ｓｊ)} ＝ {ｑ∈Ｑ ｜ αｉ＋１(ｓｊ) >Ｔｑ(ｓｊ)} ＝
Ｔ ＋(Ｙ)ꎻ

(ⅱ) 若 Ｙ′(ｓｊ)∈[αｈｓｊ
(ｓｊ)ꎬ１]ꎬ Ｔ ＋(Ｙ′)＝ Ｑ＝Ｔ ＋(Ｙ)ꎮ

由(ⅰ)、(ⅱ)可得 Ｔ ＋(Ｙ′)＝ Ｔ ＋(Ｙ)ꎮ 以上表明[Ｙ]中的任一模糊集 Ｙ′通过上逆模型生成的知识状态都为

Ｔ ＋(Ｙ)ꎮ
例 ２　 在例 １ 中ꎬ将 Ｆ (Ｓ)按记号 １ 进行分类ꎬ得到表 ２ꎮ 由表 ２ 可求出每个等价类[Ｙ]通过下(上)逆模型

生成的知识状态ꎬ如表 ３ 所示ꎮ
表 ２　 Ｆ (Ｓ) / ~中的所有等价类

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ｃｌａｓｓｅｓ ｉｎ Ｆ (Ｓ) / ~
[Ｙ] ｓ１ ｓ２ ｓ３ [Ｙ] ｓ１ ｓ２ ｓ３
[Ｙ１] [０ꎬ０.５) [０ꎬ０.３) [０ꎬ０.７) [Ｙ１０] [０.５ꎬ０.８) [０.３ꎬ０.６) [０.７ꎬ１.０]
[Ｙ２] [０ꎬ０.５) [０ꎬ０.３) [０.７ꎬ１.０] [Ｙ１１] [０.５ꎬ０.８) [０.６ꎬ１.０] [０ꎬ０.７)
[Ｙ３] [０ꎬ０.５) [０.３ꎬ０.６) [０ꎬ０.７) [Ｙ１２] [０.５ꎬ０.８) [０.６ꎬ１.０] [０.７ꎬ１.０]
[Ｙ４] [０ꎬ０.５) [０.３ꎬ０.６) [０.７ꎬ１.０] [Ｙ１３] [０.８ꎬ１.０] [０ꎬ０.３) [０ꎬ０.７)
[Ｙ５] [０ꎬ０.５) [０.６ꎬ１.０] [０ꎬ０.７) [Ｙ１４] [０.８ꎬ１.０] [０ꎬ０.３) [０.７ꎬ１.０]
[Ｙ６] [０ꎬ０.５) [０.６ꎬ１.０] [０.７ꎬ１.０] [Ｙ１５] [０.８ꎬ１.０] [０.３ꎬ０.６) [０ꎬ０.７)
[Ｙ７] [０.５ꎬ０.８) [０ꎬ０.３) [０ꎬ０.７) [Ｙ１６] [０.８ꎬ１.０] [０.３ꎬ０.６) [０.７ꎬ１.０]
[Ｙ８] [０.５ꎬ０.８) [０ꎬ０.３) [０.７ꎬ１.０] [Ｙ１７] [０.８ꎬ１.０] [０.６ꎬ１.０] [０ꎬ０.７)
[Ｙ９] [０.５ꎬ０.８) [０.３ꎬ０.６) [０ꎬ０.７) [Ｙ１８] [０.８ꎬ１.０] [０.６ꎬ１.０] [０.７ꎬ１.０]

表 ３　 Ｆ (Ｓ) / ~中的每个等价类生成的知识状态
Ｔａｂｌｅ ３　 Ｆｕｚｚｙ ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ ｓｔａｔｅｓ ｄｅｌｉｎｅａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ｃｌａｓｓｅｓ ｏｆ Ｆ (Ｓ) / ~

[Ｙ] [Ｙ１] [Ｙ２] [Ｙ３] [Ｙ４] [Ｙ５] [Ｙ６] [Ｙ７] [Ｙ８] [Ｙ９]

Ｔ －１(Ｙ) ⌀ {ｑ２} {ｑ１} {ｑ１ꎬｑ２} {ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３} {ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３} {ｑ２ꎬｑ３} {ｑ２ꎬｑ３} {ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３}

Ｔ ＋(Ｙ) ⌀ ⌀ {ｑ１} {ｑ１} {ｑ１} {ｑ１} ⌀ ⌀ {ｑ１}
[Ｙ１０] [Ｙ１１] [Ｙ１２] [Ｙ１３] [Ｙ１４] [Ｙ１５] [Ｙ１６] [Ｙ１７] [Ｙ１８]

Ｔ －１(Ｙ) {ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３} {ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３} {ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３} {ｑ２ꎬｑ３ꎬｑ４} {ｑ２ꎬｑ３ꎬｑ４} Ｑ Ｑ Ｑ Ｑ

Ｔ ＋(Ｙ) {ｑ１} {ｑ１ꎬｑ３} {ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３} {ｑ４} {ｑ４} {ｑ１ꎬｑ４} {ｑ１ꎬｑ４} {ｑ１ꎬｑ３ꎬｑ４} Ｑ

　 　 由表 ３ 可得ꎬ模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)通过下(上)逆模型诱导的知识结构为

Ｋ － ＝{⌀ꎬ{ｑ１}ꎬ{ｑ２}ꎬ {ｑ１ꎬｑ２}ꎬ{ｑ２ꎬｑ３}ꎬ{ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３}ꎬ{ｑ２ꎬｑ３ꎬｑ４}ꎬＱ}ꎬ
Ｋ ＋ ＝{⌀ꎬ{ｑ１}ꎬ{ｑ４}ꎬ{ｑ１ꎬｑ３}ꎬ{ｑ１ꎬｑ４}ꎬ{ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３}ꎬ{ｑ１ꎬｑ３ꎬｑ４}ꎬＱ}ꎮ
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下面ꎬ基于记号 １ 及定理 １ 给出模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)通过下逆模型生成知识结构 Ｋ －的算法 １ꎮ
算法 １　 获取模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)的知识结构 Ｋ －ꎮ
输入　 模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)ꎮ
输出　 Ｋ －ꎮ
(１) 令 Ｆ (Ｓ) / ~ ＝⌀ꎬ Ｋ － ＝⌀ꎻ
(２) 由记号 １ 对 Ｆ (Ｓ)进行分类得到 Ｆ (Ｓ) / ~ ＝{[Ｙ] ｜Ｙ∈Ｆ (Ｓ)}ꎻ
(３) 任取[Ｙ]∈Ｆ (Ｓ) / ~ꎬ由定义 ７ 计算 Ｔ －１(Ｙ)ꎻ
(４) 若 Ｔ －１(Ｙ)∉Ｋ －ꎬ则 Ｋ － ＝Ｋ －∪{Ｔ －１(Ｙ)}ꎻ
(５) 令 Ｆ (Ｓ) / ~ ＝Ｆ (Ｓ) / ~－{[Ｙ]}ꎬ若 Ｆ (Ｓ) / ~≠⌀ꎬ则转到步骤(３)ꎬ否则转到步骤(６)ꎻ
(６) 输出 Ｋ －ꎮ
算法 １ 的时间复杂度为 Ｏ( ｜Ｆ (Ｓ) ｜ )ꎮ
类似地ꎬ基于记号 １ 及定理 ２ 给出模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)通过上逆模型生成知识结构 Ｋ ＋的算法 ２ꎮ
算法 ２　 获取模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)的知识结构 Ｋ ＋ꎮ
输入　 模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)ꎮ
输出　 Ｋ ＋ꎮ
(１)令 Ｆ (Ｓ) / ~ ＝⌀ꎬ Ｋ ＋ ＝⌀ꎻ
(２)由记号 １ 对 Ｆ (Ｓ)进行分类得到 Ｆ (Ｓ) / ~ ＝{[Ｙ] ｜Ｙ∈Ｆ (Ｓ)}ꎻ
(３) 任取[Ｙ]∈Ｆ (Ｓ) / ~ꎬ由定义 ８ 计算 Ｔ ＋(Ｙ)ꎻ
(４) 若 Ｔ ＋(Ｙ)∉Ｋ ＋ꎬ则 Ｋ ＋ ＝Ｋ ＋∪{Ｔ ＋(Ｙ)}ꎻ
(５) 令 Ｆ (Ｓ) / ~ ＝Ｆ (Ｓ) / ~－{[Ｙ]}ꎬ若 Ｆ (Ｓ) / ~≠⌀ꎬ则转到步骤(３)ꎬ否则转到步骤(６)ꎻ
(６) 输出 Ｋ ＋ꎮ
算法 ２ 的时间复杂度为 Ｏ( ｜Ｆ (Ｓ) ｜ )ꎮ
由 ＦＴ￣粗糙集所构建的知识结构的性质、定义 ７ 和命题 １ 可得如下结论ꎮ
命题 ２　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ则 Ｋ －是一个知识空间ꎮ
证明　 因 Ｋ － ＝{Ｔ －１(Ｙ) ｜Ｙ∈Ｆ (Ｓ)}ꎬ由命题 １(２)、(３)知⌀ꎬＱ∈Ｋ －ꎬ由(７)知 Ｔ －１(Ｙ１∪Ｙ２)＝ Ｔ －１(Ｙ１)∪

Ｔ －１(Ｙ２)ꎬ则 Ｋ －是并封闭的ꎮ 因此ꎬＫ －是一个知识空间ꎮ
由定义 ８ 和命题 １ 可得如下结论ꎮ
命题 ３　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ则 Ｋ ＋是一个简单闭包空间ꎮ
证明　 Ｋ ＋ ＝{Ｔ ＋(Ｙ) ｜ Ｙ∈Ｆ (Ｓ)}ꎬ由命题 １(２)、(３)知⌀ꎬ Ｑ∈Ｋ ＋ꎬ由(４)知 Ｔ ＋(Ｙ１∩Ｙ２)＝ Ｔ ＋(Ｙ１)∩

Ｔ ＋(Ｙ２)ꎬ则 Ｋ ＋是交封闭的ꎮ 因此 Ｋ ＋是一个简单闭包空间ꎮ
命题 ４　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ若 ｜Ｆ (Ｓ) / ~ ｜ ＝ ｜２Ｓ ｜ ꎬ则知识空间 Ｋ －与简单闭包空间 Ｋ ＋对偶ꎬ即

Ｋ － ＝{Ｋ － ｜Ｑ－Ｋ －∈Ｋ ＋}ꎬ 　 Ｋ ＋ ＝{Ｋ＋ ｜Ｑ－Ｋ＋∈Ｋ －}ꎮ
证明　 对于Ｋ －∈Ｋ －ꎬ则∃Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ使得 Ｋ － ＝Ｔ －１(Ｙ)＝ {ｑ∈Ｑ ｜∃ｓ∈Ｓꎬ ０<Ｔｑ(ｓ)≤Ｙ(ｓ)}ꎬ那么ｑ′∉Ｋ －的

充分必要条件是对每个 ｓ∈Ｓꎬ Ｔｑ′(ｓ)＝ ０ 或 ０<Ｔｑ′(ｓ)ꎬ但 Ｙ(ｓ)<Ｔｑ′(ｓ)ꎬ由于 ｜Ｆ (Ｓ) / ~ ｜ ＝ ｜ ２Ｓ ｜ ꎬ此时(ＱꎬＳꎬＴ)是
分明的近似空间ꎬ那么 ｑ′∉Ｋ －的充分必要条件是对每个 ｓ∈Ｓꎬ Ｔｑ′(ｓ)＝ ０ 或 ０<Ｔｑ′(ｓ)ꎬ但 Ｙ(ｓ)＝ ０ꎬ Ｔｑ′(ｓ)＝ １ꎬ于
是取 Ｙ′(ｓ)＝ １－Ｙ(ｓ)ꎬ则每个 ｓ∈Ｓꎬ有 Ｔｑ′(ｓ)≤Ｙ′(ｓ)ꎬ从而有∀ｓ∈Ｓꎬ Ｔｑ′(ｓ)≤Ｙ′(ｓ)ꎬ这表明 ｑ′∈Ｔ＋(Ｙ′)ꎮ

以上表明 Ｋ － ＝{Ｋ － ｜Ｑ－Ｋ －∈Ｋ ＋}ꎬ且 Ｋ ＋ ＝{Ｋ＋ ｜Ｑ－Ｋ＋∈Ｋ －}ꎮ
命题 ４ 表明当 ｜Ｆ (Ｓ) / ~ ｜ ＝ ｜２Ｓ ｜时ꎬ由 ＦＴ￣粗糙集的上逆模型与下逆模型下生成的知识结构是对偶的ꎮ
在模糊近似空间中(ＱꎬＳꎬＴ)中ꎬ考虑 Ｋ －在什么条件下为学习空间ꎮ
记号 ２　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ对 ｑ∈Ｑꎬ ｓ∈Ｓꎬ 记 Ｇｓ

ｑ ＝ {ｐ∈Ｑ ｜ ０<Ｔｐ(ｓ)≤Ｔｑ(ｓ)}ꎬ Ｇ (ｓ)＝ {Ｇｓ
ｑ ｜

ｑ∈Ｑ}ꎮ
引理 １　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ则 ｓｐａｎ(∪

ｓ∈Ｓ
Ｇ (ｓ))＝ Ｋ －ꎮ

证明　 一方面ꎬ由命题 １ 知ꎬｓｐａｎ(Ｇ (ｓ))⊆Ｋ －ꎻ另一方面ꎬ对于Ｋ －∈Ｋ －ꎬ∃Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ使得



　 １２２　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０ 卷　

Ｋ － ＝Ｔ －１(Ｙ)＝ {ｑ∈Ｑ ｜∃ｓ∈Ｓꎬ ０<Ｔｑ(ｓ)≤Ｙ(ｓ)}ꎬ
记 ＹＫ － ＝{ｓ ｜∃ｑ∈Ｑꎬ ０<Ｔｑ(ｓ)≤Ｙ(ｓ)}ꎬ则 Ｋ － ＝ ∪

ｑ∈Ｋ －
∪

ｓ∈ＹＫ －
Ｇｓ

ｑꎮ 若 ｑ′∈Ｋ －ꎬ则∃ｓ∈Ｓꎬ ０<Ｔｑ′(ｓ)≤Ｙ(ｓ)ꎬ表明 ｓ∈

ＹＫ －ꎬ且 ｑ′∈Ｇｓ
ｑ′ꎬ则 ｑ′∈ ∪

ｑ∈Ｋ －
∪

ｓ∈ＹＫ －
Ｇｓ

ｑꎬ故 Ｋ －⊆ ∪
ｑ∈Ｋ －

∪
ｓ∈ＹＫ －

Ｇｓ
ｑꎻ若 ｑ′∉Ｋ －ꎬ∀ｓ∈Ｓꎬ ０<Ｔｑ′(ｓ)≤Ｙ(ｓ)都不成立ꎬ即

∀ｓ∈Ｓꎬ Ｔｑ′(ｓ)＝ ０ 或 Ｔｑ′(ｓ) >Ｙ(ｓ)ꎮ 注意到对 ｑ∈Ｋ －ꎬ必有 Ｔｑ(ｓ)≤Ｙ(ｓ)ꎬ因此 ｑ′∉ ∪
ｑ∈Ｋ －

∪
ｓ∈ＹＫ －

Ｇｓ
ｑꎬ则 Ｋ － ⊇

∪
ｑ∈Ｋ －

∪
ｓ∈ＹＫ －

Ｇｓ
ｑꎬ故 Ｋ － ＝ ∪

ｑ∈Ｋ －
∪

ｓ∈ＹＫ －
Ｇｓ

ｑꎬ因此 Ｋ －⊆ｓｐａｎ(Ｇ (ｓ))ꎬ表明 ｓｐａｎ(∪
ｓ∈Ｓ

Ｇ (ｓ))＝ Ｋ －ꎮ

引理 １ 表明 Ｋ －中的任意知识状态 Ｋ －都可由有限个 Ｇ (ｓ)的并得到ꎮ
定义 ９[１] 　 设集族 Ｈ 是并封闭的ꎬ若 Ｂ 是能张成 Ｈ 的最小集族ꎬ则称 Ｂ 为 Ｈ 的基ꎬ即 ｓｐａｎ(Ｂ)＝ Ｈꎮ
引理 ２[３４] 　 Ｂ 是学习空间的基当且仅当∀Ｂ∈Ｂꎬ｜Ｂ ＼ ∪

Ｘ∈Ｂꎬ Χ⊂Β
Ｘ ｜ ＝ １ꎮ

定理 ３　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬＫ －是学习空间当且仅当∀Ｇｓ
ｑ∈∪

ｓ∈Ｓ
Ｇ (ｓ)ꎬ ｜Ｇｓ

ｑ ＼ ∪
Ｘ∈ ∪

ｓ∈Ｓ
Ｇ (ｓ)ꎬ Χ⊂Ｇｓｑ

Ｘ ｜≤１ꎮ

证明　 充分性ꎮ 设Ｂ 是(ＱꎬＳꎬＴ)诱导Ｋ －的基ꎮ 若∀Ｇｓ
ｑ∈∪

ｓ∈Ｓ
Ｇ (ｓ)ꎬ Ｇｓ

ｑ ＼ ∪
Ｘ∈ ∪

ｓ∈Ｓ
Ｇ (ｓ)ꎬ Χ⊂Ｇｓｑ

Ｘ ≤１ꎬ由引理 １

知 Ｋ－ ＝ ｓｐａｎ(∪
ｓ∈Ｓ

Ｇ (ｓ))ꎬ则 Ｂ⊆ｓｐａｎ(∪
ｓ∈Ｓ

Ｇ (ｓ))ꎬ∀Ｂ∈Ｂꎬ有 Ｂ ＼ ∪
Ｘ∈Ｂꎬ Χ⊂Ｂ

Ｘ ＝ １ꎬ由引理 ２ 知ꎬ(ＱꎬＳꎬＴ)诱导

的 Ｋ －是学习空间ꎮ
必要性ꎮ 若 Ｋ －是学习空间ꎬ则对 Ｇｓ

ｑ∈∪
ｓ∈Ｓ

Ｇ ( ｓ)ꎬ当Ｇｓ
ｑ∈Ｂ 时ꎬ由引理 ２ 知 Ｇｓ

ｑ ＼ ∪
Ｘ∈ ∪

ｓ∈Ｓ
Ｇ(ｓ)ꎬΧ⊂Ｇｓｑ

Ｘ ＝ １ꎻ当

Ｇｓ
ｑ∉Ｂ 时ꎬ有 ０＝ Ｇｓ

ｑ ＼Ｇｓ
ｑ ＝ Ｇｓ

ｑ ＼ ∪
Ｘ∈ ∪

ｓ∈Ｓ
Ｇ (ｓ)ꎬ Χ⊂Ｇｓｑ

Ｘ ꎮ

综上 Ｇｓ
ｑ ＼ ∪

Ｘ∈ ∪
ｓ∈Ｓ

Ｇ (ｓ)ꎬ Χ⊂Ｇｓｑ
Ｘ ≤１ꎮ

定理 ３ 说明 Ｋ －是否是学习空间可通过由模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)所确定的 Ｇ (ｓ)进行判定ꎮ
例 ３　 设(ＱꎬＳꎬＴ)为模糊近似空间ꎬ其中 Ｑ＝{ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３ꎬｑ４}ꎬ Ｓ＝{ｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３ꎬｓ４}ꎬＴ 如表 ４ 所示ꎮ

表 ４　 例 ３ 中模糊集值映射 Ｔ
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｆｕｚｚｙ ｓｅｔ￣ｖａｌｕｅｄ ｍａｐｐｉｎｇ Ｔ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ３

Ｔ ｓ１ ｓ２ ｓ３ ｓ４
ｑ１ ０ ０.７ ０.２ ０.３
ｑ２ ０.５ ０ ０ ０.３
ｑ３ ０.６ ０.４ ０ ０
ｑ４ ０ ０ ０.９ ０

　 　 由记号 ２ 得

Ｇｓ１
ｑ２
＝{ｑ２}ꎬ Ｇｓ１

ｑ３
＝{ｑ２ꎬｑ３}ꎬ Ｇｓ２

ｑ１
＝{ｑ１ꎬｑ３}ꎬ Ｇｓ２

ｑ３
＝{ｑ３}ꎬ Ｇｓ３

ｑ１
＝{ｑ１}ꎬ Ｇｓ３

ｑ４
＝{ｑ１ꎬｑ４}ꎬ Ｇｓ４

ｑ１
＝Ｇｓ４

ｑ２
＝{ｑ１ꎬｑ２}ꎬ

则

Ｇ (ｓ１)＝ {{ｑ２}ꎬ{ｑ２ꎬｑ３}}ꎬ Ｇ (ｓ２)＝ {{ｑ３}ꎬ{ｑ１ꎬｑ３}}ꎬ Ｇ (ｓ３)＝ {{ｑ１}ꎬ{ｑ１ꎬｑ４}}ꎬ Ｇ (ｓ４)＝ {{ｑ１ꎬｑ２}}ꎮ
∪
ｓ∈Ｓ

Ｇ (ｓ)＝ {{ｑ１}ꎬ{ｑ２}ꎬ{ｑ３}ꎬ{ｑ１ꎬｑ２}ꎬ{ｑ１ꎬｑ４}ꎬ{ｑ２ꎬｑ３}ꎬ{ｑ１ꎬｑ３}}ꎬ

经计算ꎬ∀Ｇｓ
ｑ∈∪

ｓ∈Ｓ
Ｇ (ｓ)ꎬ Ｇｓ

ｑ ＼ ∪
Ｘ∈ ∪

ｓ∈Ｓ
Ｇ (ｓ)ꎬ Χ⊂Ｇｓｑ

Ｘ ≤１ꎬ由定理 ３ 可知ꎬ在模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)下诱导得到知

识空间 Ｋ －为学习空间ꎮ
下面给出由 ＦＴ￣粗糙集的上逆模型诱导的简单闭包空间 Ｋ ＋具有良级性的条件ꎮ
定义 １０[３５] 　 设(ＱꎬＫ )是知识结构ꎬ若对∀Ｋꎬ Ｌ∈Ｋꎬ存在有限序列 Ｋ ＝Ｋ０ꎬＫ１ꎬＫ２ꎬ􀆺ꎬＫｐ ＝ Ｌꎬ满足

｜Ｋｉ ＼Ｋｉ－１ ｜ ＝ １ꎬ其中 １≤ｉ≤ｐꎬ ｐ＝ｄ(ＫꎬＬ)＝ ｜ (Ｋ ＼Ｌ)∪(Ｌ ＼Ｋ) ｜ ꎬ称(ＱꎬＫ )是良级的ꎮ
由定义 ５ 和定义 １０ 可知ꎬ学习空间是良级知识空间ꎮ
定理 ４　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ若 ｜Ｆ (Ｓ) / ~ ｜ ＝ ｜ ２Ｓ ｜ ꎬ则 Ｋ －是学习空间当前仅当 Ｋ ＋是良级的ꎮ
证明　 必要性ꎮ 设 Ｋ －是学习空间ꎬ由于 ｜Ｆ (Ｓ) / ~ ｜ ＝ ｜ ２Ｓ ｜ ꎬ则由命题 ４ 可知 Ｋ －和 Ｋ ＋是对偶的ꎬ则对

∀Ｋ＋ꎬ Ｌ＋∈Ｋ ＋ꎬ ∃Ｋ －ꎬ Ｌ－∈Ｋ －ꎬ满足 Ｋ － ＝Ｑ－Ｋ＋ꎬ Ｌ－ ＝Ｑ－Ｋ －ꎬ由于学习空间是良级知识空间ꎬ故存在 Ｋ －到

Ｌ－的紧路径ꎬ即 Ｋ－ ＝Ｋ－
０ꎬ Ｋ－

１ꎬＫ
－
２ꎬ􀆺ꎬＫ－

ｐ ＝ Ｌ－ꎬ且 ｜ Ｋ－
ｉ ＼Ｋ－

ｉ－１ ｜ ＝ １ꎬ且 １≤ ｉ≤ｐꎬ ｐ ＝ ｄ(Ｋ－ꎬＬ－)ꎬ由对偶性可知ꎬ
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∃Ｋ＋
ｉ ＝Ｑ－Ｋ －

ｉ ∈Ｋ ＋ꎬ因为 ｜Ｋ －
ｉ ＼Ｋ －

ｉ－１ ｜ ＝ １ꎬ不妨设 Ｋ －
ｉ－１⊂Ｋ －

ｉ ꎬ则 Ｋ＋
ｉ ⊂Ｋ＋

ｉ－１ꎬ且∃ｑ∈Ｑ 使得 ｑ∈Ｋ －
ｉ ꎬ ｑ∉Ｋ －

ｉ－１ꎬ故有

ｑ∈Ｋ＋
ｉ－１ꎬ ｑ∉Ｋ＋

ｉ ꎮ 若存在∃ｑ′∈Ｑꎬ满足 ｑ′∈Ｋ＋
ｉ－１ꎬ ｑ′∉Ｋ＋

ｉ ꎬ则 ｑ′∈Ｑ－Ｋ＋
ｉ ＝ Ｋ －

ｉ ꎬ ｑ′∉Ｑ－Ｋ＋
ｉ－１ ＝ Ｋ －

ｉ－１ꎬ此时有

｜Ｋ －
ｉ ＼Ｋ －

ｉ－１ ｜≥２ꎬ矛盾ꎬ故 ｜Ｋ＋
ｉ－１ ＼Ｋ

＋
ｉ ｜ ＝ １ꎬ １≤ｉ≤ｐ ＝ ｄ(Ｋ＋ꎬＬ＋)ꎮ 同理可得 ｐ ＝ ｄ(Ｋ＋ꎬＬ＋)＝ ｄ(Ｋ－ꎬＬ－)ꎬ故存在由

Ｋ＋到 Ｌ＋的紧路径 Ｋ＋ ＝Ｋ＋
０ꎬＫ

＋
１ꎬ􀆺ꎬＫ＋

ｑ ＝Ｌ
＋ꎬ因此 Ｋ ＋是良级的ꎮ 充分性证明类似ꎮ

因此ꎬ当 ｜Ｆ (Ｓ) / ~ ｜ ＝ ｜ ２Ｓ ｜ ꎬ Ｋ －是学习空间当前仅当 Ｋ ＋是良级的结论成立ꎮ

３　 两类模型下的学习路径选择

本章视 Ｑ 为问题集ꎬＳ 为与 Ｑ 中问题相关的技能集ꎬ模糊集值映射 Ｔ 可表示 Ｑ 到 Ｓ 上的一个模糊关系ꎬ
对 ｑ∈Ｑꎬ ｓ∈Ｓꎬ Ｔｑ(ｓ)表示解决问题 ｑ 至少掌握技能 ｓ 的熟练度ꎬ若 Ｔｑ(ｓ)＝ ０ꎬ则表明问题 ｑ 的解决与技能 ｓ
无关ꎬＹ∈Ｆ(Ｓ)为学习者对技能的掌握情况(能力状态)ꎮ 由于在实际教学情境中ꎬ学习者的能力状态和知

识状态(个体在问题域 Ｑ 上能够解决的问题集合)往往不是一一对应的ꎬ即掌握了不同技能的学习者可能对

问题的回答情况是一样的ꎬ这将无法通过学习者对问题的回答情况评估其是否掌握相应的技能ꎮ 基于此ꎬ在
模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)下ꎬ下面分别在下逆和上逆两种模型中讨论对学习者进行技能评估与寻找学习路径

的方法ꎮ
３.１　 下逆模型下的学习路径选择

从语义上看ꎬ下逆模型表示问题的解决存在多种方法ꎬ且每种方法的难度可能是不同的ꎬ这符合教学中

的“一题多解”策略ꎮ 此时ꎬ学习者若至少达到与解决问题相关的其中一个技能的熟练度ꎬ则可解决此问题ꎮ
在这一节中ꎬ根据学习者的知识状态对其能力状态进行评估ꎬ并据此指导学习者后面技能学习的选择ꎮ

记号 ３　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬＫ－∈Ｋ －ꎬ ＡＫ－∈Ｆ (Ｓ)ꎬ 且对 ｓ∈Ｓꎬ当 Ｋ －⊂Ｑ 时ꎬ
ＡＫ －(ｓ)＝ ( ∧

ｑ∈Ｑ－Ｋ －ꎬＴｑ(ｓ)>０
Ｔｑ(ｓ))∧( ∧

ｑ∈Ｑ－Ｋ －ꎬＴｑ(ｓ)＝ ０
１)ꎻ

当 Ｋ－ ＝Ｑ 时ꎬ对 ｓ∈Ｓꎬ ＡＫ －(ｓ)＝ １ꎮ
定理 ５　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ若 Ｋ－是学习者 Ｙ 通过下逆模型生成的知识状态ꎬ则对 ｓ∈Ｓꎬ当

ＡＫ －(ｓ)＝ １ 时ꎬ有 Ｙ(ｓ)≤ＡＫ －(ｓ)ꎻ当 ＡＫ －(ｓ)<１ 时ꎬ有 Ｙ(ｓ)<ＡＫ －(ｓ)ꎮ
证明　 ∀ｓ∈Ｓꎬ当 ＡＫ －(ｓ)＝ １ꎬ显然 Ｙ(ｓ)≤ＡＫ －(ｓ)ꎻ当 ＡＫ －(ｓ)<１ 时ꎬ若 Ｙ(ｓ)≥ＡＫ －( ｓ)ꎬ则∃ｑ０∈Ｑ－Ｋ－ꎬ

ＡＫ －(ｓ)＝ Ｔｑ０(ｓ)>０ꎬ且 ０<Ｔｑ０(ｓ)≤Ｙ(ｓ)ꎬ则ｑ０∈Ｋ－ꎬ与ｑ０∈Ｑ－Ｋ －矛盾ꎮ 故当 ＡＫ －(ｓ)<１ꎬ Ｙ(ｓ)<ＡＫ －(ｓ)ꎮ
由定理 ５ꎬ易得推论 １ꎮ
推论 １　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ若 Ｋ －是学习者 Ｙ 通过下逆模型生成的知识状态ꎬ则 Ｙ⊂ＡＫ －ꎮ
由上述结论可知ꎬ在下逆模型中ꎬ由学习者的知识状态 Ｋ －可知其最大能力状态不超过 ＡＫ －ꎮ
例 ４　 在例 １ 中ꎬ若学习者的知识状态 Ｋ －

１ ＝{ｑ１ꎬｑ２}ꎬ由表 ２ 可知ꎬ其能力状态 Ｙ∈[Ｙ４]ꎬ即 Ｙ( ｓ１)∈[０ꎬ
０.５)、 Ｙ(ｓ２)∈[０.３ꎬ０.６)、 Ｙ(ｓ３)∈[０.７ꎬ１]ꎬ即学习者 Ｙ 掌握技能 ｓ１ 的熟练程度小于 ０.５、掌握技能 ｓ２ 的熟

练程度不小于 ０.３ 且小于 ０.６、掌握技能 ｓ３ 的熟练程度为不小于 ０.７ꎮ 若学习者 Ｙ 进一步掌握技能 ｓ１ 的熟练

程度为 ０.５ꎬ则由下逆模型可知ꎬ则学习者 Ｙ 可解决问题 ｑ２、ｑ３ꎻ若学习者 Ｙ 进一步掌握技能 ｓ２ 的熟练程度为

０.６ꎬ则学习者可解决问题 ｑ１、ｑ２、ｑ３ꎮ 因此ꎬ当前学习者 Ｙ 的能力状态满足 Ｙ⊂ ０.５
ｓ１

ꎬ０.６
ｓ２

ꎬ １
ｓ３{ } ꎬ而由记号 ３ꎬ

可知

ＡＫ －１
(ｓ１)＝ ∧

ｑ∈{ｑ３ꎬｑ４}ꎬＴｑ(ｓ１)>０
Ｔｑ(ｓ１)＝ Ｔｑ３(ｓ１)∧Ｔｑ４(ｓ１)＝ ０.５ꎬ

ＡＫ －１
(ｓ２)＝ ∧

ｑ∈{ｑ３}ꎬＴｑ(ｓ２)>０
Ｔｑ(ｓ２)( ) ∧ ∧

ｑ∈{ｑ４}ꎬ Ｔｑ(ｓ２)＝ ０
１( ) ＝Ｔｑ３(ｓ２)∧１＝ ０.６ꎬ

ＡＫ －１
(ｓ３)＝ ∧

ｑ∈{ｑ３ꎬｑ４}ꎬＴｑ(ｓ３)＝ ０
１＝ １ꎬ因此 ＡＫ －１

＝ ０.５
ｓ１

ꎬ０.６
ｓ２

ꎬ １
ｓ３{ } ꎮ 即 Ｙ⊂ＡＫ －１

ꎮ

记号 ４　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ对 Ｋ －
１ ꎬ Ｋ－

２∈Ｋ －ꎬ 且 Ｋ －
２ 是 Ｋ －

１ 的后继状态ꎬ记

Ｗ＝ ｓ∈Ｓ ｜ＡＫ －２
(ｓ)>ＡＫ －１

(ｓ){ } ꎬ 　 Ｅ＝
ＡＫ －１

(ｓ)
ｓ{ } ｜ ｓ∈Ｗ{ } ꎮ
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明显地ꎬ Ｅ∈２Ｆ (Ｓ)ꎮ
定理 ６　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ知识状态为 Ｋ －

１ 的学习者进一步学习并掌握 Ｅ 中的任一模糊技

能集可达到其后继状态 Ｋ －
２ ꎮ

证明　 若∃ｓ′∈Ｗꎬ ∃ｑ′∈Ｋ －
２ －Ｋ

－
１ ꎬ ｑ′∉Ｔ －１ ＡＫ －１

(ｓ′)
ｓ′{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ则有

(ⅰ) 由于 ｑ′∈Ｋ －
２ ꎬ则∃Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ Ｔ －１(Ｙ)＝ Ｋ －

２ ꎬ且∃ｓ′∈Ｗꎬ ０<Ｔｑ′(ｓ′)≤Ｙ(ｓ′)ꎻ
(ⅱ) 由定理 ５ 知ꎬ∀ｓ′∈Ｗꎬ Ｙ(ｓ′)≤ＡＫ －２

(ｓ′)ꎻ
(ⅲ) 由于 ｑ′∉Ｋ －

１ ꎬ则有 ｑ′∈Ｑ－Ｋ －
１ ꎬ由记号 ３ꎬ∀ｓ′∈Ｗꎬ Ｔｑ′( ｓ′)≥ＡＫ －１

( ｓ′) ＝ ∧
ｑ∈Ｑ－Ｋ －１

Ｔｑ( ｓ′)ꎮ 由(ⅰ)、

(ⅱ)得∃ｓ′∈Ｗꎬ ０<Ｔｑ′(ｓ′)≤ＡＫ －２
(ｓ′)ꎬ又结合(ⅲ)可知∃ｓ′∈Ｗꎬ ＡＫ －２

( ｓ′)≤ＡＫ －１
( ｓ′)ꎬ这与定理 ６ 中的条件

ＡＫ －１
(ｓ′)<ＡＫ －２

(ｓ′)矛盾ꎬ因此ꎬ∀ｓ∈Ｗꎬ ∀ｑ∈Ｋ －
２ －Ｋ

－
１ ꎬ ｑ∈Ｔ －１ ＡＫ－１

(ｓ)
ｓ{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ 这表明知识状态为 Ｋ－

１ 的学习者

进一步学习并掌握 Ｅ 中的任一模糊技能集可达到其后继状态 Ｋ－
２ꎮ

例 ５　 在例 ２ 中ꎬ知识状态 Ｋ －
１ ＝ {ｑ１ꎬｑ２}的后继状态为 Ｋ －

２ ＝ {ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３}ꎬ则 ＡＫ －１
＝ ０.５

ｓ１
ꎬ０.６
ｓ２

ꎬ １
ｓ３{ } ꎬ ＡＫ －２

＝

０.８
ｓ１

ꎬ １
ｓ２

ꎬ １
ｓ３{ } ꎬ则 ＡＫ －２

(ｓ１)>ＡＫ －１
(ｓ１)ꎬ ＡＫ －２

(ｓ２)>ＡＫ －１
(ｓ２)ꎬ由记号 ４ꎬＷ ＝ { ｓ１ꎬｓ２}ꎬ Ｅ ＝ ０.５

ｓ１{ } ꎬ ０.６
ｓ２{ }{ } ꎬ由定理 ６

得ꎬ知识状态为 Ｋ－
１ 的学习者学习模糊技能集

０.５
ｓ１{ }或

０.６
ｓ２{ } ꎬ即学习者对技能 ｓ１ 的掌握熟练度为 ０.５ 或对技

能 ｓ２ 的掌握熟练度为 ０.６ 时ꎬ此时有 Ｋ －
２ ＝Ｋ －

１ ∪
ＡＫ －１

(ｓ１)
ｓ１

{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｋ －

１ ∪
ＡＫ －１

(ｓ２)
ｓ２

{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

这说明知识状态为 Ｋ －
１ ＝{ｑ１ꎬｑ２}的学习者进一步学习并掌握 Ｅ 中的任一模糊技能集后可达到后继状态

Ｋ －
２ ＝{ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３}ꎮ

基于定理 ５、６ꎬ给定模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)ꎬ在下逆模型中ꎬ对Ｋ －∈Ｋ －ꎬ寻找Ｋ －∈Ｋ －的所有后继状态

以及学习并掌握的模糊技能集ꎬ从而得到学习路径ꎮ
下面将基于模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)ꎬ给出下逆模型的学习路径图算法ꎮ
算法 ３　 基于模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)ꎬ获取关于下逆模型的学习路径图ꎮ
输入　 模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)ꎮ
输出　 学习路径图 Ｇꎮ
(１) 给定一个空图 Ｇꎻ
(２) ∂←⌀ꎬ ρ←⌀ꎬ其中∂表示 Ｇ 中所有边的集合ꎬρ 表示 Ｇ 中的所有学习路径ꎬＡ←⌀ꎬＷ←⌀ꎬＥ←⌀ꎻ
(３) 由算法 １ 计算Ｋ －ꎻ
(４) 根据⊆关系对 Ｋ －上的知识状态进行排序ꎻ
(５) ｆｏｒ ｉ＝ １ ｔｏ ｜Ｋ － ｜ ｄｏ
(６) 　 　 Ａ( ｉ)←ＡＫ －( ｉ)ꎻ
(７) ｅｎｄ ｆｏｒ
(８) ｆｏｒ ｉ＝ １ ｔｏ ｜Ｋ － ｜ －１ ｄｏ
(９) 　 　 ｆｏｒ ｊ＝ ｉ＋１ ｔｏ ｜Ｋ － ｜ ｄｏ
(１０) 　 　 　 ｉｆ Ｋ －( ｊ)是 Ｋ －( ｉ)的后继状态 ｔｈｅｎ
(１１) 　 　 　 　 Ｗ＝{ｓ∈Ｓ ｜Ａ( ｊ)(ｓ)>Ａ( ｉ)(ｓ)}ꎻ

(１２) 　 　 　 　 Ｅ＝ Ａ( ｉ)(ｓ)
ｓ{ } ｓ∈Ｗ{ } ꎻ

(１３)　 　 　 ρ←ρ∪(Ｋ － ( ｉ)ꎬＫ － ( ｊ))ꎬ其中(Ｋ － ( ｉ)ꎬＫ － ( ｊ)) 是由 Ｋ － ( ｉ) 指向 Ｋ － ( ｊ) 的边ꎬ边
(Ｋ －( ｉ)ꎬＫ －( ｊ))的标记为 Ｅꎻ

(１４)　 　 ｅｎｄ ｉｆ
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(１５)　 ｅｎｄ ｆｏｒ
(１６) ｅｎｄ ｆｏｒ
(１７) 根据∂找出学习路径ꎬ画出学习路径图 Ｇꎮ
算法 ３ 的时间复杂度为 Ｏ( ｜Ｆ (Ｓ) ｜ ＋ ｜Ｋ － ｜ ２)ꎮ
例 ６　 在例 １ 中ꎬ获得模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)关于下逆模型的学习路径图ꎬ如图 １ 所示ꎮ

图 １　 例 １ 中关于下逆模型的学习路径图
Ｆｉｇ.１　 Ｌｅａｒｎｉｎｇ ｐａｔｈｓ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｉｎｖｅｒｓｅ ｍｏｄｅｌ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １

　 　 由学习路径图 １ 可知ꎬ有 ６ 条学习路径ꎬ分别为: (１)０.３
ｓ２

→
０.７
ｓ３

→
０.５
ｓ１

→
０.８
ｓ１

ꎻ (２)０.３
ｓ２

→
０.７
ｓ３

→
０.６
ｓ２

→
０.８
ｓ１

ꎻ (３)

０.７
ｓ３

→
０.５
ｓ１

→
０.８
ｓ１

→
０.３
ｓ２

ꎻ (４)０.７
ｓ３

→
０.５
ｓ１

→
０.３
ｓ２

→
０.８
ｓ１

ꎻ (５)０.７
ｓ３

→
０.３
ｓ２

→
０.５
ｓ１

→
０.８
ｓ１

ꎻ (６)０.７
ｓ３

→
０.３
ｓ２

→
０.６
ｓ２

→
０.８
ｓ１

ꎮ 学习者可

以根据自身情况和兴趣选择学习路径ꎮ 例如ꎬ若学习者当前的知识状态为{ｑ２ꎬｑ３}ꎬ这意味者学习者目前能

解决的问题为 ｑ２ 和 ｑ３ꎬ当学习者选择下一步学习并掌握技能 ｓ２ꎬ熟练度为 ０.３ꎬ则达到后继状态{ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３}ꎬ
此时学习者可解决问题 ｑ１ꎻ当学习者选择下一步学习并掌握技能 ｓ１ꎬ熟练度为 ０.８ꎬ则达到后继状态{ｑ２ꎬｑ３ꎬ
ｑ４}ꎬ此时学习者可解决问题 ｑ４ꎬ由此可知ꎬ下逆模型的学习路径图为学习者提供了个性化的学习路径ꎮ
３.２　 上逆模型下的学习路径选择

从语义上看ꎬ上逆模型表示问题的解决与多个技能相关ꎬ并且对每个技能达到的熟练度也可能不同ꎮ 此

时ꎬ学习者至少要达到解决问题所需的每个技能的熟练度才可以解决该问题ꎮ 在已知学习者知识状态情况

下ꎬ评估学习者对技能的掌握情况ꎮ 同时ꎬ指导学习者应学习哪些模糊技能来改变当前的知识状态ꎬ最终获

得学习路径ꎮ
定理 ７　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ知识状态为 Ｋ ＋的学习者的最小能力状态为 ＤＫ＋ ＝ ∪

ｑ∈Ｋ＋
Ｔｑꎮ

证明　 先证能力状态 ＤＫ＋可诱导知识状态 Ｋ ＋ꎬ即 Ｔ ＋(ＤＫ＋)＝ Ｋ＋ꎬ这是因为

( ｉ) 若ｑ′∈Ｋ＋ꎬ则有∀ｓ∈Ｓꎬ都有 Ｔｑ′( ｓ)≤ ∨
ｑ∈Ｋ＋

Ｔｑ( ｓ)＝ ( ∪
ｑ∈Ｋ＋

Ｔｑ) ( ｓ)＝ ＤＫ＋( ｓ)ꎬ则ｑ′∈Ｔ ＋ (ＤＫ＋)ꎬ这表明

Ｋ＋⊆Ｔ ＋(ＤＫ＋)ꎻ
(ⅱ)若ｑ′∉Ｋ＋ꎬ则∃Ｙ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ∃ｓ０∈Ｓꎬ使得 Ｔｑ′(ｓ０)>Ｙ(ｓ０)ꎬ ∀ｑ∈Ｋ＋ꎬ有 Ｙ(ｓ０)≥Ｔｑ( ｓ０)ꎬ则∀ｑ∈Ｋ＋ꎬ

有 Ｔｑ(ｓ０)<Ｔｑ′(ｓ０)ꎬ即( ∪
ｑ∈Ｋ＋

Ｔｑ)(ｓ０)＝ ＤＫ＋(ｓ０)<Ｔｑ′(ｓ０)ꎬ则ｑ′∉ＤＫ＋ꎬ表明 Ｔ ＋(ＤＫ＋)⊆Ｋ＋ꎮ

由(ⅰ)、(ⅱ)得ꎬＴ ＋(ＤＫ＋)＝ Ｋ＋ꎬ ＤＫ＋可诱导知识状态 Ｋ＋ꎮ
再证ꎬＤＫ＋是诱导 Ｋ＋的最小能力状态ꎮ 若∃Ｈ∈Ｆ (Ｓ)ꎬ且 Ｈ⊂ＤＫ＋也可诱导知识状态 Ｋ＋ꎬ即 Ｔ ＋(Ｈ)＝

Ｋ＋ꎬ则对∀ｑ∈Ｋ＋ꎬ ∀ｓ∈Ｓꎬ有 Ｔｑ(ｓ)≤Ｈ(ｓ)ꎬ从而 ∨
ｑ∈Ｋ＋

Ｔｑ(ｓ)≤Ｈ(ｓ)ꎬ这表明 ＤＫ＋ ＝ ∪
ｑ∈Ｋ＋

Ｔｑ⊆Ｈꎬ这与 Ｈ⊂ＤＫ＋矛

盾ꎮ 故 ＤＫ＋是诱导 Ｋ＋的最小能力状态ꎮ
由定理 ７ꎬ易得推论 ２ꎮ
推论 ２　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ若知识状态为 Ｋ＋的学习者的能力状态为 Ｙꎬ则 ＤＫ＋⊆Ｙꎮ
由上述结论ꎬ可根据学习者的知识状态可得到其最小能力状态ꎬ即学习者必须掌握的模糊技能集ꎮ
例 ７　 在例 １ 中ꎬ当学习者 Ｙ 的知识状态为 Ｋ＋

１ ＝ {ｑ１}时ꎬ由定理 ７ 得学习者 Ｙ 的最小能力状态 ＤＫ＋１
＝
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Ｄ{ｑ１}
＝Ｔｑ１

＝ ０
ｓ１

ꎬ０.３
ｓ２

ꎬ ０
ｓ３{ } ꎬ即此时学习者至少掌握技能 ｓ２ 的熟练度为 ０.３ꎮ

接下来ꎬ考虑指导学习者进一步学习并掌握模糊技能集从而达到新的后继状态ꎮ
记号 ５　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ对 Ｋ＋

１ꎬＫ
＋
２∈Ｋ ＋ꎬ 且 Ｋ＋

２ 是 Ｋ＋
１ 是后继状态ꎬ记

Ｍ＝ ｓ∈Ｓ ｜ＤＫ＋
２
(ｓ)>ＤＫ＋

１
(ｓ){ } ꎬ 　 Ｎ＝

ＤＫ＋
２
(ｓ)
ｓ

ｓ∈Ｍ{ } ꎮ

　 　 定理 ８　 设(ＱꎬＳꎬＴ)是模糊近似空间ꎬ则知识状态为 Ｋ＋
１ 的学习者进一步学习并掌握模糊技能集 Ｎ 可达

到后继状态 Ｋ＋
２ꎮ

证明　 由定理 ７ 可知ꎬ知识状态为 Ｋ＋
１ 的学习者 Ｙ 的最小能力状态是 ＤＫ＋

１
ꎬ由于 Ｋ＋

１ ⊂Ｋ＋
２ꎬ因此 ＤＫ＋

２
＝

ＤＫ＋
１
∪ ∪

ｑ∈Ｋ＋
２－Ｋ

＋
１

Ｔｑ( ) ꎬ因此 ＤＫ＋
１
⊂ＤＫ＋

２
当学习者学习模糊技能集 Ｎ 后ꎬ此时学习者的能力状态变为 ＤＫ＋

１
∪Ｎꎮ

∀ｓ∈Ｓꎬ 有(ＤＫ＋
１
∪Ｎ)(ｓ)＝

ＤＫ＋
１
(ｓ) 当 ＤＫ＋

１
(ｓ)＝ ＤＫ＋

２
(ｓ)时

Ｎ(ｓ)∪ＤＫ＋
１
(ｓ) 当 ＤＫ＋

１
(ｓ)<ＤＫ＋

２
(ｓ)时{ ＝ＤＫ＋

２
(ｓ)ꎬ即 ＤＫ＋

２
＝ＤＫ＋

１
∪Ｎꎮ 以上表明知

识状态为 Ｋ＋的学习者进一步学习并掌握模糊技能集 Ｎ 可达到后继状态 Ｋ＋
２ꎮ

例 ８　 在例 ２ 中ꎬ知识状态 Ｋ＋
１ ＝ ｑ１{ }的后继状态分别为 Ｋ＋

２ ＝ ｑ１ꎬｑ３{ }和 Ｋ＋
３ ＝ ｑ１ꎬｑ４{ } ꎬ则

ＤＫ＋
２
＝Ｔｑ１∪Ｔｑ３

＝ ０
ｓ１

ꎬ０.３
ｓ２

ꎬ ０
ｓ３{ }∪ ０.５

ｓ１
ꎬ０.６
ｓ２

ꎬ ０
ｓ３{ } ＝ ０.５

ｓ１
ꎬ０.６
ｓ２

ꎬ ０
ｓ３{ } ꎬ

ＤＫ＋
３
＝Ｔｑ１∪Ｔｑ４

＝ ０
ｓ１

ꎬ０.３
ｓ２

ꎬ ０
ｓ３{ }∪ ０.８

ｓ１
ꎬ ０
ｓ２

ꎬ ０
ｓ３{ } ＝ ０.８

ｓ１
ꎬ０.３
ｓ２

ꎬ ０
ｓ３{ } ꎬ

由例 ２ 知 ＤＫ＋１
＝ ０

ｓ１
ꎬ０.３
ｓ２

ꎬ ０
ｓ３{ } ꎬ则 ＤＫ＋

２
( ｓ１ ) >ＤＫ＋

１
( ｓ１ )ꎬＤＫ＋

２
( ｓ２ ) >ＤＫ＋

１
( ｓ２ )ꎬ由记号 ５ 得 Ｍ ＝ ｓ１ꎬｓ２{ } ꎬ Ｎ ＝

０.５
ｓ１

ꎬ０.６
ｓ２{ } ꎬ由定理 ８ 知ꎬ知识状态为 Ｋ＋

１ 学习者进一步学习并掌握模糊技能集 Ｎꎬ即当技能 ｓ１ 与 ｓ２ 熟练度分

别达到 ０.５、０.６ 时ꎬ学习者的能力状态提升至
０.５
ｓ１

ꎬ０.６
ｓ２

ꎬ ０
ｓ３{ } 、 Ｔ ＋ ０.５

ｓ１
ꎬ０.６
ｓ２

ꎬ ０
ｓ３{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｋ＋

２ꎬ即学习者可达到后继状

态 Ｋ＋
２ꎮ 同样ꎬ知识状态为 Ｋ＋

１ 学习者进一步学习并掌握模糊技能集
０.８
ｓ１{ } ꎬ当技能 ｓ１ 熟练度分别达到 ０.８ 时ꎬ

学习者的能力状态提升至
０.８
ｓ１

ꎬ０.３
ｓ２

ꎬ ０
ｓ３{ } 、Ｔ ＋ ０.８

ｓ１
ꎬ０.３
ｓ２

ꎬ ０
ｓ３{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｋ＋

３ꎬ学习者达到后继状态 Ｋ＋
３ꎮ

基于定理 ７、８ꎬ给定模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)ꎬ在上逆模型中ꎬ对Ｋ＋∈Ｋ ＋ꎬ寻找Ｋ＋∈Ｋ ＋的所有后继状态

以及学习并掌握的模糊技能集ꎬ从而得到学习路径ꎮ
下面将基于模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)ꎬ给出上逆模型的学习路径图算法ꎮ
算法 ４　 基于模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)ꎬ获取关于上逆模型的学习路径图ꎮ
输入　 模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)ꎮ
输出　 学习路径图 Ｇꎮ
(１) 给定一个空图 Ｇꎻ
(２) ∂←⌀ꎬ ρ←⌀ꎬ 其中∂ 表示 Ｇ 中所有边的集合ꎬρ 表示 Ｇ 中所有学习路径ꎬ Ｄ←⌀ꎬ Ｍ←⌀ꎬ Ｎ←⌀ꎻ
(３) 由算法 ２ 计算 Ｋ ＋ꎻ
(４) 根据⊆关系对 Ｋ ＋上的知识状态进行排序ꎻ
(５) ｆｏｒ ｉ＝ １ ｔｏ ｜Ｋ ＋ ｜ ｄｏ
(６) 　 Ｄ( ｉ)←ＤＫ＋( ｉ)ꎻ
(７) ｅｎｄ ｆｏｒ
(８) ｆｏｒ ｉ＝ １ ｔｏ ｜Ｋ ＋ ｜ －１ ｄｏ
(９)　 ｆｏｒ ｊ＝ ｉ＋１ ｔｏ ｜Ｋ ＋ ｜ ｄｏ
(１０)　 　 ｉｆ Ｋ ＋( ｊ)是 Ｋ ＋( ｉ)的后继状态 ｔｈｅｎ
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(１１)　 　 　 　 Ｍ＝ ｓ∈Ｓ ｜Ｄ( ｊ)(ｓ)>Ｄ( ｉ)(ｓ){ } ꎻ

(１２) 　 　 　 　 Ｎ＝ Ｄ( ｊ)(ｓ)
ｓ

ｓ∈Ｍ{ } ꎻ

(１３)　 　 　 　 　 ρ←ρ∪(Ｋ ＋( ｉ)ꎬＫ ＋( ｊ))ꎬ 其中(Ｋ ＋( ｉ)ꎬＫ ＋( ｊ))是由 Ｋ ＋( ｉ)指向 Ｋ ＋( ｊ)的边ꎬ边
(Ｋ ＋( ｉ)ꎬＫ ＋( ｊ))的标记为 Ｎꎻ

(１４)　 　 　 　 ｅｎｄ ｉｆ
(１５)　 　 ｅｎｄ ｆｏｒ
(１６) ｅｎｄ ｆｏｒ
(１７) 根据∂找出学习路径ꎬ画出学习路径图 Ｇꎮ
算法 ４ 的时间复杂度 Ｏ( ｜Ｆ (Ｓ) ｜ ＋ ｜Ｋ ＋ ｜ ２)ꎮ
例 ９　 在例 １ 中ꎬ获得模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)关于上逆模型的学习路径图ꎬ如图 ２ 所示ꎮ

图 ２　 例 １ 中关于上逆模型的学习路径图
Ｆｉｇ.２　 Ｌｅａｒｎｉｎｇ ｐａｔｈｓ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ｉｎｖｅｒｓｅ ｍｏｄｅｌ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １

　 　 由学习路径图 ２ 可知ꎬ有 ４ 条学习路径ꎬ分别为:(１) ０.３
ｓ２{ } →

０.５
ｓ１

ꎬ０.６
ｓ２{ } →

０.７
ｓ３{ } →

０.８
ｓ１{ } ꎻ (２) ０.３

ｓ２{ } →

０.５
ｓ１

ꎬ０.６
ｓ２{ }→

０.８
ｓ１{ }→

０.７
ｓ３{ } ꎻ (３) ０.３

ｓ２{ }→
０.８
ｓ１{ } →

０.６
ｓ２{ } →

０.７
ｓ３{ } ꎻ (４) ０.８

ｓ１{ } →
０.３
ｓ２{ } →

０.６
ｓ２{ } →

０.７
ｓ３{ } ꎮ 这可供

不同的学习者有效地学习技能ꎮ 对于知识状态为{ｑ１}的学习者ꎬ通过进一步地学习后ꎬ若其知识状态变为

{ｑ１ꎬｑ３}ꎬ此时学习者至少掌握技能 ｓ１ 的熟练度为 ０.５ꎬ且掌握技能 ｓ２ 的熟练度为 ０.６ꎮ 同样地ꎬ若学习者的

知识状态变为{ｑ１ꎬｑ４}ꎬ此时学习者至少掌握技能 ｓ１ 的熟练度为 ０.８ꎮ 由此可知ꎬ通过上逆模型的学习路径

图可评估学习者是否掌握了相应的技能ꎮ

４　 案例分析

第 ２、３ 章提出的理论和方法不仅可以在实践中构建知识结构ꎬ还可以进行能力评估ꎬ并指导进一步的技

能学习ꎮ 在实际教学中ꎬ当问题的解决方法只有一种ꎬ并且该方法要掌握多个相关的技能时ꎬ可选用 ＦＴ￣粗
糙集的上逆模型来指导学习ꎻ而当问题有多种解决方法ꎬ并且每种方法只要掌握一个独立的技能时ꎬ可选用

ＦＴ￣粗糙集的下逆模型来指导学习ꎮ 本文以“分数的加减法”为例ꎬ讨论应用上逆模型来指导学习的可行性ꎬ
并验证算法的有效性ꎮ

实验的硬件环境为 Ｉｎｔｅｒ(Ｒ)Ｃｏｒｅ(ＴＭ)ｉ５￣８４００ ＣＰＵ ＠ ２.８０ ＧＨＺꎬ内存为 ８ＧＢꎬ操作系统为 Ｗｉｎｄｏｗｓ１０ꎬ软
件平台为 Ｐｙｔｈｏｎꎮ

例 １０　 设(ＱꎬＳꎬＴ)为模糊近似空间ꎬ问题集 Ｑ ＝ {ｑ１ꎬｑ２ꎬｑ３ꎬｑ４ꎬｑ５}ꎬ技能集 Ｓ ＝ { ｓ１ꎬｓ２ꎬｓ３ꎬｓ４}ꎬＴ 如表

５ 所示ꎬＱ 中的具体问题如表 ６ 所示ꎬＳ 中的具体问题及将技能通过阈值划分为不同的层次ꎬ如表 ７[２７]

所示ꎮ
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表 ５　 例 １０ 中模糊集值映射 Ｔ
Ｔａｂｌｅ ５　 Ｆｕｚｚｙ ｓｅｔ￣ｖａｌｕｅｄ ｍａｐｐｉｎｇ Ｔ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １０

Ｔ ｓ１ ｓ２ ｓ３ ｓ４

ｑ１ １.０ １.０ １.０ ０

ｑ２ １.０ ０ ０ １.０

ｑ３ ０ １.０ ０.８ ０

ｑ４ １.０ １.０ １.０ １.０

ｑ５ １.０ ０ ０.６ ０.６

表 ６　 分数加减法相关问题
Ｔａｂｌｅ ６　 Ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ａｄｄｉｎｇ ａｎｄ ｓｕｂｔｒａｃｔｉｎｇ ｆｒａｃｔｉｏｎｓ

问题 表达式

ｑ１
１
４

＋ １
６( ) － １

８
ｑ２

１
８

＋ ５
８

ｑ３
１
３

－ １
４

ｑ４
５
６

－ １
１０

＋ ２
１５( )

ｑ５
２
７

＋ ３
１４

表 ７　 分数加减法相关技能
Ｔａｂｌｅ ７　 Ｓｋｉｌｌｓ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ａｄｄｉｎｇ ａｎｄ ｓｕｂｔｒａｃｔｉｎｇ ｆｒａｃｔｉｏｎｓ

技能 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 技能运算 技能熟练度

ｓ１ 同分母分数相加 １.０
ｓ２ 同分母分数相减 １.０

进行分母通分

当各分数的分母的最小公倍数为其中一个分数的分母时ꎻ ０.６
ｓ３ 当各分数的分母的最小公倍数为各个分母的乘积ꎻ ０.８

当各分数的分母的最小公倍数为各个分母的严格倍数时ꎻ １.０
将分数化为最简分数

ｓ４ 当分子分母的最大公因数为其中一个时ꎻ ０.６
当分子分母的最大公因数小于每一个时ꎻ １.０

　 　 运用算法 ４ 获得模糊近似空间(ＱꎬＳꎬＴ)关于上逆模型的学习路径图如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 例 １０ 中关于上逆模型的学习路径图
Ｆｉｇ.３　 Ｌｅａｒｎｉｎｇ ｐａｔｈｓ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ｉｎｖｅｒｓｅ ｍｏｄｅｌ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １０

　 　 从学习路径图 ３ 可知ꎬ学习者可选取学习路径: １
ｓ１

ꎬ０.６
ｓ３

ꎬ０.６
ｓ４{ } →

１
ｓ２

ꎬ０.８
ｓ３{ } →

１
ｓ４{ } →

１
ｓ３{ } ꎬ即对于初始状

态为⌀的学习者学习技能 ｓ１“同分母的加法”、技能 ｓ３“进行分母通分”、技能 ｓ４“将分数化为最简分数”ꎬ当技

能 ｓ１、技能 ｓ３、技能 ｓ４ 的熟练度分别达到 １、０.６、０.６ 时ꎬ学习者可达到知识状态{ｑ５}ꎻ学习者进一步学习技能

ｓ２“同分母的减法”、技能 ｓ３“进行分母通分”ꎬ当技能 ｓ２、技能 ｓ３ 的熟练度分别达到 １、０.８ 时ꎬ学习者可达到
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知识状态{ｑ３ꎬｑ５}ꎻ接下来ꎬ学习者学习技能 ｓ４“将分数化为最简分数”ꎬ当技能的熟练度为 １ꎬ学习者可达到

知识状态{ｑ２ꎬｑ３ꎬｑ５}ꎻ最后ꎬ学习者学习技能 ｓ３“进行分母通分”ꎬ当技能 ｓ３ 的熟练度为 １ 时ꎬ能够解决 Ｑ 的

所有问题ꎬ此时学习者可以较为熟练的解决有关分数的加减法的问题ꎮ

５　 结语

本文丰富了从粗糙集角度构建知识结构的理论方法ꎬ提出寻找学习路径的新方法ꎬ该学习路径不仅可以

评估学习者对技能的掌握程度ꎬ还可有效地指导下一步的学习ꎬ这有助于以学定教、因材施教ꎮ 将 ＦＴ￣粗糙

集和知识空间理论相结合ꎬ得到由 ＦＴ￣粗糙集的上逆和下逆模型构建知识结构的方法ꎬ证明知识空间和简单

闭包空间可以分别用 ＦＴ￣粗糙集的下逆模型和上逆模型进行刻画ꎬ并研究 ＦＴ￣粗糙集上逆和下逆模型生成的

知识结构是学习空间和良级简单闭包空间的充要条件ꎮ 基于模糊近似空间ꎬ分别在下逆和上逆两种模型中

对学习者的能力进行评估ꎮ 在下逆模型中ꎬ根据学习者对问题的回答情况可得到其自身的最大能力状态ꎬ在
上逆模型中ꎬ由学习者对问题的回答情况可得到其自身的最小能力状态ꎮ 最后ꎬ给出上(下)逆模型的学习

路径图及其算法以指导技能练习ꎮ
在实际教学中ꎬ不同学习者可能有不同的适宜学习路径ꎬ后续研究工作将考虑技能的难易程度对学习路

径选择的影响ꎬ并进一步探究如何选择最佳学习路径ꎮ
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