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新型多粒度变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集

李心如ꎬ李令强∗ꎬ贾成昭
(聊城大学数学科学学院ꎬ 山东 聊城 ２５２０００)

摘要:引入一种新型变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集ꎬ结合多粒度思想ꎬ提出了包含乐观、悲观和折中 ３ 个基本模型的多粒度变精

度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集ꎬ研究了模型的代数性质和拓扑性质ꎬ证明了模型满足包含性、幂等性、对偶性等性质ꎬ并且能诱导模

糊拓扑、模糊余拓扑结构ꎮ
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０　 引言

模糊粗糙集作为模糊集[１]和粗糙集[２] 理论的结合ꎬ能有效处理不确定和不完备的复杂数据ꎬ已被广泛

应用于数据挖掘[３]、机器学习[４]、特征选择[５￣６]、决策分析[７]、医学诊断[８]等各个领域ꎮ
模糊粗糙集对数据的准确度和完整度要求很高ꎬ数据的微小变化都会影响模型的结果ꎬ为了解决这一问

题ꎬＺｉａｒｋｏ[９]提出变精度粗糙集模型ꎬ增强了模型的容错能力和抗干扰能力ꎮ Ｙａｏ 等[１０]通过绝对误差的思想

建立一个基于模糊粒的新模型ꎬ简称 Ｙａｏ 模型ꎮ Ｗａｎｇ 等[１１]将 Ｙａｏ 模型扩展到一般关系ꎬＬｉ 等[１２]将 Ｙａｏ 模

型拓展到重叠函数和群组函数中ꎮ 然而这些模型均不满足包含性(下近似含于上近似)ꎬ而许多理论和应用

都依赖于包含性ꎮ 因此ꎬ很多学者研究了满足包含性的变精度模糊粗糙集ꎬ例如 Ｚｏｕ 等[１３] 提出的满足包含

性的模型ꎬ能够更有效地处理数据噪声和不确定性问题ꎮ
多粒度是粗糙集的另一个重要发展方向ꎬＱｉａｎ 等[１４]引入多粒度粗糙集的概念ꎬ从多个角度分析问题并

获得更加合理的求解ꎬ更好地揭示数据内在的结构ꎮ 与单粒度粗糙集基于一个关系不同ꎬ多粒度粗糙集是建

立在多个关系之上的ꎮ 在实际应用中ꎬ很多问题都涉及到多个因素(关系)ꎬ如ꎬ群决策问题(每个专家的意

见确定一个关系) [１５]、多源信息问题(每个信息源确定一个关系) [１６]、多属性决策问题(每个属性确定一个

关系) [１７]ꎮ 显然ꎬ多粒度模型比单粒度粗糙模型更适合处理这些问题ꎮ 此外ꎬ许多研究者将变精度和多粒度
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相结合ꎬ例如 Ｓｕｎ 等[１８]将多粒度变精度粗糙集与毕达哥拉斯粗糙集结合解决不确定的多属性群决策问题ꎬ
郑文彬等[１９]将多粒度变精度粗糙集与邻域粗糙集结合提出一种近似集更新的矩阵算法ꎮ Ｙｅ 等[２０] 建立 ４
种变精度多决策多粒度粗糙集模型ꎬ并应用于医疗诊断ꎮ

Ｙａｏ 模型利用误差定义了一种变精度模糊粗糙集ꎬ但是它不满足包含性质ꎬＺｏｕ 等[１３] 引入了一种改进

的模型ꎮ 但是二者的定义和形式非常复杂ꎬ难于计算ꎬ这极大阻碍了粒变精度模糊粗糙集理论和应用的进一

步发展ꎮ 另外ꎬ多粒度、变精度粗糙集具有高度的兼容性ꎮ 多粒度思想使得人们能够从多视角、多层次和多

维度来考虑问题ꎬ因而多粒度变精度模型能处理更复杂的问题ꎮ 注意到ꎬ文献[１０ꎬ１３]提出的模型都没有与

多粒度思想融合ꎮ 因此本文保留文献[１０]中绝对误差的思想ꎬ给出一种易于计算的新型变精度模糊粗糙

集ꎬ该模型有更好包含性、幂等性ꎬ并且结合多粒度思想ꎬ提出多粒度变精度模糊粗糙集ꎮ

１　 预备知识

设 Ｉ＝[０ꎬ１]ꎬ∗:Ｉ２→Ｉ 是左连续三角模ꎬ􀅰:Ｉ２→Ｉ 是右连续三角余模ꎮ 此外ꎬ设¬:Ｉ→Ｉ 是标准对合否定ꎬ
∗和􀅰关于¬对偶ꎮ常见的三角模有:(１) 标准最小算子 ｐ∗Ｍｑ ＝ｍｉｎ{ｐꎬｑ}ꎻ (２)代数积 ｐ∗Ｐｑ ＝ ｐｑꎻ (３)
Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ 三角模 ｐ∗Ｌｑ ＝ｍａｘ{０ꎬｐ＋ｑ－１}ꎮ 常见的三角余模有: (１) 标准最大算子 ｐ􀅰Ｍｑ ＝ｍａｘ{ｐꎬｑ}ꎻ
(２)代数积 ｐ􀅰Ｐｑ＝ｐ＋ｑ－ｐｑꎻ (３)Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ 三角余模 ｐ􀅰Ｌｑ＝ｍｉｎ{１ꎬｐ＋ｑ}ꎮ

设 Ｕ 是非空有限集ꎬ记 Ｉ(Ｕ)为 Ｕ 中的模糊集ꎮ 对任意 ｐ∈Ｉꎬ取 ｐ 的常值模糊集记为 ｐ^ꎮ 令 ＷꎬＶ∈

Ｉ(Ｕ)ꎬ Δ＝{∧ꎬ∨ꎬ∗ꎬ􀅰}ꎬ对任意 ｇ∈Ｕ 有(ＷΔＶ)(ｇ)＝ Ｗ(ｇ)ΔＶ(ｇ)ꎮ Ｗ≤Ｖ 即对任意 ｇ∈Ｕꎬ有 Ｗ(ｇ)≤
Ｖ(ｇ)ꎮ 对 ϑ∈Ｉꎬ定义 Ｕϑ ＝{Ｘ⊆Ｕ: ｜Ｘ ｜≥ϑ ｜Ｕ ｜ }ꎬ其中 ｜Ｕ ｜代表 Ｕ 的基数ꎮ

引理 １　 对任意 ＡꎬＢꎬＣꎬＡ ｊ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ ｊ∈Λꎬ其中 Λ 是一个集族ꎬ则
(１) Ａ∗Ｂ＝Ｂ∗Ａꎬ Ａ􀅰Ｂ＝Ｂ􀅰Ａꎻ
(２) 若 Ａ≤Ｂꎬ则 Ａ∗Ｃ≤Ｂ∗Ｃꎬ Ａ􀅰Ｃ≤Ｂ􀅰Ｃꎻ
(３) Ａ∗(Ｂ∗Ｃ)＝ (Ａ∗Ｂ)∗Ｃꎬ Ａ􀅰(Ｂ􀅰Ｃ)＝ (Ａ􀅰Ｂ)􀅰Ｃꎻ
(４) ∗是左连续的ꎬ􀅰是右连续的ꎬ则(∨

ｊ∈Λ
Ａ ｊ)∗Ｂ＝∨

ｊ∈Λ
(Ａ ｊ∗Ｂ)ꎬ (∧

ｊ∈Λ
Ａ ｊ)􀅰Ｂ＝∧

ｊ∈Λ
(Ａ ｊ􀅰Ｂ)ꎻ

(５) Ｕ∗Ａ＝Ａꎬ Ｕ􀅰Ａ＝Ｕꎻ
(６) ⌀∗Ａ＝⌀ꎬ ⌀􀅰Ａ＝Ａꎮ
模糊集 Ｒ∈Ｉ(Ｕ×Ｕ)为 Ｕ 上的模糊关系ꎬ称二元对(ＵꎬＲ)为模糊近似空间ꎮ
设 Ｒ 为论域 Ｕ 上的模糊关系ꎬ任取 ｇꎬ ｅꎬ ｈ∈Ｕ 有(１)Ｒ(ｇꎬｇ)＝ １ꎬ则称 Ｒ 为反身的ꎻ (２)若 Ｒ(ｇꎬｈ)＝

Ｒ(ｈꎬｇ)ꎬ则称 Ｒ 为对称的ꎻ (３)若 Ｒ(ｇꎬｅ)∗Ｒ(ｅꎬｈ)≤Ｒ(ｇꎬｈ)ꎬ则称 Ｒ 为∗￣传递的ꎮ 称反身、∗￣传递的关

系为∗￣预序关系ꎮ
令 ｇ∈Ｕꎬ ｒ∈Ｉꎬ Ｒ∈Ｉ(Ｕ×Ｕ)ꎬ任取 ｈ∈Ｕꎬ模糊粒[ｇｒ]∗

Ｒ 、[ｇｒ]􀅰
Ｒ 定义为

[ｇｒ]∗
Ｒ (ｈ)＝ Ｒ(ｇꎬｈ)∗ｒꎬ　 [ｇｒ]􀅰

Ｒ (ｈ)＝ ¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰ｒꎮ
通过使用模糊粒的概念ꎬ文献[１０]定义了一种等价关系下的变精度模糊粗糙集ꎬ文献[１１]将其推广到

一般关系ꎮ
定义 １[１０￣１１] 　 设(ＵꎬＲ)是一个模糊近似空间ꎬϑ∈Ｉꎬ Ｕϑ ＝{Ｘ⊆Ｕ: ｜ Ｘ ｜ ≥ϑ ｜Ｕ ｜ }ꎬ对任意 Ｗ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ ｇ∈

Ｕꎬ 定义映射ＹＷＲϑꎬ ＹＷＲϑ:Ｉ(Ｕ)→Ｉ(Ｕ)为

ＹＷＲϑ(Ｗ)＝ ∨{[ｇｒ]∗
Ｒ :ｇ∈Ｕꎬ ｒ∈Ｉꎬ {ｈ∈Ｕ:[ｇｒ]∗

Ｒ (ｈ)≤Ｗ(ｈ)}∈Ｕϑ}ꎬ

ＹＷＲϑ(Ｗ)＝ ∧{[ｇｒ]􀅰
Ｒ :ｇ∈Ｕꎬ ｒ∈Ｉꎬ {ｈ∈Ｕ:Ｗ(ｈ)≤[ｇｒ]􀅰

Ｒ (ｈ)}∈Ｕϑ}ꎬ

称序对(ＹＷＲϑꎬＹＷＲϑ)为 Ｗ 关于(ＵꎬＲ)的粒变精度模糊粗糙集ꎬ称ＹＷＲϑꎬ ＹＷＲϑ 为粒变精度模糊粗糙

下 /上近似算子ꎮ

对 Ｘ⊆Ｕꎬ显然 Ｘ∈Ｕϑ的充要条件是
｜Ｘ ｜
｜Ｕ ｜

≥ϑꎬ称 １－ϑ 为 Ｘ 关于 Ｕ 的绝对误差ꎬ可以理解为错误或缺失数

据所占比例ꎬ这是文献[１０]的核心思想ꎬ即按照一定比例 １－ϑ 去除论域中的对象ꎬ可以有效地减少错误或缺
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失数据的影响ꎮ
文献[１３]基于文献[１０]的模型ꎬ引入了满足包含性的变精度改进模型如下ꎮ
定义 ２[１３] 　 定义映射ＭＲϑꎬ ＭＲϑ:Ｉ(Ｕ)→Ｉ(Ｕ)为

ＭＲϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∨{[ｇｒ]∗
Ｒ (ｅ):ｇ∈Ｕꎬｒ∈Ｉꎬｅ∈{ｈ∈Ｕ:[ｇｒ]∗

Ｒ (ｈ)≤Ｗ(ｈ)}∈Ｕϑ}ꎬ

ＭＲϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∧{[ｇｒ]􀅰
Ｒ (ｅ):ｇ∈Ｕꎬｒ∈Ｉꎬｅ∈{ｈ∈Ｕ:Ｗ(ｈ)≤[ｇｒ]􀅰

Ｒ (ｈ)}∈Ｕϑ}ꎬ

称序对(ＭＲϑꎬ ＭＲϑ)为 Ｗ 关于(Ｕꎬ Ｒ)的 Ｍ￣粒变精度模糊粗糙集ꎬ称ＭＲϑꎬＭＲϑ 为 Ｍ￣粒变精度模糊粗糙

下 /上近似算子ꎮ
显然ꎬ文献[１０ꎬ１３]的模型形式过于复杂ꎬ应用起来不方便ꎮ 因此ꎬ本文保留文献[１０]中绝对误差的思

想ꎬ引入形式更简洁且满足包含性的变精度新模型ꎮ

２　 新型变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集模型

本章给出一个新型变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集模型ꎬ并讨论它的基本性质(对偶性、包含性、幂等性)ꎮ
定义 ３　 设(ＵꎬＲ)是一个模糊近似空间ꎬϑ∈Ｉ ꎬ对任意 Ｗ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ ｇ∈Ｕꎬ定义映射 Ｒϑꎬ 􀭵Ｒϑ:Ｉ(Ｕ)→

Ｉ(Ｕ)为
Ｒϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∨

ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ
∧

ｈ∈Ｘ
(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰Ｗ(ｈ))ꎬ　 􀭵Ｒϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∧

ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ
∨

ｈ∈Ｘ
(Ｒ(ｇꎬｈ)∗Ｗ(ｈ))ꎬ

称序对(Ｒϑ(Ｗ)ꎬ􀭵Ｒϑ(Ｗ))为 Ｗ 关于(ＵꎬＲ)的变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集ꎬ称 Ｒϑ(Ｗ)ꎬ 􀭵Ｒϑ(Ｗ)为变精度模糊

粗糙􀅰下近似算子和∗￣模糊上近似算子ꎮ
注 １　 (１) 当 ϑ＝ １ 时ꎬＲϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∧

ｈ∈Ｘ
(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰Ｗ(ｈ))ꎬ 􀭵Ｒϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∨

ｈ∈Ｘ
(Ｒ(ｇꎬｈ)∗Ｗ(ｈ))ꎬ此时定

义 ２ 退化为文献[２１]中的模型ꎻ
(２) 由下例知本文的变精度(∗ꎬ􀅰)模糊粗糙集模型与文献[１０ꎬ１３]中模型是不同的ꎮ 另外ꎬ本文的模

型和文献[１３]的模型满足包含性ꎬ而文献[１０]中模型则不满足此性质ꎮ

例 １　 设∗＝∗Ｐꎬ􀅰＝􀅰Ｐꎬ Ｕ ＝ {ｏ１ꎬｏ２ꎬｏ３}ꎬ Ｒ ＝
１ ０.８ １
０.８ １ ０.８
１ ０.８ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ Ｗ ＝ ０.９

ｏ１
＋ ０
ｏ２

＋０.５
ｏ３

ꎬ令 ϑ ＝ ２
３
ꎬ则 Ｕϑ ＝

{{ｏ１ꎬｏ２ꎬｏ３}ꎬ{ｏ１ꎬｏ２}ꎬ{ｏ１ꎬｏ３}ꎬ{ｏ２ꎬｏ３}}ꎮ 由定义 １、２、３ 可得

ＹＷＲϑ(Ｗ)＝ ０􀆰 ５
ｏ１

＋０􀆰 ６２５
ｏ２

＋０􀆰 ５
ｏ３

ꎬ　 ＹＷＲϑ(Ｗ)＝ ０􀆰 ５
ｏ１

＋０􀆰 ３７５
ｏ２

＋０􀆰 ５
ｏ３

ꎻ

ＭＲϑ(Ｗ)＝ ０􀆰 ５
ｏ１

＋ ０
ｏ２

＋０􀆰 ５
ｏ３

ꎬ 　 ＭＲϑ(Ｗ)＝ ０􀆰 ９
ｏ１

＋０􀆰 ３７５
ｏ２

＋０􀆰 ５
ｏ３

ꎻ

Ｒϑ(Ｗ)＝ ０􀆰 ５
ｏ１

＋ ０
ｏ２

＋０􀆰 ５
ｏ３

ꎬ　 􀭵Ｒϑ(Ｗ)＝ ０􀆰 ９
ｏ１

＋０􀆰 ４
ｏ２

＋０􀆰 ５
ｏ３

ꎮ

显然这 ３ 个模型是不同的ꎮ
下面证明变精度(∗ꎬ􀅰)模糊粗糙集的相关性质ꎮ
命题 １　 设(ＵꎬＲ)是模糊近似空间ꎬϑ∈Ｉꎬ则对任意 ＷꎬＶꎬ{Ｗｊ} ｊ∈Λ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ ｐ∈Ｉꎬ有
(１) Ｒϑ(Ｕ)＝ Ｕꎬ 􀭵Ｒϑ(⌀)＝ ⌀ꎻ

(２) 若 Ｗ≤Ｖꎬ则 Ｒϑ(Ｗ)≤Ｒϑ(Ｖ)ꎬ 􀭵Ｒϑ(Ｗ)≤􀭵Ｒϑ(Ｖ)ꎻ

(３) Ｒϑ(∧
ｊ∈Λ

Ｗｊ)≤∧
ｊ∈Λ

Ｒϑ(Ｗｊ)ꎬ ∨
ｊ∈Λ

􀭵Ｒϑ(Ｗｊ)≤􀭵Ｒϑ(∨
ｊ∈Λ

Ｗｊ)ꎻ

(４) ∨
ｊ∈Λ

Ｒϑ(Ｗｊ)≤Ｒϑ(∨
ｊ∈Λ

Ｗｊ)ꎬ 􀭵Ｒϑ(∧
ｊ∈Λ

Ｗｊ)≤∧
ｊ∈Λ

􀭵Ｒϑ(Ｗｊ)ꎻ

(５) Ｒϑ( ｐ^􀅰Ｗ)≤ｐ^􀅰Ｒϑ(Ｗ)ꎬ ｐ^∗􀭵Ｒϑ(Ｗ)≤􀭵Ｒϑ( ｐ^∗Ｗ)ꎻ

(６) ｐ^≤Ｒϑ( ｐ^)ꎬ 􀭵Ｒϑ( ｐ^)≤ｐ^ꎮ

证明　 任取 ｇ∈Ｕꎬ可得
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Ｒϑ(Ｕ)(ｇ)＝ ∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰１)＝ Ｕ(ｇ)ꎬ　 􀭵Ｒϑ(⌀)(ｇ)＝ ∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ(ｇꎬｈ)∗０)＝ ⌀(ｇ)ꎬ

则命题 １(１)成立ꎮ 显然命题(２)—(４)成立ꎮ
由于􀅰是右连续的ꎬ∗是左连续的ꎬ任取 ｇ∈Ｕꎬ得

Ｒϑ( ｐ^􀅰Ｗ)(ｇ)＝ ∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰ｐ􀅰Ｗ(ｈ))＝ ∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

(ｐ􀅰∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰Ｗ(ｈ)))

≤ｐ􀅰 ∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰Ｗ(ｈ))＝ ( ｐ^􀅰Ｒϑ(Ｗ))(ｇ)ꎬ

􀭵Ｒϑ( ｐ^∗Ｗ)(ｇ)＝ ∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ(ｇꎬｈ)∗ｐ∗Ｗ(ｈ))＝ ∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

(ｐ∗∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ(ｇꎬｈ)∗Ｗ(ｈ)))

≥ｐ∗ ∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ(ｇꎬｈ)∗Ｗ(ｈ))＝ ( ｐ^∗􀭵Ｒϑ(Ｗ))(ｇ)ꎬ

则命题 １(５)成立ꎮ
任取 ｇ∈Ｕꎬ可得

Ｒϑ( ｐ^)(ｇ)＝ ∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰ｐ)≥０􀅰ｐ＝ ｐ^(ｇ)ꎬ　 􀭵Ｒϑ( ｐ^)(ｇ)＝ ∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ(ｇꎬｈ)∗ｐ)≤１∗ｐ＝ ｐ^(ｇ)ꎬ

则命题 １(６)成立ꎮ
命题 ２　 设(ＵꎬＲ)是模糊近似空间ꎬϑ∈Ｉꎬ则

(１) 对分明集 Ｖ⊆Ｕꎬ ϑ＝ ｜Ｖ ｜
｜Ｕ ｜

ꎬ则 Ｖ≤Ｒϑ(Ｖ)ꎬ 􀭵Ｒϑ(Ｕ－Ｖ)≤Ｕ－Ｖꎻ

(２) 设 ＷꎬＶ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ ϑ>０􀆰 ５ꎬ则
Ｒϑ(Ｗ)∨Ｒϑ(Ｖ)≤Ｒ２ϑ－１(Ｗ∨Ｖ)ꎬ　 􀭵Ｒ２ϑ－１(Ｗ∧Ｖ)≤􀭵Ｒϑ(Ｗ)∧􀭵Ｒϑ(Ｖ)ꎮ

证明　 (１) 任取 ｇ∈Ｕꎬ由 Ｖ 是分明集ꎬ得
Ｒϑ(Ｖ)(ｇ)＝ ∧

ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ
∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰Ｖ(ｈ))≥∧
ｈ∈Ｖ

(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰Ｖ(ｈ))＝ １＝Ｖ(ｇ)ꎮ

􀭵Ｒϑ(Ｕ－Ｖ)(ｇ)＝ ∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ(ｇꎬｈ)∗(Ｕ－Ｖ)(ｈ))≤∨
ｈ∈Ｖ

(Ｒ(ｇꎬｈ)∗(Ｕ－Ｖ)(ｈ))＝ ０＝(Ｕ－Ｖ)(ｇ)ꎮ

(２) 令 ϑ>０􀆰 ５ꎬ则 ϑ≥(２ϑ－１)ꎬ故 Ｕϑ⊆Ｕ２ϑ－１ꎬ从而任取 ｇ∈Ｕꎬ得
　 (Ｒϑ(Ｗ)∨Ｒϑ(Ｖ))(ｇ)＝ Ｒϑ(Ｗ)(ｇ)∨Ｒϑ(Ｖ)(ｇ)≤Ｒϑ(Ｗ∨Ｖ)(ｇ)

＝ ∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰(Ｗ∨Ｖ)(ｈ))

≤ ∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕ２ϑ－１

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰(Ｗ∨Ｖ)(ｈ))＝ Ｒ２ϑ－１(Ｗ∨Ｖ)(ｇ) ꎬ

　 (􀭵Ｒϑ(Ｗ)∧􀭵Ｒϑ(Ｖ))(ｇ)＝ 􀭵Ｒϑ(Ｗ)(ｇ)∧􀭵Ｒϑ(Ｖ)(ｇ)≥􀭵Ｒϑ(Ｗ∧Ｖ)(ｇ)
＝ ∧

ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ
∨

ｈ∈Ｘ
(Ｒ(ｇꎬｈ)∗(Ｗ∧Ｖ)(ｈ))

≥ ∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕ２ϑ－１

∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ(ｇꎬｈ)∗(Ｗ∧Ｖ)(ｈ))＝ 􀭵Ｒ２ϑ－１(Ｗ∧Ｖ)(ｇ) ꎮ

下面证明 Ｒϑ、􀭵Ｒϑ 满足对偶性ꎮ

定理 １　 设(ＵꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ∗和􀅰是对偶的ꎬＷ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ则
¬Ｒϑ(Ｗ)＝ 􀭵Ｒϑ(¬Ｗ)ꎬ　 ¬ 􀭵Ｒϑ(Ｗ)＝ Ｒϑ(¬Ｗ)ꎮ

证明　 若∗和􀅰是对偶的ꎬ任取 Ｗ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ ｇ∈Ｕꎬ有
¬Ｒϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ¬ ∨

ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ
∧

ｈ∈Ｘ
(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰Ｗ(ｈ))＝ ∨

ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ
∧

ｈ∈Ｘ
(Ｒ(ｇꎬｈ)∗¬Ｗ(ｈ))＝ 􀭵Ｒϑ(¬Ｗ)(ｇ) ꎮ

即¬Ｒϑ(Ｗ)＝ 􀭵Ｒϑ(¬Ｗ)ꎮ 同理可得¬ 􀭵Ｒϑ(Ｗ)＝ Ｒϑ(¬Ｗ)ꎮ
下面证明变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集满足包含性ꎮ
定理 ２　 设(ＵꎬＲ)是模糊近似空间ꎬＲ 是自反的ꎬϑ∈Ｉꎬ则 Ｒϑ(Ｗ)≤Ｗ≤􀭵Ｒϑ(Ｗ)ꎮ
证明　 任取 Ｗ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ ｇ∈Ｕꎬ则

Ｒϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰Ｗ(ｈ))≤ ∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

(¬Ｒ(ｇꎬｇ)􀅰Ｗ(ｇ))＝ Ｗ(ｇ)ꎬ

􀭵Ｒϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ(ｇꎬｈ)∗Ｗ(ｈ))≥ ∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

(Ｒ(ｇꎬｇ)∗Ｗ(ｇ))＝ Ｗ(ｇ)ꎮ
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因此ꎬ Ｒϑ(Ｗ)≤Ｗ≤􀭵Ｒϑ(Ｗ)ꎮ
通过定理 ２、命题 １(６)、命题 ２(１)可得以下推论ꎮ
推论 １　 设(ＵꎬＲ)是模糊近似空间ꎬＲ 是自反的ꎬϑ∈Ｉꎬ则
(１) ｐ^＝Ｒϑ( ｐ^)ꎬ 􀭵Ｒϑ( ｐ^)＝ ｐ^ꎻ

(２) 对分明集 Ｖ⊆Ｕꎬ ϑ＝ ｜Ｖ ｜
｜Ｕ ｜

ꎬ则 Ｖ＝Ｒϑ(Ｖ)ꎬ 􀭵Ｒϑ(Ｕ－Ｖ)＝ Ｕ－Ｖꎮ

接下来ꎬ讨论幂等性ꎮ
定义 ４　 设(ＵꎬＲ)是模糊近似空间ꎬ任意 ｅꎬｇꎬｈ∈Ｕꎬ若¬Ｒ(ｇꎬｅ)􀅰¬Ｒ(ｅꎬｈ)≥¬Ｒ(ｇꎬｈ)ꎬ则称 Ｒ 是􀅰￣

传递的ꎻ若 Ｒ 既是自反的也是􀅰传递的ꎬ则称 Ｒ 是􀅰￣预序的ꎮ
定理 ３　 设(ＵꎬＲ)是模糊近似空间ꎬϑ∈Ｉꎬ Ｗ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ则
(１) 当 Ｒ 是􀅰传递时ꎬ Ｒϑ(Ｗ)≤Ｒϑ(Ｒϑ(Ｗ))ꎻ

(２) 当 Ｒ 是∗￣传递时ꎬ􀭵Ｒϑ(􀭵Ｒϑ(Ｗ))≤􀭵Ｒϑ(Ｗ)ꎮ
证明　 (１) 当 Ｒ 是􀅰传递时ꎬ任取 ｇ∈Ｕꎬ

Ｒϑ(Ｒϑ(Ｗ)(ｇ))＝ ∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰Ｒϑ(Ｗ)(ｈ))

＝ ∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰 ∨
ｈ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｅ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｈꎬｅ)􀅰Ｗ(ｅ)))

≥ ∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰∧
ｅ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｈꎬｅ)􀅰Ｗ(ｅ)))

＝ ∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

∧
ｅ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｇꎬｈ)􀅰¬Ｒ(ｈꎬｅ)􀅰Ｗ(ｅ))

≥ ∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｅ∈Ｘ

(¬Ｒ(ｇꎬｅ)􀅰Ｗ(ｅ))＝ Ｒϑ(Ｗ)(ｇ) ꎬ

即证 Ｒϑ(Ｗ)≤Ｒϑ(Ｒϑ(Ｗ))ꎮ

(２) 任取 ｇ∈Ｕꎬ当 Ｒ 是∗￣传递时ꎬ有
􀭵Ｒϑ(􀭵Ｒϑ(Ｗ))(ｇ)＝ ∧

ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ
∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ(ｇꎬｈ)∗􀭵Ｒϑ(Ｗ)(ｈ))

＝ ∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ(ｇꎬｈ)∗ ∧
ｈ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｅ∈Ｘ

(Ｒ(ｈꎬｅ)∗Ｗ(ｅ)))

≤ ∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ(ｇꎬｈ)∗∨
ｅ∈Ｘ

(Ｒ(ｈꎬｅ)∗Ｗ(ｅ)))

＝ ∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｈ∈Ｘ

∨
ｅ∈Ｘ

(Ｒ(ｇꎬｈ)∗Ｒ(ｈꎬｅ)∗Ｗ(ｅ))

≤ ∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｅ∈Ｘ

(Ｒ(ｇꎬｅ)∗Ｗ(ｅ))＝ 􀭵Ｒϑ(Ｗ)(ｇ) ꎬ

即证 􀭵Ｒϑ(􀭵Ｒϑ(Ｗ))≤􀭵Ｒϑ(Ｗ)ꎮ
通过定理 ２、３ 可得幂等性如下ꎮ
定理 ４　 设(ＵꎬＲ)是模糊近似空间ꎬϑ∈Ｉꎬ Ｗ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ则
(１) 当 Ｒ 是􀅰预序时ꎬＲϑ(Ｒϑ(Ｗ))＝ Ｒϑ(Ｗ)ꎻ

(２) 当 Ｒ 是∗￣预序时ꎬ􀭵Ｒϑ(􀭵Ｒϑ(Ｗ))＝ 􀭵Ｒϑ(Ｗ)ꎮ

３　 多粒度变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集模型

本章在新型变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集模型的基础上ꎬ提出多粒度变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集ꎬ同样讨

论它的基本性质(对偶性、包含性、幂等性)ꎬ并探究与模糊拓扑的联系ꎮ
３.１　 定义和基本性质

定义 ５　 设(Ｕꎬ Ｒ＝{Ｒ１ꎬＲ２ꎬ􀆺ꎬＲｎꎬ ｎ∈Ｎ＋})是一族模糊近似空间ꎬＷ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ ｇ∈Ｕꎬ

(１) 定义乐观下 /上近似算子ＯＲϑꎬ ＯＲϑ 为

ＯＲϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∨
Ｒ∈Ｒ

Ｒϑ(Ｗ)(ｇ)ꎬ　 ＯＲϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∧
Ｒ∈Ｒ

􀭵Ｒϑ(Ｗ)(ｇ)ꎬ
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称序对(ＯＲϑ(Ｗ)ꎬ ＯＲϑ(Ｗ))为关于 Ｗ 的乐观变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集ꎮ

(２) 定义悲观下 /上近似算子ＰＲϑꎬＰＲϑ 为

ＰＲϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∧
Ｒ∈Ｒ

Ｒϑ(Ｗ)(ｇ)ꎬ　 ＰＲϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∨
Ｒ∈Ｒ

􀭵Ｒϑ(Ｗ)(ｇ)ꎬ

称序对(ＰＲϑ(Ｗ)ꎬ ＰＲϑ(Ｗ))为关于 Ｗ 的悲观变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集ꎮ

(３) 取 λ∈Ｉꎬ定义折中下 /上近似算子ＣＲϑꎬ ＣＲϑ 为

ＣＲϑ(Ｗ)＝ λＯＲϑ(Ｗ)＋(１－λ)ＰＲϑ(Ｗ)ꎬ ＣＲϑ(Ｗ)＝ λＯＲϑ(Ｗ)＋(１－λ)ＰＲϑ(Ｗ)ꎬ

称序对(ＣＲϑ(Ｗ)ꎬＣＲϑ(Ｗ))为关于 Ｗ 的折中变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集ꎮ
乐观、悲观、折中变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集统称为多粒度变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集ꎮ 为了方便ꎬ在下

文称变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集为单粒度模型ꎮ
注 ２　 任取 Ｗ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ乐观、悲观、折中变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集的关系为

(１) ＰＲϑ(Ｗ)≤ＣＲϑ(Ｗ)≤ＯＲϑ(Ｗ)ꎬ ＯＲϑ(Ｗ)≤ＣＲϑ(Ｗ)≤ＰＲϑ(Ｗ)ꎻ

(２) 若 λ＝ １ꎬ则ＣＲϑ(Ｗ)＝ ＯＲϑ(Ｗ)ꎬ ＣＲϑ(Ｗ)＝ ＯＲϑ(Ｗ)ꎻ

(３) 若 λ＝ ０ꎬ则ＣＲϑ(Ｗ)＝ ＰＲϑ(Ｗ)ꎬ ＣＲϑ(Ｗ)＝ ＰＲϑ(Ｗ)ꎮ

设 ＬꎬＨ:Ｉ(Ｕ)→Ｉ(Ｕ)是映射ꎬ对任意 ＷꎬＶꎬ{Ｗｊ} ｊ∈Λ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ ｐ∈Ｉꎬ记
(Ｌ１) Ｌ(Ｕ)＝ Ｕꎬ 　 　 　 　 　 　 (Ｕ１) Ｈ(⌀)＝ ⌀ꎻ
(Ｌ２) Ｗ≤Ｖ⇒Ｌ(Ｗ)≤Ｌ(Ｖ)ꎬ (Ｕ２) Ｗ≤Ｖ⇒Ｈ(Ｗ)≤Ｈ(Ｖ)ꎻ
(Ｌ３) Ｌ(∧

ｊ∈Λ
Ｗｊ)≤∧

ｊ∈Λ
Ｌ(Ｗｊ)ꎬ (Ｕ３) ∨

ｊ∈Λ
Ｈ(Ｗｊ)≤Ｈ(∨

ｊ∈Λ
Ｗｊ)ꎻ

(Ｌ４) ∨
ｊ∈Λ

Ｌ(Ｗｊ)≤Ｌ(∨
ｊ∈Λ

Ｗｊ)ꎬ (Ｕ４) Ｈ(∧
ｊ∈Λ

Ｗｊ)≤∧
ｊ∈Λ

Ｈ(Ｗｊ)ꎻ

(Ｌ５) Ｌ( ｐ^􀅰Ｗ)≤ｐ^􀅰Ｌ(Ｗ)ꎬ (Ｕ５) ｐ^∗Ｈ(Ｗ)≤Ｈ( ｐ^∗Ｗ)ꎻ
(Ｌ６) ｐ^≤Ｌ( ｐ^)ꎬ (Ｕ６) Ｈ( ｐ^)≤ｐ^ꎮ

命题 ３　 设(ＵꎬＲ)是一族模糊近似空间ꎬＷ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ Ｌ＝ＯＲϑꎬ Ｈ ＝ＯＲϑ 则 Ｌ 满足(Ｌ１)—(Ｌ６)ꎻ Ｈ 满

足(Ｕ１)—(Ｕ６)ꎮ
证明　 由命题 １ (１)可得

ＯＲϑ(Ｕ)＝ ∨
Ｒ∈Ｒ

Ｒϑ(Ｕ)＝ Ｕꎬ　 ＯＲϑ(⌀)＝ ∧
Ｒ∈Ｒ

􀭵Ｒϑ(⌀)＝ ⌀ꎬ

则(Ｌ１)、(Ｕ１)成立ꎮ
显然(Ｌ２)—(Ｌ４)、(Ｕ２)—(Ｕ４)成立ꎮ
由命题 １(５)可得

ＯＲϑ( ｐ^􀅰Ｗ)＝ ∨
Ｒ∈Ｒ

Ｒϑ( ｐ^􀅰Ｗ)≤ ∨
Ｒ∈Ｒ

ｐ^􀅰Ｒϑ(Ｗ)≤ｐ^􀅰∨
Ｒ∈Ｒ

Ｒϑ(Ｗ)＝ ｐ^􀅰ＯＲϑ(Ｗ)ꎬ

ＯＲϑ( ｐ^∗Ｗ)＝ ∧
Ｒ∈Ｒ

􀭵Ｒϑ( ｐ^∗Ｗ)≥ ∧
Ｒ∈Ｒ

ｐ^∗􀭵Ｒϑ(Ｗ)≥ｐ^∗ ∧
Ｒ∈Ｒ

􀭵Ｒϑ(Ｗ)＝ ｐ^∗ＯＲϑ(Ｗ)ꎬ

则(Ｌ５)、(Ｕ５)成立ꎮ
由命题 １(６)可得

ＯＲϑ( ｐ^)＝ ∨
Ｒ∈Ｒ

Ｒϑ( ｐ^)≥ ∨
Ｒ∈Ｒ

ｐ^＝ ｐ^ꎬ　 ＯＲϑ( ｐ^)＝ ∧
Ｒ∈Ｒ

􀭵Ｒϑ( ｐ^)≤ ∧
Ｒ∈Ｒ

ｐ^＝ ｐ^ꎬ

则(Ｌ６)、(Ｕ６)成立ꎮ
命题 ４　 设(ＵꎬＲ)是一族模糊近似空间ꎬＷ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ Ｌ ＝ ＰＲϑꎬ Ｈ ＝ ＰＲϑ 则 Ｌ 满足(Ｌ１)—(Ｌ６)ꎻ Ｈ 满

足(Ｕ１)—(Ｕ６)ꎮ
证明　 与命题 ３ 同理可证ꎬ略ꎮ
命题 ５　 设(ＵꎬＲ)是一族模糊近似空间ꎬＷ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ Ｌ＝ＣＲϑꎬ Ｈ＝ＣＲϑ 则 Ｌ 满足(Ｌ１)—(Ｌ４)、(Ｌ６)ꎬ

Ｈ 满足(Ｕ１)—(Ｕ４)、(Ｕ６)ꎮ
证明　 由命题 ３、４ꎬ得
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ＣＲϑ(Ｕ)＝ λＵ＋(１－λ)Ｕ＝Ｕꎬ　 ＣＲϑ(⌀)＝ λ⌀＋(１－λ)⌀＝⌀ꎬ
则(Ｌ１)、(Ｕ１)成立ꎮ

(Ｌ２)—(Ｌ４)、(Ｕ２)—(Ｕ４)易证ꎮ
由命题 ３、４ꎬ得

ＣＲϑ( ｐ^)＝ λＯＲϑ( ｐ^)＋(１－λ)ＰＲϑ( ｐ^)≥λｐ^＋(１－λ) ｐ^＝ ｐ^ꎬ

ＣＲϑ( ｐ^)＝ λＯＲϑ( ｐ^)＋(１－λ)ＰＲϑ( ｐ^)≤λｐ^＋(１￣λ) ｐ^＝ ｐ^ꎬ
则(Ｌ６)、(Ｕ６)成立ꎮ

注 ３　 当 Ｈ＝ＣＲϑꎬ∗＝∗Ｐ 时ꎬ(Ｕ５)成立ꎮ 其他情况一般不成立ꎬ如例 ２ꎮ

例 ２ 　 设􀅰＝􀅰ＭꎬＵ ＝ { ｏ１ꎬ ｏ２ꎬ ｏ３ }ꎬ λ ＝ ０. ５ꎬ ｐ^ ＝ ０.５５＾ ꎬ Ｒ ＝ {Ｒ１ꎬＲ２ }ꎬ Ｒ１ ＝
１ ０.８ １
０.８ １ ０.８
１ ０.８ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ Ｒ２ ＝

１ ０.３ １
０.３ １ ０.３
１ ０.３ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ Ｗ＝ ０.９

ｏ１
＋ ０
ｏ２

＋０.５
ｏ３

ꎮ 令 ϑ＝ ２
３
ꎬ则 Ｕϑ ＝ {{ｏ１ꎬｏ２ꎬｏ３}ꎬ{ｏ１ꎬｏ２}ꎬ{ｏ１ꎬｏ３}ꎬ{ｏ２ꎬｏ３}}ꎮ 由定义 ３

可得

ＣＲϑ( ｐ^􀅰Ｗ)＝ ０􀆰 ６２５
ｏ１

＋０􀆰 ６２５
ｏ２

＋０􀆰 ５５
ｏ３

ꎬ　 ｐ^􀅰ＣＲϑ(Ｗ)＝ ０􀆰 ６
ｏ１

＋０􀆰 ６
ｏ２

＋０􀆰 ５５
ｏ３

ꎮ

显然ꎬ(Ｌ５)不成立ꎮ
命题 ６　 设(ＵꎬＲ)是一族模糊近似空间ꎬ ϑ∈Ｉꎬ有

(１) 对分明集 Ｖ⊆Ｕꎬ ϑ＝ ｜Ｖ ｜
｜Ｕ ｜

ꎬ则

Ｖ≤ＯＲϑ(Ｖ)ꎬ　 ＯＲϑ(Ｕ－Ｖ)≤Ｕ－Ｖꎻ

Ｖ≤ＰＲϑ(Ｖ)ꎬ　 ＰＲϑ(Ｕ－Ｖ)≤Ｕ－Ｖꎻ

Ｖ≤ＣＲϑ(Ｖ)ꎬ　 ＣＲϑ(Ｕ－Ｖ)≤Ｕ－Ｖꎮ

(２) 设 ＷꎬＶ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ ϑ>０􀆰 ５ꎬ则

ＯＲϑ(Ｗ)∨ＯＲϑ(Ｖ)≤ＯＲ２ϑ－１(Ｗ∨Ｖ)ꎬ　 ＯＲ２ϑ－１(Ｗ∧Ｖ)≤ＯＲϑ(Ｗ)∧ＯＲϑ(Ｖ)ꎻ

ＰＲϑ(Ｗ)∨ＰＲϑ(Ｖ)≤ＰＲ２ϑ－１(Ｗ∨Ｖ)ꎬ　 ＰＲ２ϑ－１(Ｗ∧Ｖ)≤ＰＲϑ(Ｗ)∧ＰＲϑ(Ｖ)ꎻ

ＣＲϑ(Ｗ)∨ＣＲϑ(Ｖ)≤ＣＲ２ϑ－１(Ｗ∨Ｖ)ꎬ　 ＣＲ２ϑ－１(Ｗ∧Ｖ)≤ＣＲϑ(Ｗ)∧ＣＲϑ(Ｖ)ꎮ
证明　 由命题 ２ 易得ꎬ证明略ꎮ
下面讨论多粒度变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集关于关系族的序性质ꎮ
命题 ７　 设 Ｒ＝{Ｒ１ꎬＲ２ꎬ􀆺ꎬＲｎꎬ ｎ∈Ｎ＋}ꎬ Ｓ＝{Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｍꎬ ｍ∈Ｎ＋}是 Ｕ 上的模糊关系族ꎬ对任意 Ｗ∈

Ｉ(Ｕ)ꎬ ϑ∈Ｉꎬ
(１) 当 ｍ＝ｎꎬ Ｒ ｉ≥Ｓｉꎬ ｉ∈Ｎ＋时ꎬＯＲϑ(Ｗ)≤ＯＳ ϑ(Ｗ)ꎬ ＯＲϑ(Ｗ)≥ＯＳ ϑ(Ｗ)ꎻ

(２) 当 Ｓ⊆Ｒ 时ꎬＯＲϑ(Ｗ)≥ＯＳ ϑ(Ｗ)ꎬ ＯＲϑ(Ｗ)≤ＯＳ ϑ(Ｗ)ꎮ

证明　 任取 ｇ∈Ｕꎬ(１) 当 ｍ＝ｎꎬ Ｒ ｉ≥Ｓｉꎬ ｉ∈Ｎ＋时ꎬ¬Ｒ ｉ≤¬Ｓｉꎬ ｉ∈Ｎ＋ꎬ
ＯＲϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∨

Ｒｉ∈Ｒ
Ｒ ｉ

ϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∨
Ｒｉ∈Ｒ

∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ ｉ(ｇꎬｈ)􀅰Ｗ(ｈ))

≤∨
Ｓｉ∈Ｓ

∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｓｉ(ｇꎬｈ)􀅰Ｗ(ｈ))＝ ∨
Ｓｉ∈Ｓ

Ｓｉ
ϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ＯＳ ϑ(Ｗ)(ｇ)ꎬ

ＯＲϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∧
Ｒｉ∈Ｒ

Ｒ ｉ
ϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∧

Ｒｉ∈Ｒ
∧

ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ
∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ ｉ(ｇꎬｈ)∗Ｗ(ｈ))

≥∧
Ｓｉ∈Ｓ

∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｈ∈Ｘ

(Ｓｉ(ｇꎬｈ)∗Ｗ(ｈ))＝ ∧
Ｓｉ∈Ｓ

Ｓｉ
ϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ＯＳ ϑ(Ｗ)(ｇ)ꎮ
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(２) 当 Ｓ ⊆Ｒ 时ꎬ
ＯＲϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∨

Ｒｉ∈Ｒ
Ｒ ｉ

ϑ(Ｗ)(ｇ)≥∨
Ｓｉ∈Ｓ

Ｓｉ
ϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ＯＳ ϑ(Ｗ)(ｇ)ꎬ

ＯＲϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∧
Ｒｉ∈Ｒ

Ｒ ｉ
ϑ(Ｗ)(ｇ)≤∧

Ｓｉ∈Ｓ
Ｓｉ

ϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ＯＳ ϑ(Ｗ)(ｇ)ꎮ

命题 ８　 设 Ｒ＝ {Ｒ１ꎬＲ２ꎬ􀆺ꎬＲｎꎬ ｎ∈Ｎ＋}ꎬ Ｓ ＝ {Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｍꎬ ｍ∈Ｎ＋}是 Ｕ 上的模糊关系族ꎬ对任意

Ｗ∈Ｉ(Ｕ)ꎬϑ∈Ｉꎬ

(１) 当 ｍ＝ｎꎬ Ｒ ｉ≥Ｓｉꎬ ｉ∈Ｎ＋时ꎬＰＲϑ(Ｗ)≤ＰＳ ϑ(Ｗ)ꎬ ＰＲϑ(Ｗ)≥ＰＳ ϑ(Ｗ)ꎻ

(２) 当 Ｓ ⊆Ｒ 时ꎬＰＲϑ(Ｗ)≤ＰＳ ϑ(Ｗ)ꎬ ＰＲϑ(Ｗ)≥ＰＳ ϑ(Ｗ)ꎮ
证明　 任取 ｇ∈Ｕ
(１) 当 ｍ＝ｎꎬ Ｒ ｉ≥Ｓｉꎬ ｉ∈Ｎ＋时ꎬ ¬Ｒ ｉ≤¬Ｓｉꎬ ｉ∈Ｎ＋ꎬ

ＰＲϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∧
Ｒｉ∈Ｒ

Ｒ ｉ
ϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∧

Ｒｉ∈Ｒ
∨

ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ
∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ ｉ(ｇꎬｈ)􀅰Ｗ(ｈ))

≤∧
Ｓｉ∈Ｓ

∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｓｉ(ｇꎬｈ)􀅰Ｗ(ｈ))＝ ∧
Ｓｉ∈Ｓ

Ｓｉ
ϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ＰＳ ϑ(Ｗ)(ｇ)ꎬ

ＰＲ ϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∨
Ｒｉ∈Ｒ

Ｒ ｉ
ϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∨

Ｒｉ∈Ｒ
∧

ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ
∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ ｉ(ｇꎬｈ)∗Ｗ(ｈ))

≥∨
Ｓｉ∈Ｓ

∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｈ∈Ｘ

(Ｓｉ(ｇꎬｈ)∗Ｗ(ｈ))＝ ∨
Ｓｉ∈Ｓ

Ｓｉ
ϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ＰＳ ϑ(Ｗ)(ｇ)ꎮ

(２) 当 Ｓ ⊆Ｒ 时ꎬ
ＰＲϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∧

Ｒｉ∈Ｒ
Ｒ ｉ

ϑ(Ｗ)(ｇ)≤∧
Ｓｉ∈Ｓ

Ｓｉ
ϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ＰＳ ϑ(Ｗ)(ｇ)ꎬ

ＰＲϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ∨
Ｒｉ∈Ｒ

Ｒ ｉ
ϑ(Ｗ)(ｇ)≥∨

Ｓｉ∈Ｓ
Ｓｉ

ϑ(Ｗ)(ｇ)＝ ＰＳ ϑ(Ｗ)(ｇ)ꎮ

命题 ９　 设 Ｒ＝ {Ｒ１ꎬＲ２ꎬ􀆺ꎬＲｎꎬ ｎ∈Ｎ＋}ꎬ Ｓ ＝ {Ｓ１ꎬＳ２ꎬ􀆺ꎬＳｍꎬ ｍ∈Ｎ＋}是 Ｕ 上的模糊关系族ꎬ对任意

Ｗ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ ϑ∈Ｉꎮ 当 ｍ＝ｎꎬ Ｒ ｉ≥Ｓｉꎬ ｉ∈Ｎ＋时ꎬＣＲϑ(Ｗ)≤ＣＳ ϑ(Ｗ)ꎬ ＣＲϑ(Ｗ)≥ＣＳ ϑ(Ｗ)ꎮ
证明　 由命题 ７ 和命题 ８ 易得ꎮ
下面证明多粒度变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集也满足对偶性ꎮ
定理 ５　 设(ＵꎬＲ)是一族模糊近似空间ꎬ当∗和􀅰对偶时ꎬ对于任意 Ｗ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ有

¬ ＯＲϑ(Ｗ)＝ ＯＲϑ(¬Ｗ)ꎬ　 ¬ＰＲϑ(Ｗ)＝ ＰＲϑ(¬Ｗ)ꎮ

特别地ꎬ当¬是标准对合否定时ꎬ¬ＣＲϑ(Ｗ)＝ ＣＲϑ(¬Ｗ)ꎮ

证明　 当∗和􀅰对偶时ꎬ对任意 Ｗ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ由定理 １ꎬ得

¬ＯＲϑ(Ｗ)＝ ¬ ∨
Ｒ∈Ｒ

Ｒϑ(Ｗ)＝ ∧
Ｒ∈Ｒ

􀭵Ｒϑ(¬Ｗ)＝ ＯＲϑ(¬Ｗ)ꎮ

同理ꎬ¬ ＰＲϑ(Ｗ)＝ ＰＲ ϑ(¬Ｗ)ꎮ 当¬是标准对合否定时ꎬ因为

λ ＯＲ ϑ(Ｗ)＝ λ ∨
Ｒ∈Ｒ

Ｒϑ(Ｗ)＝ λ ∨
Ｒ∈Ｒ

(１－􀭵Ｒϑ(¬Ｗ))＝ λ(１－ ∧
Ｒ∈Ｒ

􀭵Ｒϑ(¬Ｗ))＝ λ(１－ＯＲϑ(¬Ｗ))ꎬ

(１－λ)ＰＲϑ(Ｗ)＝ (１－λ) ∧
Ｒ∈Ｒ

Ｒϑ(Ｗ)＝ (１－λ) ∧
Ｒ∈Ｒ

(１－􀭵Ｒϑ(¬Ｗ))＝ (１－λ)(１－ ∨
Ｒ∈Ｒ

􀭵Ｒϑ(¬Ｗ))

＝ (１－λ)(１－ＰＲϑ(¬Ｗ))ꎬ
所以

　 λ ＯＲϑ(Ｗ)＋(１－λ)ＰＲϑ(Ｗ)＝ λ(１－ＯＲϑ(¬Ｗ))＋(１－λ)(１－ＰＲϑ(¬Ｗ))

＝ λ－λ ＯＲϑ(¬Ｗ)＋１－λ－(１－λ)ＰＲϑ(¬Ｗ)＝ １－(λＯＲϑ(¬Ｗ)＋(１￣λ)ＰＲϑ(¬Ｗ))ꎮ

因此¬ＣＲϑ(Ｗ)＝ １－(λ ＯＲϑ(Ｗ)＋(１－λ)ＰＲϑ(Ｗ)))＝ λＯＲϑ(¬Ｗ)＋(１－λ)ＰＲϑ(¬Ｗ)＝ ＣＲϑ(¬Ｗ)ꎮ
３.２　 包含性和幂等性

首先ꎬ证明多粒度变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集满足包含性ꎮ
定义 ６　 设(ＵꎬＲ＝{Ｒ１ꎬＲ２ꎬ􀆺ꎬＲｎꎬ ｎ∈Ｎ＋})是一族模糊近似空间ꎬ
(１) 若任意 Ｒ ｉ 是自反的ꎬ则称 Ｒ 是自反的ꎻ
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(２) 若任意 Ｒ ｉ 是􀅰预序的ꎬ则称 Ｒ 是􀅰预序的ꎻ
(３) 若任意 Ｒ ｉ 是∗￣预序的ꎬ则称 Ｒ 是∗￣预序的ꎮ
定理 ６　 设(ＵꎬＲ)是一族模糊近似空间ꎬ Ｒ＝{Ｒ１ꎬＲ２ꎬ􀆺ꎬＲｎꎬ ｎ∈Ｎ＋}是自反的ꎬϑꎬλ∈Ｉ ꎬ则

ＯＲϑ(Ｗ)≤Ｗ≤ＯＲϑ(Ｗ)ꎬ　 ＰＲϑ(Ｗ)≤Ｗ≤ＰＲϑ(Ｗ)ꎬ 　 ＣＲϑ(Ｗ)≤Ｗ≤ＣＲϑ(Ｗ)ꎮ

证明　 由定理 ２ꎬ对任意 Ｒ∈Ｒ 有 Ｒϑ(Ｗ)≤Ｗ≤􀭵Ｒϑ(Ｗ)ꎬ从而

ＯＲϑ(Ｗ)＝ ∨
Ｒ∈Ｒ

Ｒϑ(Ｗ)≤Ｗ≤ ∧
Ｒ∈Ｒ

􀭵Ｒϑ(Ｗ)＝ ＯＲϑ(Ｗ)ꎬ

ＰＲϑ(Ｗ)＝ ∧
Ｒ∈Ｒ

Ｒϑ(Ｗ)≤Ｗ≤ ∨
Ｒ∈Ｒ

􀭵Ｒϑ(Ｗ)＝ ＰＲϑ(Ｗ)ꎮ

显然ＣＲϑ(Ｗ)＝ λ ＯＲϑ(Ｗ)＋(１－λ)ＰＲϑ(Ｗ)≤Ｗ≤λＯＲϑ(Ｗ)＋(１－λ)ＰＲϑ(Ｗ)＝ ＣＲϑ(Ｗ)ꎮ
由定理 ６、 (Ｌ６)、(Ｕ６)、命题 ６ (１)可得以下推论ꎮ

推论 ２　 设(ＵꎬＲ)是一族模糊近似空间ꎬ若 Ｒ 是自反的ꎬｐ∈Ｉꎬ Ｌ ＝ {ＯＲϑꎬＰＲϑꎬＣＲϑ}ꎬ Ｈ ＝ {ＯＲϑꎬ

ＰＲϑꎬ ＣＲϑ}则(１) ｐ^＝Ｌ( ｐ^)ꎬ Ｈ( ｐ^)＝ ｐ^ꎻ (２) 对分明集 Ｖ⊆Ｕꎬ ϑ＝ ｜Ｖ ｜
｜Ｕ ｜

ꎬ则 Ｖ＝Ｌ(Ｖ)ꎬ Ｈ(Ｕ－Ｖ)＝ Ｕ－Ｖꎮ

其次ꎬ讨论多粒度变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集的幂等性ꎮ
定理 ７　 设(ＵꎬＲ＝{Ｒ１ꎬＲ２ꎬ􀆺ꎬＲｎꎬ ｎ∈Ｎ＋} )是一族模糊近似空间ꎬϑ∈Ｉꎬ任意 Ｗ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ则
(１) 当 Ｒ 是􀅰传递时ꎬＯＲϑ(Ｗ)≤ＯＲϑ(ＯＲϑ(Ｗ))ꎻ

(２) 当 Ｒ 是∗￣传递时ꎬＯＲϑ(ＯＲϑ(Ｗ))≤ＯＲϑ(Ｗ)ꎮ
证明　 (１) 当 Ｒ 是􀅰传递时ꎬ任取 ｇ∈Ｕꎬ由引理 １(４)、定义 ５ꎬ得

ＯＲϑ(ＯＲϑ(Ｗ))(ｇ)＝ ∨
Ｒｉ∈Ｒ

Ｒ ｉ
ϑ(ＯＲϑ(Ｗ))(ｇ)＝ ∨

Ｒｉ∈Ｒ
Ｒ ｉ

ϑ( ∨
Ｒｊ∈Ｒ

Ｒ ｊ
ϑ(Ｗ))(ｇ)

＝ ∨
Ｒｉ∈Ｒ

∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ ｉ(ｇꎬｈ)􀅰∨
Ｒｊ∈Ｒ

∨
ｈ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｅ∈Ｘ

(¬Ｒ ｊ(ｈꎬｅ)􀅰Ｗ(ｅ)))

≥ ∨
Ｒｉ∈Ｒ

∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

(¬Ｒ ｉ(ｇꎬｈ)􀅰∧
ｅ∈Ｘ

(¬Ｒ ｉ(ｈꎬｅ)􀅰Ｗ(ｅ)))

＝ ∨
Ｒｉ∈Ｒ

∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｈ∈Ｘ

∧
ｅ∈Ｘ

(¬Ｒ ｉ(ｇꎬｈ)􀅰¬Ｒ ｉ(ｈꎬｅ)􀅰Ｗ(ｅ))

≥ ∨
Ｒｉ∈Ｒ

∨
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∧
ｅ∈Ｘ

(¬Ｒ ｉ(ｇꎬｅ)􀅰Ｗ(ｅ))＝ ＯＲϑ(Ｗ)(ｇ)ꎮ

(２) 当 Ｒ 是∗￣传递时ꎬ任取 ｇ∈Ｕꎬ由引理 １(４)、定义 ５ꎬ得

ＯＲϑ(ＯＲϑ(Ｗ))(ｇ)＝ ∧
Ｒｉ∈Ｒ

Ｒ ｉ
ϑ(ＯＲϑ(Ｗ))(ｇ)＝ ∧

Ｒｉ∈Ｒ
Ｒ ｉ

ϑ( ∧
Ｒｊ∈Ｒ

Ｒ ｊ
ϑ(Ｗ))(ｇ)

＝ ∧
Ｒｉ∈Ｒ

∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ ｉ(ｇꎬｈ)∗ ∧
Ｒｊ∈Ｒ

∧
ｈ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｅ∈Ｘ

(Ｒ ｊ(ｈꎬｅ)∗Ｗ(ｅ)))

≤ ∧
Ｒｉ∈Ｒ

∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｈ∈Ｘ

(Ｒ ｉ(ｇꎬｈ)∗∨
ｅ∈Ｘ

(Ｒ ｉ(ｈꎬｅ)∗Ｗ(ｅ))

＝ ∧
Ｒｉ∈Ｒ

∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｈ∈Ｘ

∨
ｅ∈Ｘ

(Ｒ ｉ(ｇꎬｈ)∗Ｒ ｉ(ｈꎬｅ)∗Ｗ(ｅ))

≤ ∧
Ｒｉ∈Ｒ

∧
ｇ∈Ｘ∈Ｕϑ

∨
ｅ∈Ｘ

(Ｒ ｉ(ｇꎬｅ)∗Ｗ(ｅ))＝ ＯＲϑ(Ｗ)(ｇ)ꎮ

不难发现ꎬ悲观 /折中变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集不满足类似定理 ７ 的性质ꎮ
通过定理 ６、７ 可得以下结论ꎮ
定理 ８　 设(ＵꎬＲ＝{Ｒ１ꎬＲ２ꎬ􀆺ꎬＲｎꎬ ｎ∈Ｎ＋}) 是一族模糊近似空间ꎬϑ∈Ｉꎬ任意 Ｗ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ则
(１) 当 Ｒ 是􀅰预序时ꎬＯＲϑ(ＯＲϑ(Ｗ))＝ ＯＲϑ(Ｗ)ꎻ

(２) 当 Ｒ 是∗￣预序时ꎬＯＲϑ(ＯＲϑ(Ｗ))＝ ＯＲϑ(Ｗ)ꎮ
对悲观 /折中变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集定理 ７ 不成立ꎬ因此也不满足幂等性ꎮ

３.３　 诱导的模糊拓扑

粗糙集与拓扑有密切的联系ꎬ本节讨论多粒度变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集和模糊拓扑之间的关系ꎮ
定义 ７[２２] 　 称 Γ 是 Ｕ 上的一个模糊拓扑ꎬ若 Ｕ 上的一个子集族 Γ 满足:
(Ｔ１) ⌀ꎬ Ｕ∈Γꎻ
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(Ｔ２) 对任意 ＷꎬＶ∈Γꎬ有 Ｗ∧Ｖ∈Γꎻ
(Ｔ３) 对任意Ｗｉ∈Γꎬ ｉ∈Λ(其中 Λ 是任意指标集)ꎬ有∨

ｉ∈Λ
Ｗｉ∈Γꎮ

此外ꎬ称模糊拓扑 Γ 是弱满层的ꎬ若 Γ 满足

(ＴＷＳ) 若∀ｐ∈Ｉ 有 ｐ^∈Γꎮ
定义 ８[２２] 　 称 Ψ 是 Ｕ 上的一个模糊余拓扑ꎬ 若 Ｕ 上的一个子集族 Ψ 满足:
(ＣＴ１) ⌀ꎬ Ｕ∈Ψꎻ (ＣＴ２) 对任意 ＷꎬＶ∈Ψꎬ有 Ｗ∨Ｖ∈Ψꎻ
(ＣＴ３) 对任意Ｗｉ∈Ψꎬ ｉ∈Λ(其中 Λ 是任意指标集)ꎬ有∧

ｉ∈Λ
Ｗｉ∈Ψꎮ

此外ꎬ称模糊余拓扑 Ψ 是弱余满层的ꎬ若 Ψ 满足

(ＣＴＷＳ) 若∀ｐ∈Ｉ 有 ｐ^∈Ψꎮ
定义 ９　 (１) 若 Γ 满足(Ｔ１)和(Ｔ３)ꎬ则称 Γ 是模糊半拓扑ꎬ (２) 若 Ψ 满足(ＣＴ１)和(ＣＴ３)ꎬ则称 Ψ 是

模糊半余拓扑ꎮ
首先ꎬ考虑由下近似(上近似)诱导出的模糊拓扑(模糊余拓扑)ꎮ
定理 ９　 设(ＵꎬＲ)是一族模糊近似空间ꎬ则集族 ΓＯ ＝ {Ｗ∈Ｉ(Ｕ):Ｗ≤ＯＲϑ(Ｗ)}ꎬ ΓＰ ＝ {Ｗ∈Ｉ(Ｕ):

Ｗ≤ＰＲϑ(Ｗ)}ꎬ ΓＣ ＝{Ｗ∈Ｉ(Ｕ):Ｗ≥ＣＲϑ(Ｗ)}为弱满层模糊半拓扑ꎮ
证明　 以 ΓＯ 为例证明ꎬΓＰ、ΓＣ 类似ꎮ
(Ｔ１) 由命题 ３(Ｌ１) ＯＲϑ(Ｕ)＝ Ｕꎬ所以 Ｕ∈ΓＯꎻ显然⌀∈ΓＯꎮ

(Ｔ３) 对任意Ｗｉ∈ΓＯꎬ ｉ∈Λꎬ有Ｗｉ≤ＯＲϑ(Ｗｉ)ꎬ又由命题 ３(Ｌ４)ꎬ有
∨
ｉ∈Λ

Ｗｉ≤∨
ｉ∈Λ

ＯＲϑ(Ｗｉ)≤ＯＲϑ(∨
ｉ∈Λ

Ｗｉ)ꎬ

因此∨
ｉ∈Λ

Ｗｉ∈ΓＯꎮ

(ＴＷＳ) 任取 ｐ∈Ｉꎬ由命题 ３(Ｌ６) 有 ｐ^≤ＯＲϑ( ｐ^)ꎬ因此 ｐ^∈ΓＯꎮ

定理 １０　 设(ＵꎬＲ)是一族模糊近似空间ꎬ则集族 ΨＯ ＝ {Ｗ∈Ｉ(Ｕ):Ｗ≥ＯＲϑ(Ｗ)}ꎬ ΨＰ ＝ {Ｗ∈Ｉ(Ｕ):

Ｗ≥ＰＲϑ(Ｗ)}ꎬ ΨＣ ＝{Ｗ∈Ｉ(Ｕ):Ｗ≥ＣＲϑ(Ｗ)}为弱余满层模糊半余拓扑ꎮ
证明　 以 ΨＯ 为例证明ꎬΨＰ、ΨＣ 类似ꎮ

(ＣＴ１) 由命题 ３(Ｌ１) ＯＲϑ(⌀)＝ ⌀ꎬ所以⌀∈ΨＯꎬ显然 Ｕ∈ΨＯꎮ

(ＣＴ３) 对任意Ｗｉ∈Ψꎬ ｉ∈Λꎬ有 Ｗｉ≥ＯＲϑ(Ｗｉ)ꎬ又由命题 ３ (Ｌ４)ꎬ 有

∧
ｉ∈Λ

Ｗｉ≥∧
ｉ∈Λ

ＯＲϑ(Ｗｉ)≥ＯＲϑ(∧
ｉ∈Λ

Ｗｉ)ꎬ

因此∧
ｉ∈Λ

Ｗｉ∈ΨＯꎮ

(ＣＴＷＳ) 由命题 ３(Ｕ６) 有 ｐ^≥ＯＲϑ( ｐ^)ꎬ因此 ｐ^∈ΨＯꎮ
下面讨论 ΓＯ 构成模糊拓扑的充要条件ꎮ
定理 １１　 设(ＵꎬＲ)是一族模糊近似空间ꎬ其中 Ｒ 是􀅰预序的ꎬ则集族 ΓＯ 是模糊拓扑的充要条件是

ＯＲϑ 满足条件(ＯＴ):任取 ϑ∈Ｉꎬ ＷꎬＶ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ ＯＲϑ(Ｗ∧Ｖ)＝ ＯＲϑ(Ｗ)∧ＯＲϑ(Ｖ)ꎮ

证明　 ⇒ꎮ 首先ꎬ任取 Ｗꎬ Ｖ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ Ｗ∧Ｖ≤Ｗꎬ Ｗ∧Ｖ≤Ｖꎬ由命题 ３(Ｌ２)ꎬ得
ＯＲϑ(Ｗ∧Ｖ)≤ＯＲϑ(Ｗ)∧ＯＲϑ(Ｖ)ꎮ

其次ꎬ又由定理 ６ 和命题 ３(Ｌ２)ꎬ得
ＯＲϑ(Ｗ)∧ＯＲϑ(Ｖ)≤Ｗ∧Ｖ⇒ＯＲϑ(ＯＲϑ(Ｗ)∧ＯＲϑ(Ｖ))≤ＯＲϑ(Ｗ∧Ｖ)ꎮ

由定理 ８ 知ꎬＯＲϑ(Ｗ)ꎬＯＲϑ(Ｖ)∈ΓＯꎬ又因为 ΓＯ 是模糊拓扑ꎬ所以ＯＲϑ(Ｗ)∧ＯＲϑ(Ｖ)∈ΓＯꎬ从而

ＯＲϑ(Ｗ)∧ＯＲϑ(Ｖ)≤ＯＲϑ(ＯＲϑ(Ｗ)∧ＯＲϑ(Ｖ))≤ＯＲϑ(Ｗ∧Ｖ)ꎬ
故ＯＲϑ(Ｗ∧Ｖ)＝ ＯＲϑ(Ｗ)∧ＯＲϑ(Ｖ)成立ꎮ

⇐ꎮ 由定理 ９ 只须证明 ΓＯ 满足(Ｔ２)即可ꎮ 任取 Ｗꎬ Ｖ∈ΓＯꎬ则ＯＲϑ(Ｗ)≥Ｗꎬ ＯＲϑ(Ｖ)≥Ｖꎬ由条件

(ＯＴ)得
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Ｗ∧Ｖ≤ＯＲϑ(Ｗ)∧ＯＲϑ(Ｖ)＝ ＯＲϑ(Ｗ∧Ｖ)ꎬ

故 Ｗ∧Ｖ∈ΓＯꎬ即证 ΓＯ 是模糊拓扑ꎮ
接下来ꎬ考虑由上近似诱导的模糊余拓扑ꎬ证明过程与定理 １１ 类似ꎮ
定理 １２　 设(ＵꎬＲ)是一族模糊近似空间ꎬ其中 Ｒ 是∗￣预序的ꎬ则集族 ΨＯ 是模糊余拓扑的充要条件

是ＯＲϑ 满足条件(ＯＣＴ):任取 ϑ∈Ｉꎬ Ｗꎬ Ｖ∈Ｉ(Ｕ)ꎬ

ＯＲϑ(Ｗ∨Ｖ)＝ ＯＲϑ(Ｗ)∨ＯＲϑ(Ｖ)ꎮ
注 ４　 (１) 当 Ｒ 是自反的ꎬΓＯ、ΓＰ、ΓＣ、ΨＯ、 Ψ Ｐ、ΨＣ中的不等式可变成等式ꎻ
(２) 定理 １１ 和定理 １２ 的证明依赖于乐观模型的幂等性ꎬ但悲观和折中模型一般不具有幂等性ꎮ 因此ꎬ

我们无法探讨它们诱导的模糊(余)拓扑的充要条件ꎮ
注 ５　 定义 ５ 提出的多粒度模型与定义 ３ 提出的单粒度模型之间存在着以下关系:
(１) 多粒度模型中ꎬ当关系族退化为一个关系时ꎬ乐观、悲观、折中模型完全相同ꎬ都退化为单粒度模型ꎮ

因此单粒度模型是多粒度模型的特例ꎻ
(２) 单粒度模型和多粒度模型性质不同ꎬ单粒度模型与乐观模型满足幂等性ꎬ而悲观和折中模型不满足

幂等性ꎻ
(３) 多粒度模型可以处理群体决策、多源信息、多属性决策等涉及多个关系的问题ꎬ应用范围更广、处理

复杂问题的能力更强ꎮ
本文模型和文献[１０ꎬ１２￣１３]中的变精度模型都是同源的ꎬ即都是基于绝对误差的ꎮ 不同变精度模型之

间的区别与联系可总结如下表 １ꎮ 由表 １ 可以看出ꎬ相较于其他模型ꎬ本文模型更易于计算ꎬ性质也更完善ꎮ
表 １　 不同变精度模型的比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｒｉａｂｌｅ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌｓ
模型来源 计算 多粒度 包含性 幂等性 模糊拓扑

文献[１０] 复杂 × × × ×
文献[１３] 复杂 × 􀳫 × 􀳫
文献[１２] 复杂 × × × ×

本文 简单 􀳫 􀳫 􀳫 􀳫(定义与文献[１３]不同)

４　 结语

本文基于绝对误差的思想ꎬ提出了一种形式简洁、易于计算的变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集ꎬ结合多粒度

思想引入了包含乐观、悲观和折中 ３ 个基本模型的多粒度变精度(∗ꎬ􀅰) ￣模糊粗糙集ꎬ证明了模型具有良好

的性质(包含性、幂等性)ꎬ并研究了模型诱导的拓扑结构ꎮ
本文对新模型的研究仅停留在理论层面ꎬ还未应用于实际ꎮ 因此ꎬ未来我们将尝试将新模型应用于属性

约简ꎬ三支决策和图像处理等领域ꎮ 此外ꎬ借鉴绝对误差思想ꎬ我们将探讨基于模糊邻域(系统)和模糊覆盖

的变精度模糊粗糙集模型ꎬ以进一步拓展粗糙集的理论框架和应用范围ꎮ
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