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一类四阶反应扩散方程解的爆破时刻下界

沈旭辉
(山西财经大学应用数学学院ꎬ 山西 太原 ０３０００６)

摘要:研究一类四阶反应扩散方程解的爆破现象ꎬ通过推导适用于高维空间的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式ꎬ构造合适的辅助函数和利用微

分不等式技巧ꎬ给出方程解的爆破时刻下界ꎮ
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０　 引言

非线性反应扩散方程解的爆破问题一直备受学者们关注ꎬ这方面的研究涉及广泛ꎬ包括燃烧、人口动力

学、不可压缩流体以及二元合金中的相位分离等应用领域ꎮ
众所周知ꎬ解的有限时刻爆破对于评估系统的非稳态行为至关重要ꎮ 确定解的爆破时刻对于系统的非

稳态预测和控制具有重要意义ꎬ特别是在核能发电和环境治理等实际问题中尤为突出ꎮ 因此ꎬ本文着重关注

解在有限时间内发生爆破时的爆破时刻估计ꎮ 虽然关于解的爆破时刻上界有很多研究方法[１]ꎬ但在实际应

用中ꎬ爆破时刻的下界更为重要ꎬ因为它对于爆破现象的控制和预测更具实际意义ꎮ
Ｐａｙｎｅ 等[２]对某类二阶反应扩散方程解的爆破进行了研究ꎬ利用微分不等式技巧推导出解的爆破时刻

下界ꎮ 在他们工作的影响下ꎬ学者们开始探讨解的爆破时刻下界ꎬ并取得一系列成果[３￣４]ꎮ 目前ꎬ许多关于

解的爆破时刻下界的研究集中在三维空间 Ω⊂Ｒ３ 上ꎮ 相对于这些研究ꎬ对 Ω⊂ＲＮ(Ｎ≥２)以及四阶反应扩

散方程解的爆破时刻下界的探讨则相对较少ꎮ 因此ꎬ本文重点考虑下列四阶反应扩散问题解的爆破现象:
ｕｔ＋Δ２ｕ＝ ｋ( ｔ) ｆ(ｕ)ꎬ　 　 　 (ｘꎬｔ)∈Ω×(０ꎬｔ∗)ꎬ

ｕ＝∂ｕ
∂ν

＝ ０ 或(ｕ＝Δｕ＝ ０)ꎬ (ｘꎬｔ)∈∂Ω×(０ꎬｔ∗)ꎬ

ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)≥０ꎬ ｘ∈Ωꎬ
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其中 Ω⊂ＲＮ(Ｎ≥２)表示具有光滑边界的有界区域ꎬΔ 是拉普拉斯算子ꎬ∂ｕ
∂ν

表示解 ｕ(ｘꎬｔ)在边界上的外法向

导数ꎬｋ( ｔ)和 ｆ 是非负函数ꎬｕ０(ｘ)是初始条件ꎬ并且满足相容性条件ꎬｔ∗表示解 ｕ(ｘꎬｔ)可能的爆破时刻ꎮ 问

题(１)作为一类四阶反应扩散方程ꎬ被广泛用于描述相变、薄膜理论、润滑理论等物理现象[５]ꎮ 此外ꎬ其他关

于四阶非线性反应扩散问题解的爆破结果还可以参考文献[６]ꎮ
Ｚｈａｏ 等[７]考虑问题(１)解的爆破现象ꎬ通过构造适当的辅助函数ꎬ当 Ω⊂ＲＮ(Ｎ≥２)时ꎬ给出解在有限时

刻爆破充分条件ꎬ推导出解的爆破时刻上界ꎻ当 Ω⊂ＲＮ(Ｎ ＝ ２ꎬ３)时ꎬ使用微分不等式技巧ꎬ给出解的爆破时

刻下界ꎮ 然而ꎬ当 Ω⊂ＲＮ(Ｎ≥３)时ꎬ解的爆破时刻下界尚未解决ꎮ 基于此ꎬ本文通过推导一个关键的 Ｓｏｂｏｌｅｖ
不等式ꎬ构造完全不同的辅助函数ꎬ并利用微分不等式技巧ꎬ给出当 Ω⊂ＲＮ(Ｎ≥２)时解的爆破时刻下界ꎮ

１　 预备知识

为了得到当 Ω⊂ＲＮ(Ｎ≥２)时ꎬ问题(１)解的爆破时刻下界ꎬ本节先给出证明中需要的一些重要引理和

结论ꎮ
引理 １[８] 　 令 Ω⊂ＲＮ(Ｎ≥２)为具有光滑边界∂Ω 的有界区域ꎬ假设 ｕ(ｘ)为非负的 Ｃ２￣函数且 ｕ(ｘ)＝ ０ꎬ

ｘ∈∂Ωꎬ则有

( ∫
Ω
ｕ

Ｎｐ
Ｎ－１ ｄｘ )

Ｎ－１
Ｎ ≤ ｐ

２ ∏
Ｎ

ｋ ＝１
( ∫

Ω
ｕｐ－１ ｜ ｕｘｋ ｜ ｄｘ )

１
Ｎ ꎬ　 ｐ>１ꎮ (２)

引理 ２　 令 Ω⊂ＲＮ(Ｎ≥２)为具有光滑边界∂Ω 的有界区域ꎬ假设 ｕ(ｘ)为非负的 Ｃ２￣函数且 ｕ(ｘ)＝ ０ꎬ ｘ∈
∂Ωꎬ则有

∫
Ω
ｕ２ｐｄｘ≤Ｃ ( ∫

Ω
(Δｕ) ２ｄｘ )

ｐ
ꎬ (３)

其中

Ｃ＝
ｐ(Ｎ－１)

Ｎ Ｎ(ｐ－１)
æ

è
ç

ö

ø
÷

４ｐ

｜Ω ｜ １－
Ｎ－４
Ｎ ｐꎬ　 ｜Ω ｜ ＝ ∫

Ω
ｄｘꎬ (４)

且满足 Ｎ＝ ２ 时 ｐ>１ 以及当 Ｎ≥３ 时 １<ｐ< Ｎ
Ｎ－２

ꎮ

证明　 对式(２)使用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和算术－几何均值不等式ꎬ得

∏
Ｎ

ｋ ＝１
( ∫

Ω
ｕｐ－１ ｜ ｕｘｋ ｜ ｄｘ )

１
Ｎ ≤ ( ∫

Ω
ｕｐｄｘ )

１
２ [ ∏

Ｎ

ｋ ＝１
( ∫

Ω
ｕｐ－２ ｜ ｕｘｋ ｜ ｄｘ )

１
Ｎ ]

１
２

≤ ( ∫
Ω
ｕｐｄｘ )

１
２ ( １

Ｎ ∫Ω ｕｐ－２ ｜Ñｕ ｜ ２ｄｘ )
１
２

＝ １
Ｎ

( ∫
Ω
ｕｐｄｘ )

１
２ ( ∫

Ω
ｕｐ－２ ｜Ñｕ ｜ ２ｄｘ )

１
２ ꎮ (５)

再次使用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式推出

∫
Ω
ｕｐ－２ ｜Ñｕ ｜ ２ｄｘ ＝ － １

ｐ－１ ∫Ω ｕｐ－１Δｕｄｘ

≤ １
ｐ－１ ( ∫

Ω
ｕ２(ｐ－１)ｄｘ )

１
２ ( ∫

Ω
(Δｕ) ２ｄｘ )

１
４ ꎮ (６)

将式(６)代入式(５)ꎬ有

　 ∏
Ｎ

ｋ ＝１
( ∫

Ω
ｕｐ－１ ｜ ｕｘｋ ｜ ｄｘ )

１
Ｎ

≤ １
Ｎ(ｐ－１)

( ∫
Ω
ｕｐｄｘ )

１
２ ( ∫

Ω
ｕ２(ｐ－１)ｄｘ )

１
４ ( ∫

Ω
(Δｕ) ２ｄｘ )

１
４ ꎮ (７)

进一步地ꎬ由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式知
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∫
Ω
ｕｐｄｘ≤ ( ∫

Ω
ｕ

Ｎｐ
Ｎ－１ ｄｘ )

Ｎ－１
Ｎ ｜Ω ｜

１
Ｎ ꎬ (８)

∫
Ω
ｕ２(ｐ－１)ｄｘ≤ ( ∫

Ω
ｕ

Ｎｐ
Ｎ－１ ｄｘ )

２(Ｎ－１)(ｐ－１)
Ｎｐ ｜Ω ｜

２(Ｎ－１)－ｐ(Ｎ－２)
Ｎｐ ꎬ (９)

其中当 Ｎ＝ ２ 时 ｐ>１ 以及当 Ｎ≥３ 时ꎬ１<ｐ<２(Ｎ
－１)

Ｎ－２
ꎮ 将式(８)和式(９)代入式(７)推出

　 ∏
Ｎ

ｋ ＝１
( ∫

Ω
ｕｐ－１ ｜ ｕｘｋ ｜ ｄｘ )

１
Ｎ

≤ １
Ｎ(ｐ－１)

｜Ω ｜
２(Ｎ－１)－ｐ(Ｎ－４)

４Ｎｐ ( ∫
Ω
ｕ

Ｎｐ
Ｎ－１ ｄｘ )

(Ｎ－１)(２ｐ－１)
２Ｎｐ ( ∫

Ω
(Δｕ) ２ｄｘ )

１
４ ꎮ (１０)

结合引理 １ 得

　 ( ∫
Ω
ｕ

Ｎｐ
Ｎ－１ ｄｘ )

Ｎ－１
Ｎ

≤ ｐ
２ Ｎ(ｐ－１)

｜Ω ｜
２(Ｎ－１)－ｐ(Ｎ－４)

４Ｎｐ ( ∫
Ω
ｕ

Ｎｐ
Ｎ－１ ｄｘ )

(Ｎ－１)(２ｐ－１)
２Ｎｐ ( ∫

Ω
(Δｕ) ２ｄｘ )

１
４ ꎬ

即

∫
Ω
ｕ

Ｎｐ
Ｎ－１ ｄｘ≤

ｐ
２ Ｎ(ｐ－１)

æ

è
ç

ö

ø
÷

２Ｎｐ
Ｎ－１

｜Ω ｜ １－ｐ(Ｎ－４)
２(Ｎ－１) ( ∫

Ω
(Δｕ) ２ｄｘ )

Ｎｐ
２(Ｎ－１)ꎮ (１１)

令
Ｎｐ
Ｎ－１

＝ ２ｐ 可推出

∫
Ω
ｕ２ｐｄｘ≤Ｃ ( ∫

Ω
(Δｕ) ２ｄｘ )

ｐ
ꎬ

其中 Ｃ 在式(４)中给出ꎮ

２　 解的爆破时刻下界

接下来ꎬ给出问题(１)解的爆破时刻 ｔ∗下界ꎮ 事实上ꎬ由文献[７]中的定理 ２.１ 知问题(１)的爆破解存在

且依 Ｌ２(Ω)范数爆破ꎬ此外结合

∫
Ω
ｕ２ｄｘ≤λ１ ∫

Ω
(Δｕ) ２ｄｘꎬ

其中 λ１ 为下列 Ｃｌａｍｐｅｄ Ｐｌａｔｅ 问题的第一特征值[９]:
Δ２ｕ１－λ１ｕ１ ＝ ０ꎬ　 　 　 　 　 ｘ∈Ωꎬ

ｕ＝∂ｕ
∂ν

＝ ０ 或(ｕ＝Δｕ＝ ０)ꎬ (ｘꎬｔ)∈∂Ω×(０ꎬｔ∗)ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

易知解必然依 ∫
Ω
(Δｕ) ２ｄｘ 发生爆破ꎮ 假设

０<ｋ′( ｔ)
ｋ( ｔ)

≤αꎬ　 ｔ≥０ꎬ　 ｆ(ｓ)≤βｓｐꎬ　 ｓ≥０ꎬ (１２)

其中 αꎬβ>０ 且 ｐ>１ꎮ 辅助函数定义为

Ｄ( ｔ)＝ ｋ
２

ｐ－１( ｔ) ∫
Ω
(Δｕ) ２ｄｘꎮ (１３)

定理 １　 设 ｕ(ｘꎬｔ)为问题(１)的非负解ꎬ若条件(１２)成立且解 ｕ(ｘꎬｔ)在有限时刻爆破ꎬ则有解的爆破时

刻 ｔ∗的下界

ｔ∗≥ ∫＋∞

Ｄ(０)

ｄτ
Ｃ１τ＋Ｃ２τｐ ꎬ

其中
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Ｃ１ ＝
２α
ｐ－１

ꎬ

Ｃ２ ＝
Ｃ
２
ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１４)

证明　 利用式(１３)、散度定理和式(１)中的边界条件得

Ｄ′( ｔ)＝ ２
ｐ－１

ｋ′( ｔ)ｋ
２

ｐ－１－１( ｔ) ∫
Ω
(Δｕ) ２ｄｘ＋２ｋ

２
ｐ－１( ｔ) ∫

Ω
Δｕ(Δｕ) ｔｄｘ

＝ ２
ｐ－１

ｋ′( ｔ)
ｋ( ｔ)

ｋ
２

ｐ－１( ｔ) ∫
Ω
(Δｕ) ２ｄｘ＋２ｋ

２
ｐ－１( ｔ) ∫

Ω
Δ２ｕｕｔｄｘ

≤ ２α
ｐ－１

ｋ
２

ｐ－１( ｔ) ∫
Ω
(Δｕ) ２ｄｘ＋２ｋ

２
ｐ－１( ｔ) ∫

Ω
Δ２ｕ(ｋ( ｔ) ｆ(ｕ)－Δ２ｕ)ｄｘ

≤ ２α
ｐ－１

Ｄ( ｔ)＋２ βｋ
ｐ＋１
ｐ－１( ｔ) ∫

Ω
Δ２ｕｕｐｄｘ－２ｋ

２
ｐ－１( ｔ) ∫

Ω
(Δ２ｕ) ２ｄｘꎮ (１５)

对式(１５)右端 ｋ
ｐ＋１
ｐ－１( ｔ) ∫

Ω
Δ２ｕｕｐｄｘ 使用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式推出

ｋ
ｐ＋１
ｐ－１( ｔ) ∫

Ω
Δ２ｕｕｐｄｘ ≤ ( １

２ β
ｋ

２ｐ
ｐ－１( ｔ) ∫

Ω
ｕ２ｐｄｘ )

１
２ (２ βｋ

２
ｐ－１( ｔ) ∫

Ω
(Δ２ｕ) ２ｄｘ )

１
２

≤ １
４ β

ｋ
２ｐ
ｐ－１( ｔ) ∫

Ω
ｕ２ｐｄｘ＋βｋ

２
ｐ－１( ｔ) ∫

Ω
(Δ２ｕ) ２ｄｘꎮ (１６)

将式(１６)代入式(１５)ꎬ有

Ｄ′( ｔ)≤ ２α
ｐ－１

Ｄ( ｔ)＋ １
２
ｋ

２ｐ
ｐ－１( ｔ) ∫

Ω
ｕ２ｐｄｘꎮ (１７)

使用引理 ２ 中的 Ｓｏｂｏｌｅｖ 不等式(３)ꎬ改写式(１７)为
Ｄ′( ｔ)≤Ｃ１Ｄ( ｔ)＋Ｃ２Ｄ ｐ( ｔ)ꎬ (１８)

其中 Ｃ１、Ｃ２ 在式(１４)中给出ꎮ 对式(１８)从 ０ 到 ｔ 积分ꎬ则有

ｔ≥ ∫Ｄ( ｔ)

Ｄ(０)

ｄτ
Ｃ１τ＋Ｃ２τ ｐ ꎮ

由于 ｕ(ｘꎬｔ)在有限时刻 ｔ∗爆破ꎬ令 ｔ→ｔ∗－时ꎬ爆破时刻的下界为

ｔ∗≥ ∫＋∞

Ｄ(０)

ｄτ
Ｃ１τ＋Ｃ２τ ｐ ꎮ

３　 结论

本文研究一类四阶反应扩散方程解的爆破现象ꎮ 引理 ２ 中给出关键不等式ꎬ克服了在 Ω⊂ＲＮ(Ｎ≥２)上
给出解的爆破时刻下界的难点ꎬ同时运用微分不等式技巧ꎬ给出当区域 Ω⊂ＲＮ(Ｎ≥２)时问题(１)解的爆破

时刻下界ꎮ 本文的方法为此类问题的研究提供一定的借鉴ꎮ 除此之外ꎬ本文回答以及补充了 Ｚｈａｏ 等[７] 提

出的一个公开问题ꎮ
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