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双线性 θ￣型 Ｃ－Ｚ 算子在双权变指数 Ｈｅｒｚ 空间上的估计

吴奇ꎬ杨沿奇∗ꎬ陶双平
(西北师范大学数学与统计学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:利用双权估计和函数分解方法ꎬ 并借助乘积 Ｌｐ(􀅰) 空间上的加权有界性得到双线性 θ￣型 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子在双权

可变指数 Ｈｅｒｚ 空间上的有界性ꎮ
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１　 引言及主要结果

在奇异积分算子的相关研究中ꎬ１９８５ 年 Ｙａｂｕｔａ 提出 θ￣型 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子的概念[１]ꎬ同时 Ｃｏｉｆ￣
ｍａｎ 阐明了基于 Ｃｏｉｆｍａｎ－Ｍｅｙｅｒ 意义下的拟微分算子和这类算子等价的充要条件[２]ꎮ ２００２ 年ꎬ刘宗光和陆

善镇[３]分析了这类算子在 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 空间上的加权端点估计ꎮ ２００５ 年ꎬ为进一步阐明与经典多线性奇异积

分的区别ꎬ张璞和徐罕[４]研究了多线性 θ￣型 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子在 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 空间上的最优极大估计及

端点估计结果ꎮ 此后出现了许多关于多线性 θ￣型 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子的研究结果[５￣７]ꎮ 首先回顾双线

性 θ￣型 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子的定义ꎮ 设 θ 是 Ｒ＋ ＝(０ꎬ∞ )上的非负递增函数ꎬ满足

∫１
０

θ( ｔ)
ｔ

ｄｔ<∞ ꎮ

本文称定义在 Ｒｎ×Ｒｎ×Ｒｎ ＼{(ｘꎬｙ１ꎬｙ２): ｘ＝ ｙ１ ＝ ｙ２}的核函数 Ｋ(􀅰ꎬ􀅰ꎬ􀅰)是双线性 θ￣型 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 核ꎬ
若其满足

(１) 当 ｘ≠ｙｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ 时ꎬ有

｜Ｋ(ｘꎬｙ１ꎬｙ２) ｜≤Ｃ (∑
２

ｉ ＝１
｜ ｘ－ｙｉ ｜ )

－２ｎ
ꎻ

(２) 当 ２ ｜ ｘ－ｚ ｜ <ｍａｘ{ ｜ ｘ－ｙ１ ｜ ꎬ ｜ ｘ－ｙ２ ｜ }时ꎬ存在一个常数 Ｃꎬ使得
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现在本文给出 Ｒｎ 上的双线性 θ￣型 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子的表述形式:

Ｔθ( ｆ１ꎬ ｆ２)(ｘ)＝ ∫
Ｒｎ
∫
Ｒｎ

Ｋ(ｘꎬｙ１ꎬｙ２) ｆ１(ｙ１) ｆ２(ｙ２)ｄｙ１ｄｙ２ꎮ

其中 ｆ１ꎬ ｆ２∈Ｌ∞
ｃ 且 ｘ∉ｓｕｐｐ ｆ１∩ｓｕｐｐ ｆ２ꎮ 容易看出ꎬ当 θ( ｔ)＝ ｔ δꎬ ０<δ≤１ 时ꎬ算子 Ｔθ 就是具有标准核的经典双

线性 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子ꎮ
后来ꎬ许多学者开始关注这类算子在不同函数空间上的有界性质ꎮ 郑涛涛等[８]证明了 Ｔθ 在非齐次度量

空间上的有界性ꎮ 杨沿奇和陶双平[９￣１０]分别证明了在可变指数 Ｈｅｒｚ 空间和 Ｍｏｒｒｅｙ－Ｈｅｒｚ 型 Ｈａｒｄｙ 空间中

θ￣型 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子的有界性ꎮ 此后ꎬＧｕｌｉｙｅｖ 进一步证明了 θ￣型 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子在广义加

权变指数 Ｍｏｒｒｅｙ 空间上有界[１１]ꎮ
变指数函数空间在数学、物理学、工程学等领域起着至关重要的作用ꎬ因此受到了研究者的广泛关

注[１２￣１４]ꎮ 变指数 Ｈｅｒｚ 空间的概念是由 Ｉｚｕｋｉ 定义的[１５]ꎬ这类空间的性质以及许多算子在其上的有界性得到

了深入的研究[１６￣１８]ꎮ 最近ꎬＩｚｕｋｉ 和 Ｎｏｉ[１９]引入了双权变指数 Ｈｅｒｚ 空间定义及其上的分解办法ꎮ
受以上研究结果的启发ꎬ本文将研究双线性 θ￣型 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子在双权变指数 Ｈｅｒｚ 空间上的

有界性ꎮ 为此ꎬ需要回顾一些概念和记号ꎮ
记 ｐ(􀅰):Ｒｎ→(０ꎬ∞ )ꎬ则ｐ－:＝ ｅｓｓ ｉｎｆ

ｘ∈Ｒｎ
ｐ(ｘ)ꎬ ｐ＋:＝ ｅｓｓ ｓｕｐ

ｘ∈Ｒｎ
ｐ(ｘ)ꎮ 集合 Ｐ (Ｒｎ)包含所有满足 ｐ－ >１ 和

ｐ＋<∞的 ｐ(􀅰)ꎻ Ｐ０(Ｒｎ)包含所有满足 ｐ－>０ 和 ｐ＋<∞的 ｐ(􀅰)ꎮ 记 ｐ′(􀅰)为 ｐ(􀅰)的共轭指数ꎬ即 １ / ｐ(􀅰)＋１ /
ｐ′(􀅰)＝ １ꎮ

设 ｐ(􀅰)∈Ｐ (Ｒｎ)ꎬ则变指数 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 空间 Ｌｐ(􀅰)(Ｒｎ)的定义为

Ｌｐ(􀅰)(Ｒｎ):＝ { ｆ 是 Ｒｎ 上的可测函数: ∫
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显然 Ｌｐ(􀅰)(Ｒｎ)是一个带有范数的 Ｂａｎａｃｈ 函数空间ꎬ其中

‖ｆ‖Ｌｐ(􀅰):＝ ｉｎｆ { λ>０: ∫
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空间 Ｌｐ(􀅰)
ｌｏｃ (Ｒｎ)的定义为 Ｌｐ(􀅰)

ｌｏｃ (Ｒｎ):＝{ ｆ:对任意的紧集 Ｋ⊂Ｒｎꎬ ｆ χＫ∈Ｌｐ(􀅰) (Ｒｎ)}ꎬ其中 χＳ 表示可测集

Ｓ⊂Ｒｎ的特征函数ꎮ
定义 １　 设 ｐ∈(１ꎬ∞ )ꎬ若存在正常数 Ｃꎬ对于 Ｒｎ 中所有球 Ｂꎬ ｗ 都满足

( １
｜Ｂ ｜ ∫Ｂ ｗ(ｘ)ｄｘ ) ( １

｜Ｂ ｜ ∫Ｂ ｗ(ｘ) １－ｐ′ｄｘ )
ｐ－１

≤Ｃꎬ

则称 ｗ 属于 Ａｐ 权ꎬ若 ｗ 对于 ａ.ｅ. ｘ∈Ｒｎ满足 Ｍｗ(ｘ)≤Ｃｗ(ｘ)ꎬ则称 ｗ∈Ａ１ꎮ
定义 ２[１９] 　 设 ｐ(􀅰)∈Ｐ (Ｒｎ)ꎬω 为正可测函数且 ｗ∈Ａｐ(􀅰)ꎬ如果存在一个正常数 Ｃꎬ使得对于 Ｒｎ 中

所有的球 Ｂ 都满足

１
｜Ｂ ｜

ｗ χＢ Ｌｐ(􀅰) ｗ－１χＢ Ｌｐ″(􀅰) <Ｃꎮ

定义 ３　 设 ｐ(􀅰)∈Ｐ (Ｒｎ)ꎬ ｗ 为 Ａｐ(􀅰)权函数ꎬ则加权变指数 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 空间 Ｌｐ(􀅰)(ｗ)的定义为

Ｌｐ(􀅰)(ｗ):＝ { ｆ 是 Ｒｎ 上的可测函数:‖ｆ‖Ｌ ｐ(􀅰)(ｗ):＝‖ｆｗ‖Ｌｐ(􀅰)(Ｒｎ) <∞ } ꎮ

显然 Ｌｐ(􀅰)(ｗ)是 Ｂａｎａｃｈ 空间ꎬ并且 ｗ∈Ａｐ(􀅰) 时ꎬ文献[２０] 中证明了 Ｈａｒｄｙ －Ｌｉｔｔｌｅｗｏｏｄ 极大算子 Ｍ 在

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)中是有界的ꎬ这里 Ｍ 定义为

Ｍｆ(ｘ):＝ ｓｕｐ
ｘ∈Ｂ

１
｜Ｂ ｜ ∫Ｂ ｜ ｆ(ｙ) ｜ ｄｙꎮ

定义 ４　 给定 Ｒｎ 上的实值可测函数 α(􀅰)ꎬ若存在常数 Ｃ>０ꎬ使得对任意的 ｘꎬ ｙ∈Ｒｎꎬ有
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｜α(ｘ)－α(ｙ) ｜≤ Ｃ
ｌｏｇ(ｅ＋１ / ｜ ｘ－ｙ ｜ )

成立ꎬ则称 α(􀅰)在 Ｒｎ 上是局部 ｌｏｇ￣Ｈöｌｄｅｒ 连续的ꎮ 若存在常数 Ｃ>０ꎬ使得对所有的 ｘ∈Ｒｎꎬ有

｜α(ｘ)－α(０) ｜≤ Ｃ
ｌｏｇ(ｅ＋１ / ｜ ｘ ｜ )

ꎬ

成立ꎬ则称 α(􀅰)在 Ｒｎ 上是原点 ｌｏｇ￣Ｈöｌｄｅｒ 连续的ꎬ并记作 Ｐ ｌｏｇ
０ (Ｒｎ)ꎮ 若存在常数 Ｃ>０ 和α∞ ∈Ｒꎬ使得对所

有的ｘ∈Ｒｎ有

｜α(ｘ)－α∞ ｜≤ Ｃ
ｌｏｇ(ｅ＋ ｜ ｘ ｜ )

ꎬ

成立ꎬ则称 α(􀅰)在无穷远处是 ｌｏｇ￣Ｈöｌｄｅｒ 连续的ꎬ并记作 Ｐ ｌｏｇ
∞ (Ｒｎ)ꎮ 当 α(􀅰)在 Ｒｎ 上局部和无穷远处

ｌｏｇ￣Ｈöｌｄｅｒ连续时ꎬ称 α(􀅰)是全局 ｌｏｇ￣Ｈöｌｄｅｒ 连续的ꎬ记作 Ｐ ｌｏｇ(Ｒｎ)ꎮ
下面本文将给出双权变指数 Ｈｅｒｚ 空间的定义ꎬ为此引入以下符号ꎮ 对于每个 ｋ∈Ｚꎬ定义Ｂｋ

:＝

ｘ∈Ｒｎ: ｜ ｘ ｜≤２ｋ{ } ꎬ Ｄｋ
:＝Ｂｋ ＼Ｂｋ－１ ＝ ｘ∈Ｒｎ:２ｋ－１< ｜ ｘ ｜≤２ｋ{ } ꎬ χｋ:＝ χＤｋ

ꎬ 􀭴χｍ ＝ χｍꎬ ｍ≥１ꎬ 􀭴χ０ ＝ χＢ０
ꎮ 此外ꎬ可变混合

序列空间 ℓ ｑ(􀅰)(Ｌｐ(􀅰)(ｗ))定义如下ꎮ
设 ｗ 是非负可测函数ꎬ给定函数序列{ ｆｊ} ｊ∈Ｚꎬ定义模量:

ρℓｑ(􀅰)(Ｌｐ(􀅰)(ｗ))({ ｆｊ} ｊ):＝ ∑
ｊ∈Ｚ

ｉｎｆ { λ ｊ
: ∫

Ｒｎ
(
｜ ｆｊ(ｘ)ｗ(ｘ) ｜

λ
１

ｑ(ｘ)
ｊ

)
ｐ(ｘ)

ｄｘ ≤ １ } ꎬ

其中 λ１ /∞ ＝ １ꎬ如果 ｑ＋<∞ ꎬ ｑ(􀅰)≤ｐ(􀅰)ꎬ上述式子可以写成

ρℓｑ(􀅰)(Ｌｐ(􀅰)(ｗ))({ ｆｊ} ｊ)＝ ∑
ｊ∈Ｚ

｜ ｆｊｗ ｜ ｑ(􀅰)
Ｌ
ｐ(􀅰)
ｑ(􀅰)ꎮ

其范数为

{ ｆｊ} ｊ ℓｑ(􀅰)(Ｌｐ(􀅰)(ｗ)):＝ ｉｎｆ{μ>０: ρℓｑ(􀅰)(Ｌｐ(􀅰)(ｗ))({ ｆｊ / μ} ｊ)≤１}ꎮ
定义 ５[１９] 　 设ｗ１∈Ａｐ权函数ꎬｗ２∈Ａｐ(􀅰)ꎬ ｐ(􀅰)∈Ｐ (Ｒｎ)ꎬ ｑ(􀅰)∈Ｐ０ (Ｒｎ)ꎬ α(􀅰)∈Ｌ∞ (Ｒｎ)ꎮ
(１) 非齐次双权变指数 Ｈｅｒｚ 空间 Ｋα(􀅰)ꎬｑ(􀅰)

ｐ(􀅰) (ｗ１ꎬｗ２)是由满足以下值有限的 ｆ∈Ｌｐ(􀅰)
ｌｏｃ (Ｒｎ)构成ꎬ

‖ｆ‖Ｋα(􀅰)ꎬｑ(􀅰)
ｐ(􀅰) (ｗ１ꎬｗ２):＝ ｆ χＢ０ Ｌｐ(􀅰)(ｗ２)

＋ ｗ１(Ｂｋ)[ ] α(􀅰) / ｎ ｆ 􀭴χｋ{ } ∞
ｋ＝１ ℓｑ(􀅰)(Ｌｐ(􀅰)(ｗ２))ꎮ

(２) 齐次双权变指数 Ｈｅｒｚ 空间 Ｋα(􀅰)ꎬｑ(􀅰)
ｐ(􀅰) (ｗ１ꎬｗ２)是由满足以下值有限的 ｆ∈Ｌｐ(􀅰)

ｌｏｃ (Ｒｎ ＼{０})构成ꎬ
‖ｆ‖Ｋ̇α(􀅰)ꎬｑ(􀅰)

ｐ(􀅰) (ｗ１ꎬｗ２):＝ {[ｗ１(Ｂｋ)] α(􀅰) / ｎ ｆ χｋ}∞
ｋ＝－∞ ℓ ｑ(􀅰)(Ｌｐ(􀅰)(ｗ２))ꎮ

本文主要结果如下:
定理 １　 设 Ｔθ 是双线性 θ￣型 Ｃａｌｄｅｒóｎ￣Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子ꎬ令 ｖ∈Ａｒꎬ其中 ｒ∈[１ꎬ∞ )ꎬ ｗꎬ ｗｉ∈Ａｐｉ(􀅰)满足 ｗ＝

ｗ１ｗ２ꎬ ｐ(􀅰)∈Ｐ (Ｒｎ)ꎬ ｐｉ(􀅰)∈Ｐ　 ｌｏｇ(Ｒｎ)∩Ｐ (Ｒｎ)ꎬ满足 １ / ｐ(ｘ)＝ １ / ｐ１(ｘ) ＋１ / ｐ２(ｘ)(ｘ∈Ｒｎ)ꎬ α(􀅰)∈
Ｌ∞(Ｒｎ)ꎬ ｑ(􀅰)∈Ｐ０ (Ｒｎ)ꎬ αｉ(􀅰)∈Ｌ∞ (Ｒｎ)∩Ｐ ｌｏｇ

０ (Ｒｎ)∩Ｐ ｌｏｇ
∞ (Ｒｎ)ꎬ ｑｉ(􀅰)∈Ｐ０ (Ｒｎ)∩Ｐ ｌｏｇ

０ (Ｒｎ)∩
Ｐ ｌｏｇ

∞ (Ｒｎ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ分别满足 α(ｘ)＝ α１(ｘ) ＋α２(ｘ)ꎬ １ / ｑ(ｘ)＝ １ / ｑ１(ｘ) ＋１ / ｑ２(ｘ)ꎬ对于常数 δｉ２∈(０ꎬ１)ꎬ δ∈
(０ꎬ１)ꎬ设

ｗ－
ｉ ＝

δꎬ α－
ｉ ≥０ꎬ

ｒꎬ α－
ｉ <０ꎬ{ 　 ｗ＋

ｉ ＝
ｒꎬ α＋

ｉ ≥０ꎬ

δꎬ α＋
ｉ <０ꎬ{

如果满足－ｎδｉ１<ｗ
－
ｉ α

－
ｉ 和 ｗ＋

ｉ α
＋
ｉ <ｎδｉ２ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ则存在常数 Ｃ 对每个ｆｉ∈Ｋ̇αｉ(􀅰)ꎬｑｉ(􀅰)

ｐｉ(􀅰) (ｖꎬｗｉ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ有
Ｔθ( ｆ１ꎬ ｆ２) Ｋ̇α(􀅰)ꎬｑ(􀅰)

ｐ(􀅰) (ｖꎬｗ)≤Ｃ ｆ１ Ｋ̇α１(􀅰)ꎬｑ１(􀅰)
ｐ１(􀅰)

(ｖꎬｗ１) ｆ２ Ｋ̇α２(􀅰)ꎬｑ２(􀅰)
ｐ２(􀅰)

(ｖꎬｗ２)ꎮ

２　 相关引理

在证明主要结果之前ꎬ需要以下引理ꎮ
引理 １[１９] 　 设 α(􀅰)∈Ｌ∞ (Ｒｎ)ꎬ ｐ(􀅰)∈Ｐ (Ｒｎ)ꎬ ｑ(􀅰)∈Ｐ０ (Ｒｎ)ꎬ ｗ１∈Ａｒ其中 ｒ∈[１ꎬ∞ )ꎬ ｗ２∈Ａｐ(􀅰)ꎬ

如果 α(􀅰)和 ｑ(􀅰)在无穷远处是 ｌｏｇ￣Ｈöｌｄｅｒ 连续的ꎬ则
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Ｋα(􀅰)ꎬｑ(􀅰)
ｐ(􀅰) (ｗ１ꎬｗ２)＝ Ｋα∞ ꎬｑ∞

ｐ(􀅰) (ｗ１ꎬｗ２)ꎮ
此外ꎬ如果 α(􀅰)和 ｑ(􀅰)在原点是 ｌｏｇ￣Ｈöｌｄｅｒ 连续的ꎬ则有

‖ｆ‖Ｋ̇α(􀅰)ꎬｑ(􀅰)
ｐ(􀅰) (ｗ１ꎬｗ２)≈ (∑

ｋ≤０
ｗ１(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎ‖ｆ χｋ‖ｑ(０)

Ｌｐ(􀅰)(ｗ２) )
１

ｑ(０)

＋ ( ∑
ｋ >０

ｗ１(Ｂｋ) α∞ ｑ∞ / ｎ‖ｆ χｋ‖ｑ∞
Ｌｐ(􀅰)(ｗ２) )

１
ｑ∞ ꎮ

引理 ２[１９] 　 若 α(􀅰)∈Ｌ∞ (Ｒｎ)ꎬ且在原点和无穷远处都是 ｌｏｇ￣Ｈöｌｄｅｒ 连续的ꎬ则对任意的 ｋ∈Ｚ 和

ｘ∈Ｄｋ有

ｗ(Ｄｋ) α(ｘ)≈ｗ(Ｄｋ) α∞ ꎬ　 ｋ≥０ꎻ
ｗ(Ｄｋ) α(ｘ)≈ｗ(Ｄｋ) α(０)ꎬ　 ｋ≤－１ꎮ

引理 ３[２１] 　 设 ｒ∈[１ꎬ∞ )且 ｗ∈Ａｒꎬ那么存在常数 δ∈(０ꎬ１)和 Ｃ>０ 对于所有 Ｒｎ 中的球 Ｂ 和所有可测

子集 Ｓ⊂Ｂꎬ有以下不等式成立:
ｗ(Ｂ)
ｗ(Ｓ)

≤Ｃ Ｂ
Ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｒ

ꎬ

ｗ(Ｓ)
ｗ(Ｂ)

≤Ｃ Ｓ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷

δ

ꎮ

引理 ４[１９] 　 设 ｋꎬ ｌ∈Ｚꎬ ｗ∈Ａｑꎬ其中 ｑ∈[１ꎬ∞ )ꎬ δ∈(０ꎬ１)是引理 ２.３ 中出现的常数ꎬα(􀅰)∈Ｌ∞ (Ｒｎ)
且在原点和无穷远处都是对数 ｌｏｇ￣Ｈöｌｄｅｒ 连续的ꎬ则对于任意的 ｘ∈Ｃｋ和 ｙ∈Ｃｌꎬ有

[ｗ(Ｂｋ)] α(ｘ)≲[ｗ(Ｂ ｌ)] α(ｙ) ×
２(ｋ－ｌ)ｎｗ＋α＋ꎬ　 ０<２ｌ≤２ｋ－１ꎻ
１ꎬ ２ｋ－１<２ｌ≤２ｋ＋１ꎻ
２(ｋ－ｌ)ｍｗ－α－ꎬ ２ｌ>２ｋ＋１ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中隐含常数与 ｘ、ｙ、ｋ 和 ｌ 无关ꎮ
引理 ５[１８] 　 设 ｐ(􀅰)ꎬｐ１(􀅰)ꎬｐ２(􀅰)∈Ｐ０ (Ｒｎ)ꎬ使得对于 ｘ∈Ｒｎꎬ有 １ / ｐ(ｘ)＝ １ / ｐ１(ｘ) ＋１ / ｐ２(ｘ)ꎬ则存在

一个与函数 ｆ 和 ｇ 无关的常数 Ｃｐꎬｐ１ꎬ使得对任意 ｆ∈Ｌｐ１(􀅰)(Ｒｎ)和 ｇ∈Ｌｐ２(􀅰)(Ｒｎ)ꎬ都有

‖ｆｇ‖Ｌｐ(􀅰)≤Ｃｐꎬｐ１‖ｆ‖Ｌｐ１(􀅰)‖ｇ‖Ｌｐ２(􀅰)ꎬ
对于 ｐ(􀅰)∈Ｐ (Ｒｎ)ꎬ ｗ∈Ａｐ(􀅰)其中 ｗ＝ｗ１ｗ２ꎬ由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬ有

‖ｆｇ‖Ｌｐ(􀅰)(ｗ)≤Ｃｐꎬｐ１‖ｆ‖Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１)‖ｇ‖Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)ꎮ
引理 ６[１８] 　 设 ０<ｐ<∞ ꎬ δ>０ 则存在一个正常数 Ｃꎬ 使得对于非负数列{ａｊ}∞

ｊ＝－∞ ꎬ有

( ∑
∞

ｊ ＝ －∞
( ∑

∞

ｋ ＝ －∞
２－ ｜ ｋ－ｊ ｜ δａｋ )

ｐ

)
１ / ｐ

≤Ｃ ( ∑
∞

ｊ ＝ －∞
ａｐ
ｊ )

１ / ｐ
ꎮ

引理 ７[２２] 　 设 ｐ(􀅰)∈Ｐ (Ｒｎ)ꎬ ｐｉ(􀅰)∈Ｐ ｌｏｇ(Ｒｎ)∩Ｐ (Ｒｎ)ꎬ使得对于 ｘ∈Ｒｎ有 １ / ｐ( ｘ) ＝ １ / ｐ１( ｘ) ＋

１ / ｐ２(ｘ)ꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ ｗꎬ ｗｉ∈Ａｐｉ(􀅰)满足 ｗ＝ｗ１ｗ２ꎬ若 Ｔθ 是一个双线性 θ￣型 Ｃａｌｄｅｒóｎ－Ｚｙｇｍｕｎｄ 算子ꎬ则有

Ｔθ( ｆ１ꎬｆ２) Ｌｐ(􀅰)(ｗ)≲ ｆ１ Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１) ｆ２ Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)ꎮ
引理 ８[２３] 　 如果 ｐ(􀅰)∈Ｐ ｌｏｇ(Ｒｎ)∩Ｐ (Ｒｎ)ꎬ ｗ∈Ａｐ(􀅰)ꎬ那么存在常数 δ１ꎬ δ２∈(０ꎬ１)和 Ｃ>０ꎬ对所有 Ｒｎ

中的球 Ｂ 和所有可测子集 Ｓ⊂Ｂ 有以下不等式成立:
χＳ Ｌｐ(􀅰)(ｗ)

χＢ Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
≤Ｃ ( ｜ Ｓ ｜

｜Ｂ ｜ )
δ１
ꎬ

χＳ Ｌｐ′(􀅰)(ｗ－１)

χＢ Ｌｐ′(􀅰)(ｗ－１)
≤Ｃ ( ｜ Ｓ ｜

｜Ｂ ｜ )
δ２
ꎮ

３　 定理 １ 的证明

令 ｆ１ 和 ｆ２ 为具有紧支集的有界函数ꎬ本文将它们写成
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ｆｉ ＝ ∑
∞

ｌ ＝ －∞
ｆｉ χ ｌ:＝ ∑

∞

ｌ ＝ －∞
ｆｉｌꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎮ

由引理 １ꎬ有

Ｔθ( ｆ１ꎬｆ２) Ｋ̇α(􀅰)ꎬｑ(􀅰)
ｐ(􀅰) (ｖꎬｗ)≈ ( ∑

－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎＴθ( ｆ１ꎬｆ２)χｋ

ｑ(０)
Ｌｐ(􀅰)(ｗ) )

１
ｑ(０)

＋ ( ∑
∞

ｋ ＝０
ｖ(Ｂｋ) α∞ ｑ∞ / ｎＴθ( ｆ１ꎬｆ２)χｋ ｑ∞

Ｌｐ(􀅰)(ｗ) )
１

ｑ∞

:＝Ｅ＋Ｆꎮ
利用引理 ４ꎬ将 ｆｉ 分解成 ３ 部分:

ｆｉ ＝ ∑
ｋ－２

ｌ ＝ －∞
ｆｉｌ＋ ∑

ｋ＋１

ｌ ＝ｋ－１
ｆｉｌ＋ ∑

∞

ｌ ＝ｋ＋２
ｆｉｌꎮ

因此 Ｔθ( ｆ１ꎬｆ２)可以分解成如下 ９ 部分:

Ｅ１
:＝ ∑

－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
∑
ｋ－２

ｊ ＝ －∞
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ(０)ꎬ

Ｅ２
:＝ ∑

－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
∑
ｋ＋１

ｊ ＝ｋ－１
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ(０)ꎬ

Ｅ３
:＝ ∑

－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
∑
∞

ｊ ＝ｋ＋２
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ(０)ꎬ

Ｅ４
:＝ ∑

－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎ ∑

ｋ＋１

ｌ ＝ｋ－１
∑
ｋ－２

ｊ ＝ －∞
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ(０)ꎬ

Ｅ５
:＝ ∑

－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎ ∑

ｋ＋１

ｌ ＝ｋ－１
∑
ｋ＋１

ｊ ＝ｋ－１
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ(０)ꎬ

Ｅ６
:＝ ∑

－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎ ∑

ｋ＋１

ｌ ＝ｋ－１
∑
∞

ｊ ＝ｋ＋２
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ(０)ꎬ

Ｅ７
:＝ ∑

－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎ ∑

∞

ｌ ＝ｋ＋２
∑
ｋ－２

ｊ ＝ －∞
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ(０)ꎬ

Ｅ８
:＝ ∑

－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎ ∑

∞

ｌ ＝ｋ＋２
∑
ｋ＋１

ｊ ＝ｋ－１
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ(０)ꎬ

Ｅ９
:＝ ∑

－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎ ∑

∞

ｌ ＝ｋ＋２
∑
∞

ｊ ＝ｋ＋２
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ(０)ꎬ

Ｆ１
:＝ ∑

∞

ｋ ＝０
ｖ(Ｂｋ) α∞ ｑ∞ / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
∑
ｋ－２

ｊ ＝ －∞
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ∞

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ∞ ꎬ

Ｆ２
:＝ ∑

∞

ｋ ＝０
ｖ(Ｂｋ) α∞ ｑ∞ / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
∑
ｋ＋１

ｊ ＝ｋ－１
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ∞

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ∞ ꎬ

Ｆ３
:＝ ∑

∞

ｋ ＝０
ｖ(Ｂｋ) α∞ ｑ∞ / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
∑
∞

ｊ ＝ｋ＋２
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ∞

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ∞ ꎬ

Ｆ４
:＝ ∑

∞

ｋ ＝０
ｖ(Ｂｋ) α∞ ｑ∞ / ｎ ∑

ｋ＋１

ｌ ＝ｋ－１
∑
ｋ－２

ｊ ＝ －∞
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ∞

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ∞ ꎬ

Ｆ５
:＝ ∑

∞

ｋ ＝０
ｖ(Ｂｋ) α∞ ｑ∞ / ｎ ∑

ｋ＋１

ｌ ＝ｋ－１
∑
ｋ＋１

ｊ ＝ｋ－１
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ∞

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ∞ ꎬ

Ｆ６
:＝ ∑

∞

ｋ ＝０
ｖ(Ｂｋ) α∞ ｑ∞ / ｎ ∑

ｋ＋１

ｌ ＝ｋ－１
∑
∞

ｊ ＝ｋ＋２
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ∞

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ∞ ꎬ

Ｆ７
:＝ ∑

∞

ｋ ＝０
ｖ(Ｂｋ) α∞ ｑ∞ / ｎ ∑

∞

ｌ ＝ｋ＋２
∑
ｋ－２

ｊ ＝ －∞
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ∞

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ∞ ꎬ

Ｆ８
:＝ ∑

∞

ｋ ＝０
ｖ(Ｂｋ) α∞ ｑ∞ / ｎ ∑

∞

ｌ ＝ｋ＋２
∑
ｋ＋１

ｊ ＝ｋ－１
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ∞

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ∞ ꎬ

Ｆ９
:＝ ∑

∞

ｋ ＝０
ｖ(Ｂｋ) α∞ ｑ∞ / ｎ ∑

∞

ｌ ＝ｋ＋２
∑
∞

ｊ ＝ｋ＋２
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ∞

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ∞ ꎮ
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显然

Ｅ ≤ Ｃ∑
９

ｉ ＝１
Ｅ ｉꎬ　 Ｆ ≤ Ｃ∑

９

ｉ ＝１
Ｆ ｉꎮ

利用引理 ８、定义 ５ 及 Ｈöｌｄｅｒ 不等式可以得到以下结果ꎬ当 ｌ ≤ ｋ － １ 时ꎬ有

２－ｋｎ∫
Ｒｎ
ｆｉｌｄｙｉ χｋ

Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)
≲ ２－ｋｎ χＢｋ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ) ｆｉｗｉ χ ｌ Ｌｐｉ(􀅰) χ ｌｗ

－１
ｉ Ｌｐ′ｉ(􀅰)

≲２－ｋｎ ｜Ｂｋ ｜ χＢｋ
－１
Ｌｐ′ｉ(􀅰)(ｗ－１ｉ ) χＢｌ Ｌｐ′ｉ(􀅰)(ｗ－１ｉ ) ｆｉ χ ｌ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)

≲２( ｌ－ｋ)ｎδｉ２ ｆｉｌ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)ꎻ (１)
当 ｌ＝ ｋ 时ꎬ有

２ －ｋｎ∫
Ｒｎ
ｆｉｌｄｙｉ χｋ

Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)
≲ ２－ｋｎ χＢｋ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ) ｆｉｌｗｉ χ ｌ Ｌｐｉ(􀅰) χ ｌｗ

－１
ｉ Ｌｐ′ｉ(􀅰)

≲ ２－ｋｎ χＢｋ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ) χＢｌ Ｌｐ′ｉ(􀅰)(ｗ－１ｉ ) ｆｉ χ ｌ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)

≲ ｆｉｌ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)ꎻ (２)
当 ｌ ≥ ｋ ＋ １ 时ꎬ有

２－ｋｎ∫
Ｒｎ
ｆｉｌｄｙｉ χｋ

Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)
≲ ２－ｋｎ χＢｋ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ) ｆｉｗｉ χ ｌ Ｌｐｉ(􀅰) χ ｌｗ

－１
ｉ Ｌｐ′ｉ(􀅰)

≲ ２－ｋｎ χＢｋ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ) χＢｌ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ) χＢｌ
－１
Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)

× χＢｌ Ｌｐ′ｉ(􀅰)(ｗ－１ｉ ) ｆｉ χ ｌ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)

≲ ２( ｌ－ｋ)ｎ(１－δｉ１) ｆｉｌ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)ꎮ (３)
现在开始估计 Ｅꎬ因为 ｆ１ 和 ｆ２ 可以互换ꎬ看到 Ｅ２、Ｅ３ 和 Ｅ６ 的估计值与 Ｅ４、Ｅ７ 和 Ｅ８ 的估计值类似ꎬ所以ꎬ

只需要估计 Ｅ１、Ｅ２、Ｅ３、Ｅ５、Ｅ６ 和 Ｅ９ 即可ꎮ
估计 Ｅ１ꎬ当 ｌꎬ ｊ≤ｋ－２ 时ꎬ对于 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ可以推出

｜ ｘ－ｙｉ ｜≥ ｜ ｘ ｜ － ｜ ｙｉ ｜ >２ｋ－１－２ｍｉｎ{ ｌꎬｊ}≥２ｋ－２ꎬ　 ｘ∈Ｄｋꎬ ｙ１∈Ｄｌꎬ ｙ２∈Ｄｊꎬ
因此ꎬ

｜ Ｔθ( ｆ１ｌꎬｆ２ｊ)(ｘ) ｜ ≲ ∫
Ｒｎ
∫
Ｒｎ

｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜
( ｜ ｘ － ｙ１ ｜ ＋｜ ｘ － ｙ２ ｜ ) ２ｎｄｙ１ｄｙ２

≲ ２－２ｋｎ∫
Ｒｎ
∫
Ｒｎ

｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜ ｄｙ１ｄｙ２ꎮ

因为 １ / ｐ(􀅰) ＝ １ / ｐ１(􀅰) ＋ １ / ｐ２(􀅰)ꎬ且 ｗ ＝ｗ１ｗ２ꎬ利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬ所以

∑
ｋ－２

ｌ ＝ －∞
∑
ｋ－２

ｊ ＝ －∞
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ Ｌｐ(􀅰)(ｗ)

≲ ２－２ｋｎ ∑
ｋ－２

ｌ ＝ －∞
∑
ｋ－２

ｊ ＝ －∞
∫
Ｒｎ

｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｄｙ１∫
Ｒｎ

｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜ ｄｙ２ χｋ
Ｌｐ(􀅰)(ｗ)

≲ ∑
ｋ－２

ｌ ＝ －∞
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｄｙ１ χｋ

Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１)

× ∑
ｋ－２

ｊ ＝ －∞
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜ ｄｙ２ χｋ

Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)
ꎮ (４)

因为 α(０)＝ α１(０)＋α２(０)ꎬ且 １ / ｑ(０)＝ １ / ｑ１(０)＋１ / ｑ２(０)ꎬ利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬ所以

Ｅ１ ≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｄｙ１ χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１)
(

× ∑
ｋ－２

ｊ ＝ －∞
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜ ｄｙ２ χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)
)

１
ｑ(０)

≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α１(０)ｑ１(０) / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｄｙ１ χｋ

ｑ１(０)

Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１)
( )

１
ｑ１(０)

× ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α２(０)ｑ２(０) / ｎ ∑

ｋ－２

ｊ ＝ －∞
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜ ｄｙ２ χｋ

ｑ２(０)

Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)
( )

１
ｑ２(０)

:＝Ｅ１ꎬ１ × Ｅ１ꎬ２ꎮ
因为 ｎδｉ２－ｗ

＋
ｉ α

＋
ｉ >０ꎬ利用式(１)ꎬ以及引理 ２、４、６ꎬ有
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Ｅ１ꎬ１ ≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α１(０)ｑ１(０) / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
２( ｌ－ｋ)ｎδ１２ ｆ１ｌ Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１)( )

ｑ１(０){ }
１

ｑ１(０)

≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
∑
ｋ－２

ｌ ＝ －∞
２( ｌ－ｋ)(ｎδ１２－ｗ＋

１ α＋
１ ) ｖ(Ｂ ｌ) α１(􀅰) / ｎ ｆ１ｌ Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１)( )

ｑ１(０){ }
１

ｑ１(０)

≲ ∑
－３

ｌ ＝ －∞
ｖ(Ｂ ｌ) α１(􀅰) / ｎ ｆ１ｌ ｑ１(０)

Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１){ }
１

ｑ１(０)

≲ ｆ１ Ｋ̇α１(􀅰)ꎬｑ１(􀅰)
ｐ１(􀅰) (ｖꎬｗ１)ꎬ

Ｅ１ꎬ２ ≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α２(０)ｑ２(０) / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
２( ｌ－ｋ)ｎδ２２ ｆ２ｌ Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)( )

ｑ２(０){ }
１

ｑ２(０)

≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
∑
ｋ－２

ｌ ＝ －∞
２( ｌ－ｋ)(ｎδ２２－ｗ

＋
２ α

＋
２ ) ｖ(Ｂ ｌ) α２(􀅰) / ｎ ｆ２ｌ Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)( )

ｑ２(０){ }
１

ｑ２(０)

≲ ∑
－３

ｌ ＝ －∞
ｖ(Ｂ ｌ) α２(􀅰) / ｎ ｆ２ｌ

ｑ２(０)
Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２){ }

１
ｑ２(０)

≲ ｆ２ Ｋ̇α２(􀅰)ꎬｑ２(􀅰)
ｐ２(􀅰)

(ｖꎬｗ２)ꎬ

所以

Ｅ１≲ ｆ１ Ｋ̇α１(􀅰)ꎬｑ１(􀅰)
ｐ１(􀅰) (ｖꎬｗ１) ｆ２ Ｋ̇α２(􀅰)ꎬｑ２(􀅰)

ｐ２(􀅰) (ｖꎬｗ２)ꎮ

估计 Ｅ２ꎬ当 ｌ≤ｋ－２ꎬ ｋ－１≤ｊ≤ｋ＋１ 时ꎬ对于 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ可以推出

｜ ｘ－ｙｉ ｜≥ ｜ ｘ ｜ － ｜ ｙｉ ｜≥２ｋ－２ꎬ　 ｘ∈Ｄｋꎬ　 ｙ１∈Ｄｌꎬ
因此

｜ Ｔθ( ｆ１ｌꎬｆ２ｊ)(ｘ) ｜ ≲ ∫
Ｒｎ
∫
Ｒｎ

｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜
( ｜ ｘ － ｙ１ ｜ ＋｜ ｘ － ｙ２ ｜ ) ２ｎｄｙ１ｄｙ２

≲ ２－２ｋｎ∫
Ｒｎ
∫
Ｒｎ

｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜ ｄｙ１ｄｙ２ꎮ

由 α(０)＝ α１(０)＋α２(０)ꎬ且 １ / ｑ(０)＝ １ / ｑ１(０)＋１ / ｑ２(０)ꎬ利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬ有

Ｅ２ ≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｄｙ１ χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１)
(

× ∑
ｋ＋１

ｊ ＝ｋ－１
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜ ｄｙ２ χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)
)

１
ｑ(０)

≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α１(０)ｑ１(０) / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｄｙ１ χｋ

ｑ１(０)

Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１)
( )

１
ｑ１(０)

× ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α２(０)ｑ２(０) / ｎ ∑

ｋ＋１

ｊ ＝ｋ－１
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜ ｄｙ２ χｋ

ｑ２(０)

Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)
( )

１
ｑ２(０)

:＝Ｅ２ꎬ１×Ｅ２ꎬ２ꎬ
显然

Ｅ２ꎬ１ ＝Ｅ１ꎬ１≲ ｆ１ Ｋ̇α１(􀅰)ꎬｑ１(􀅰)
ｐ１(􀅰)

(ｖꎬｗ１)ꎮ

由于 ｎδｉ２－ｗ
＋
ｉ α

＋
ｉ >０ꎬ利用式(１)、(２)、(３)ꎬ以及引理 ２、４ꎬ有

　 ｖ(Ｂｋ) α２(０) / ｎ ∑
ｋ＋１

ｊ ＝ｋ－１
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜ ｄｙ２ χｋ

Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)

≲ ｖ(Ｂｋ) α２(０) / ｎ２－(ｎδ２２－ｗ
＋
２ α

＋
２ ) ｆ２ χｋ－１ Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)

＋ ｖ(Ｂｋ) α２(０) / ｎ ｆ２ χｋ Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)

＋ ｖ(Ｂｋ) α２(０) / ｎ２ｎ(１－δ２１) ｆ２ χｋ＋１ Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)

≲ ２－(ｎδ２２－ｗ
＋
２ α

＋
２ ) ｖ(Ｂｋ－１) α２(􀅰) / ｎ ｆ２ χｋ－１ Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)

＋ ｖ(Ｂｋ) α２(􀅰) / ｎ ｆ２ χｋ Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)

＋ ２ｎ(１－δ２１) ｖ(Ｂｋ＋１) α２(􀅰) / ｎ ｆ２ χｋ＋１ Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)

≲ ∑
ｋ＋１

ｊ ＝ｋ－１
２( ｊ－ｋ)ｎ ｖ(Ｂ ｊ) α２(􀅰) / ｎ ｆ２ｊ Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)ꎮ
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现在估计 Ｅ２ꎬ２ꎬ通过上式有

Ｅ２ꎬ２ ≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
∑
ｋ＋１

ｊ ＝ｋ－１
２( ｊ－ｋ)ｎ ｖ(Ｂ ｊ) α２(􀅰) / ｎ ｆ２ｊ Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)( )

ｑ２(０){ }
１

ｑ２(０)

≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α２(􀅰) / ｎ ｆ２ χｋ ｑ２(０)

Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２){ }
１

ｑ２(０)

≲ ｆ２ Ｋ̇α２(􀅰)ꎬｑ２(􀅰)
ｐ２

(ｖꎬｗ２)ꎬ

因此

Ｅ２≲ ｆ１ Ｋ̇α１(􀅰)ꎬｑ１(􀅰)
ｐ１(􀅰) (ｖꎬｗ１) ｆ２ Ｋ̇α２(􀅰)ꎬｑ２(􀅰)

ｐ２(􀅰) (ｖꎬｗ２)ꎮ

估计 Ｅ３ꎬ当 ｌ≤ｋ－２ꎬ ｊ≥ｋ＋２ 时ꎬ有
｜ ｘ－ｙ１ ｜≥ ｜ ｘ ｜ － ｜ ｙ１ ｜≥２ｋ－２ꎬ　 ｜ ｘ－ｙ２ ｜≥ ｜ ｙ２ ｜ － ｜ ｘ ｜ >２ｊ－２ꎬ　 ｘ∈Ｄｋꎬ ｙ１∈Ｄｌꎬ ｙ２∈Ｄｊꎬ

因此

｜ Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)(ｘ) ｜ ≲ ∫
Ｒｎ
∫
Ｒｎ

｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜
( ｜ ｘ － ｙ１ ｜ ＋｜ ｘ － ｙ２ ｜ ) ２ｎｄｙ１ｄｙ２

≲ ２－ｋｎ２－ｊｎ∫
Ｒｎ
∫
Ｒｎ

｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜ ｄｙ１ｄｙ２ꎮ

由 α(０) ＝ α１(０) ＋ α２(０)ꎬ且 １ / ｑ(０) ＝ １ / ｑ１(０) ＋ １ / ｑ２(０)ꎬ利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬ有

Ｅ３ ≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｄｙ１ χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１)
(

× ∑
∞

ｊ ＝ｋ＋２
２－ｊｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜ ｄｙ２ χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)
)

１
ｑ(０)

≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α１(０)ｑ１(０) / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｄｙ１ χｋ

ｑ１(０)

Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１)
( )

１
ｑ１(０)

× ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α２(０)ｑ２(０) / ｎ ∑

∞

ｊ ＝ｋ＋２
２－ｊｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜ ｄｙ２ χｋ

ｑ２(０)

Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)
( )

１
ｑ２(０)

:＝Ｅ３ꎬ１×Ｅ３ꎬ２ꎬ
显然

Ｅ３ꎬ１ ＝Ｅ１ꎬ１≲ ｆ１ Ｋ̇α１(􀅰)ꎬｑ１(􀅰)
ｐ１(􀅰) (ｖꎬｗ１)ꎮ

现在估计 Ｅ３ꎬ２ꎬ由于 ｗ－
２α

－
２ ＋ｎδ２１>０ꎬ利用式(３)ꎬ以及引理 ２、４、６ꎬ有

Ｅ３ꎬ２ ≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α２(０)ｑ２(０) / ｎ ∑

∞

ｊ ＝ｋ＋２
２(ｋ－ｊ)ｎδ２１ ｆ２ｊ Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)( )

ｑ２(０){ }
１

ｑ２(０)

≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
∑
∞

ｊ ＝ｋ＋２
２(ｋ－ｊ)(ｗ－２ α－２ ＋ｎδ２１) ｖ(Ｂ ｊ) α２(􀅰) / ｎ ｆ２ｊ Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)( )

ｑ２(０){ }
１

ｑ２(０)

≲ ∑
１

ｊ ＝ －∞
ｖ(Ｂ ｊ) α２(􀅰) / ｎ ｆ２ｊ ｑ２(０)

Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２){ }
１

ｑ２(０)

≲ ｆ２ Ｋ̇α２(􀅰)ꎬｑ２(􀅰)
ｐ２(􀅰) (ｖꎬｗ２)ꎬ

因此

Ｅ３≲ ｆ１ Ｋ̇α１(􀅰)ꎬｑ１(􀅰)
ｐ１(􀅰)

(ｖꎬｗ１) ｆ２ Ｋ̇α２(􀅰)ꎬｑ２(􀅰)
ｐ２(􀅰)

(ｖꎬｗ２)ꎮ

估计 Ｅ５ꎬ由 １ / ｑ(０)＝ １ / ｑ１(０)＋１ / ｑ２(０)ꎬ利用引理 ２、４、６、７ꎬ有

Ｅ５ ≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α(０)ｑ(０) / ｎ ∑

ｋ＋１

ｌ ＝ｋ－１
∑
ｋ＋１

ｊ ＝ｋ－１
Ｔθ( ｆ１ｌꎬ ｆ２ｊ)χｋ

ｑ(０)

Ｌｐ(􀅰)(ｗ)
( )

１
ｑ(０)

≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
∑
ｋ＋１

ｌ ＝ｋ－１
ｖ(Ｂ ｌ) α１(􀅰) / ｎ ｆ１ｌ Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１)( )

ｑ１(０){ }
１

ｑ１(０)

× ∑
－１

ｋ ＝ －∞
∑
ｋ＋１

ｊ ＝ｋ－１
ｖ(Ｂ ｊ) α２(􀅰) / ｎ ｆ２ｊ Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)( )

ｑ２(０){ }
１

ｑ２(０)
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≲ ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α１(􀅰) / ｎ ｆ１ χｋ ｑ１(０)

Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１){ }
１

ｑ１(０)

× ∑
－１

ｋ ＝ －∞
ｖ(Ｂｋ) α２(􀅰) / ｎ ｆ２ χｋ ｑ２(０)

Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２){ }
１

ｑ２(０)

≲ ｆ１ Ｋ̇α１(􀅰)ꎬｑ１(􀅰)
ｐ１(􀅰)

(ｖꎬｗ１) ｆ２ Ｋ̇α２(􀅰)ꎬｑ２(􀅰)
ｐ２(􀅰)

(ｖꎬｗ２)ꎮ

通过交换 ｆ１ 和 ｆ２ꎬ可以看出 Ｅ６ 的估计与 Ｅ２ꎬ２和 Ｅ３ꎬ２的估计类似ꎬＥ９ 的估计与 Ｅ３ꎬ２类似ꎮ 现在将 Ｅ ｉ 的估

计值放在一起ꎬ可以得到

Ｅ≲ ｆ１ Ｋ̇α１(􀅰)ꎬｑ１(􀅰)
ｐ１(􀅰) (ｖꎬｗ１) ｆ２ Ｋ̇α２(􀅰)ꎬｑ２(􀅰)

ｐ２(􀅰) (ｖꎬｗ２)ꎮ

现在估计 Ｆꎬ由于 ｆ１ 和 ｆ２ 可以互换ꎬ可以看到 Ｆ２、Ｆ３ 和 Ｆ６ 的估计值与 Ｆ４、Ｆ７ 和 Ｆ８ 的估计值类似ꎬ因此ꎬ
只需要估计 Ｆ１、Ｆ２、Ｆ３、Ｆ５、Ｆ６ 和 Ｆ９ 即可ꎮ 估计方法类似于 Ｅ１、Ｅ２、Ｅ３、Ｅ５、Ｅ６ 和 Ｅ９ 的估计ꎮ 在这里只给出

Ｆ１ 的估计ꎮ
当 ｌꎬ ｊ≤ｋ－２ 时ꎬα∞ ＝α１∞ ＋α２∞ ꎬ １ / ｑ∞ ＝ １ / ｑ１∞ ＋１ / ｑ２∞ ꎬ利用式(４)和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式ꎬ有

Ｆ１ ≲ ∑
∞

ｋ ＝ ０
ｖ(Ｂｋ) α∞ ｑ∞ / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
２ －ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｄｙ１ χｋ

ｑ∞

Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１)
(

× ∑
ｋ－２

ｊ ＝ －∞
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜ ｄｙ２ χｋ

ｑ∞

Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)
)

１
ｑ∞

≲ ∑
∞

ｋ ＝０
ｖ(Ｂｋ) α１∞ ｑ１∞ / ｎ ∑

ｋ－２

ｌ ＝ －∞
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ１ｌ(ｙ１) ｜ ｄｙ１ χｋ

ｑ１∞

Ｌｐ１(􀅰)(ｗ１)
( )

１
ｑ１∞

× ∑
∞

ｋ ＝０
ｖ(Ｂｋ) α２∞ ｑ２∞ / ｎ ∑

ｋ－２

ｊ ＝ －∞
２－ｋｎ∫

Ｒｎ
｜ ｆ２ｊ(ｙ２) ｜ ｄｙ２ χｋ

ｑ２∞

Ｌｐ２(􀅰)(ｗ２)
( )

１
ｑ２∞

:＝Ｆ１ꎬ１×Ｆ１ꎬ２ꎮ
利用式(１)ꎬ以及引理 ２、４ꎬ有

Ｆ１ꎬｉ ≲ ∑
∞

ｋ ＝０
(∑

－１

ｌ ＝ －∞
ｖ(Ｂ ｌ) αｉ(􀅰) / ｎ ｆｉｌ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)２

(ｋ－ｌ)(ｗ＋ｉ α＋ｉ －ｎδｉ２){

＋∑
ｋ

ｌ ＝０
ｖ(Ｂ ｌ) αｉ(􀅰) / ｎ ｆｉｌ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)２

(ｋ－ｌ)(ｗ＋ｉ α＋ｉ －ｎδｉ２) )
ｑｉ∞ }

１
ｑｉ∞

≲ ∑
∞

ｋ ＝０
∑
－１

ｌ ＝ －∞
ｖ(Ｂ ｌ) αｉ(􀅰) / ｎ ｆｉｌ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)２

(ｋ－ｌ)(ｗ＋ｉ α＋ｉ －ｎδｉ２)( )
ｑｉ∞{ }

１
ｑｉ∞

＋ ∑
∞

ｋ ＝０
∑

ｋ

ｌ ＝０
ｖ(Ｂ ｌ) αｉ(􀅰) / ｎ ｆｉｌ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)２

(ｋ－ｌ)(ｗ＋ｉ α＋ｉ －ｎδｉ２)( )
ｑｉ∞{ }

１
ｑｉ∞

:＝ Ｉ１ ＋ Ｉ２ꎮ
估计 Ｉ１ꎬ因为 ｗ＋

ｉ α
＋
ｉ －ｎδｉ２<０ꎬ所以

Ｉ１ ＝ ∑
∞

ｋ ＝０
∑
－１

ｌ ＝ －∞
ｖ(Ｂ ｌ) αｉ(􀅰) / ｎ ｆｉｌ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)２

(ｋ－ｌ)(ｗ＋ｉ α＋ｉ －ｎδｉ２)( )
ｑｉ∞{ }

１
ｑｉ∞

≲ ｆｉ Ｋ̇αｉ(􀅰)ꎬｑｉ(􀅰)
ｐｉ(􀅰)

(ｖꎬｗｉ) ∑
∞

ｋ ＝０
∑
－１

ｌ ＝ －∞
２(ｋ－ｌ)(ｗ＋ｉ α＋ｉ －ｎδｉ２)( )

ｑｉ∞{ }
１

ｑｉ∞

≲ ｆｉ Ｋ̇αｉ(􀅰)ꎬｑｉ(􀅰)
ｐｉ(􀅰) (ｖꎬｗｉ)ꎮ

估计 Ｉ２ꎬ因为 ｗ＋
ｉ α

＋
ｉ －ｎδｉ２<０ꎬ利用引理 ６ꎬ有

Ｉ２ ＝ ∑
∞

ｋ ＝０
∑

ｋ

ｌ ＝０
ｖ(Ｂ ｌ) αｉ(􀅰) / ｎ ｆｉｌ Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ)２

(ｋ－ｌ)(ｗ＋ｉ α＋ｉ －ｎδｉ２)( )
ｑｉ∞{ }

１
ｑｉ∞

≲ ∑
ｋ

ｌ ＝０
ｖ(Ｂ ｌ) αｉ(􀅰) / ｎ ｆｉｌ ｑｉ∞

Ｌｐｉ(􀅰)(ｗｉ){ }
１

ｑｉ∞

≲ ｆｉ Ｋ̇αｉ(􀅰)ꎬｑｉ(􀅰)
ｐｉ(􀅰)

(ｖꎬｗｉ)ꎬ

所以



　 １０４　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０ 卷　

Ｆ１≲ ｆ１ Ｋ̇α１(􀅰)ꎬｑ１(􀅰)
ｐ１(􀅰)

(ｖꎬｗ１) ｆ２ Ｋ̇α２(􀅰)ꎬｑ２(􀅰)
ｐ２(􀅰)

(ｖꎬｗ２)ꎬ

同理可证

Ｆ ｉ≲ ｆ１ Ｋ̇α１(􀅰)ꎬｑ１(􀅰)
ｐ１(􀅰)

(ｖꎬｗ１) ｆ２ Ｋ̇α２(􀅰)ꎬｑ２(􀅰)
ｐ２(􀅰) (ｖꎬｗ２)ꎮ

现在将 Ｆ ｉ 估计值放在一起ꎬ可以得到

Ｆ≲ ｆ１ Ｋ̇α１(􀅰)ꎬｑ１(􀅰)
ｐ１(􀅰)

(ｖꎬｗ１) ｆ２ Ｋ̇α２(􀅰)ꎬｑ２(􀅰)
ｐ２(􀅰)

(ｖꎬｗ２)ꎮ

定理 １ 证毕ꎮ
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