
山东大学学报(理学版)２０２５ 年 ８ 月 第 ６０ 卷 第 ８ 期
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｈａｎｄｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ Ｖｏｌ.６０ꎬ Ｎｏ.８ꎬ ２０２５ ｈｔｔｐ:∥ｌｘｂｗｋ.ｎｊｏｕｒｎａｌ.ｓｄｕ.ｅｄｕ.ｃｎ

收稿日期:２０２３￣０７￣０７ꎻ 网络出版时间:２０２４￣１１￣２６ １０:１０:２１
基金项目:国家自然科学基金资助项目(１２０６１００７)ꎻ 菏泽学院博士基金资助项目(ＸＹ２３ＢＳ１２ꎬＸＹ２３ＢＳ４８)
第一作者:郝国亮(１９８０— )ꎬ男ꎬ教授ꎬ 博士ꎬ研究方向为组合图论. Ｅ￣ｍａｉｌ:ｇｕｏｌｉａｎｇ￣ｈａｏ＠ １６３.ｃｏｍ

　 文章编号:１６７１￣９３５２(２０２５)０８￣００５２￣０５　 　 　 ＤＯＩ:１０.６０４０ / ｊ.ｉｓｓｎ.１６７１￣９３５２.０.２０２３.３０１

图的全局罗马控制数与罗马控制数的关系
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摘要:利用图的阶、边数以及度等参数得到了全局罗马控制数与罗马控制数间一些新的不等式关系ꎮ
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０　 引言

基于不同的应用背景与实际背景ꎬ控制参数的种类不断增加ꎬ如双控制数[１]、全控制数[２]、意大利控制

数[３]、彩虹控制数[４]、配对控制数[５]等ꎮ 罗马控制作为控制问题中较为活跃的研究课题ꎬ引起了众多学者的

探讨ꎮ Ｃｏｃｋａｙｎｅ 等[６]正式给出了罗马控制的定义ꎻＭａｒｔｉｎｅｚ 等[７]刻画了罗马控制数等于完美罗马控制数的

字典积图ꎻＣｈｉｎ 等[８]刻画了罗马控制数最多为 ４ 的所有单位凯莱图ꎻＡｔａｐｏｕｒ 等[９]给出了罗马控制数的一个

衍生变量ꎬ即全局罗马控制数ꎬ并刻画了全局罗马控制数与罗马控制数的差为 １ 和 ２ 的树ꎻＡｈａｎｇａｒ[１０] 证明

了直径不小于 ７ 的连通图的全局罗马控制数等于罗马控制数ꎻＰｕｓｈｐａｍ 等[１１] 刻画了全局罗马控制数等于顶

点数的所有图ꎮ 本文主要对图的全局罗马控制数与罗马控制数间的关系进行更深一步的研究ꎮ

１　 预备知识

记 Ｇ＝(Ｖ(Ｇ)ꎬＥ(Ｇ))表示一个无向简单图ꎬ其中 Ｖ(Ｇ)和 Ｅ(Ｇ)分别表示 Ｇ 的顶点集和边集ꎬ称
Ｎ(ｖ)＝ ＮＧ(ｖ)＝ {ｕ∈Ｖ(Ｇ) ｜ ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)}和 Ｎ[ｖ] ＝ＮＧ[ｖ] ＝Ｎ(ｖ)∪{ｖ}分别为 Ｇ 中顶点 ｖ 的开邻域和闭邻

域ꎮ Ｇ 的非空顶点子集 Ｄ 的开邻域 Ｎ(Ｄ) ＝ ＮＧ(Ｄ) ＝ ∪
ｖ∈Ｄ

Ｎ(ｖ)ꎬ闭邻域 Ｎ[Ｄ] ＝ ＮＧ [Ｄ] ＝ Ｎ(Ｄ)∪Ｄꎮ 称
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ｄ(ｖ)＝ ｄＧ(ｖ)＝ ｜Ｎ(ｖ) ｜为 Ｇ 中顶点 ｖ 的度ꎬ 记 Δ 表示 Ｇ 中顶点的最大度ꎮ Ｇ 的补图 􀭺Ｇ 是指 Ｖ(Ｇ)＝ Ｖ(􀭺Ｇ)
且 ｕｖ∈Ｅ(􀭺Ｇ)当且仅当 ｕｖ∉Ｅ(Ｇ)的图ꎮ 独立集是指任意不相邻的顶点构成的集合ꎮ 无三角形图是指不含

长度为 ３ 的圈的图ꎮ
　 　 对于 ｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ若非空顶点子集 Ｄ⊆Ｎ[ ｖ]ꎬ则称 ｖ 控制 Ｄꎮ 若集合 Ａ⊆Ｎ[Ｄ]ꎬ则称 Ｄ 控制 Ａꎮ 若

Ｎ[Ｄ] ＝Ｖ(Ｇ)ꎬ则称 Ｄ 为 Ｇ 的控制集ꎻ若 Ｎ(Ｄ)＝ Ｖ(Ｇ)ꎬ则称 Ｄ 为 Ｇ 的全控制集ꎮ 图 Ｇ 的控制数 γ(Ｇ)和
全控制数 γｔ(Ｇ)分别指最小控制集和最小全控制集所含的顶点个数ꎮ

称函数 ｆ:Ｖ(Ｇ)→{０ꎬ１ꎬ２}为 Ｇ 的罗马控制函数ꎬ若赋值为 ０ 的顶点至少邻接一个赋值为 ２ 的顶点ꎮ 罗

马控制函数 ｆ 的权 ω( ｆ)＝ ∑
ｕ∈Ｖ(Ｇ)

ｆ(ｕ)ꎮ Ｇ 的罗马控制数 γＲ(Ｇ)指 Ｇ 的罗马控制函数的最小权ꎮ 权为γＲ(Ｇ)

的罗马控制函数称为 Ｇ 的 γＲ(Ｇ) ￣函数ꎮ 若 ｆ 是 Ｇ 和 􀭺Ｇ 的罗马控制函数ꎬ则称 ｆ 为 Ｇ 的全局罗马控制函数ꎮ
Ｇ 的全局罗马控制数 γｇＲ(Ｇ) 是指 Ｇ 的全局罗马控制函数的最小权ꎮ 设 Ｖ ｉ ＝ { ｖ∈Ｖ (Ｇ) ｜ ｆ( ｖ) ＝ ｉ}
( ｉ∈{０ꎬ１ꎬ２})ꎬ则记 ｆ＝(Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)ꎮ 若 ｆ＝(Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)是 Ｇ 的罗马控制函数且 Ｖ１∪Ｖ２ 的导出子图中没有

孤立点ꎬ则称 ｆ 为 Ｇ 的全罗马控制函数ꎮ Ｇ 的全罗马控制数 γｔＲ(Ｇ)是指 Ｇ 的全罗马控制函数的最小权ꎮ
引理 １[６] 　 设 ｆ＝(Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)是图 Ｇ 的一个 γＲ(Ｇ)￣函数ꎬ则 Ｖ１∩Ｎ[Ｖ２] ＝⌀ꎬ且对任意顶点 ｖ∈Ｖ０ꎬ ｜Ｖ１∩

Ｎ(ｖ) ｜≤２ꎮ
引理 ２[１２] 　 对任意图 ＧꎬγＲ(Ｇ)≤２γ(Ｇ)ꎮ
引理 ３[１３] 　 对任意不含孤立点的图 Ｇꎬ γＲ(Ｇ)≤γｔＲ(Ｇ)≤２γｔ(Ｇ)ꎮ

２　 主要结果

若 ｆ＝(Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)是 Ｇ 的一个 γＲ(Ｇ) ￣函数ꎬ则令集合 Ｕ＝{ｕ∈Ｖ０ ｜Ｖ２⊆Ｎ(ｕ)}ꎮ
命题 １　 设 ｆ＝(Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)是图 Ｇ 的一个 γＲ(Ｇ) ￣函数ꎬ若 γｇＲ(Ｇ)≠γＲ(Ｇ)ꎬ则 Ｕ≠⌀ꎮ
证明　 若 ｆ 是 􀭺Ｇ 的罗马控制函数ꎬ则 ｆ 是 Ｇ 的全局罗马控制函数ꎬ故 γＲ(Ｇ)≤γｇＲ(Ｇ)≤ω( ｆ)＝ γＲ(Ｇ)ꎬ

γｇＲ(Ｇ)＝ γＲ(Ｇ)与 γｇＲ(Ｇ)≠γＲ(Ｇ)矛盾ꎬ于是 ｆ ＝ (Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)不是图 􀭺Ｇ 的罗马控制函数ꎬ故 Ｖ２⊆ＮＧ(ｕ)ꎬ即
Ｕ≠⌀ꎮ

命题 ２　 若 ｆ ＝ (Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)是至少含有两个顶点的连通图 Ｇ 的一个 γＲ(Ｇ) ￣函数使得 ｜ Ｖ２ ｜ 最大ꎬ则
｜Ｖ１ ｜≤２ ｜Ｖ０ ｜ ꎮ

证明　 若 Ｖ１ 中存在 ｕ１、ｕ２ 使得ｕ１ｕ２∈Ｅ(Ｇ)ꎬ则 ｇ ＝ (Ｖ ｇ
０ ꎬＶ ｇ

１ ꎬＶ ｇ
２ )是 Ｇ 的罗马控制函数ꎬ其中 Ｖ ｇ

０ ＝Ｖ０∪
{ｕ１}ꎬ Ｖ ｇ

１ ＝Ｖ１－{ｕ１ꎬｕ２}且 Ｖ ｇ
２ ＝Ｖ２∪{ｕ２}ꎬ于是 ω(ｇ)＝ ｜ Ｖ ｇ

１ ｜ ＋２ ｜ Ｖ ｇ
２ ｜ ＝ ｜ Ｖ１－{ｕ１ꎬｕ２} ｜ ＋２ ｜ Ｖ２∪{ｕ２} ｜ ＝ ｜ Ｖ１ ｜ ＋

２ ｜Ｖ２ ｜ ＝ω( ｆ)＝ γＲ(Ｇ)ꎬ即 ｇ 也是一个 γＲ(Ｇ) ￣函数且 ｜ Ｖ ｇ
２ ｜ ＝ ｜ Ｖ２∪{ｕ２} ｜ ＝ ｜ Ｖ２ ｜ ＋１ꎬ与 ｆ 的选取矛盾ꎬ因此 Ｖ１

是独立集ꎮ 又因为 Ｇ 是连通图且由引理 １(１)知ꎬＶ１∩Ｎ[Ｖ２] ＝⌀ꎬ所以 Ｖ１⊆Ｎ(Ｖ０)ꎬ故 Ｖ１ ＝Ｖ１∩Ｎ(Ｖ０)ꎮ 此

外ꎬ由引理 １(２) 知ꎬ对任意 ｖ∈Ｖ０ꎬ ｜ Ｖ１ ∩Ｎ ( ｖ) ｜ ≤２ꎬ因此 ｜ Ｖ１ ｜ ＝ ｜ Ｖ１ ∩Ｎ (Ｖ０ ) ｜ ＝ Ｖ１∩ ∪
ｖ∈Ｖ０

Ｎ(ｖ) ＝

∪
ｖ∈Ｖ０

(Ｖ１∩Ｎ(ｖ)) ≤ ∑
ｖ∈Ｖ０

｜Ｖ１∩Ｎ(ｖ) ｜≤２ ｜Ｖ０ ｜ ꎮ

命题 ３　 设 ｆ＝(Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)是非空图 Ｇ 的一个 γＲ(Ｇ) ￣函数使得 ｜Ｖ２ ｜最大ꎬ则 Ｖ２≠⌀ꎮ
证明　 假设 Ｖ２ ＝⌀ꎬ由 γＲ(Ｇ) ￣函数的定义知ꎬＶ０ ＝⌀且 Ｖ１ ＝ Ｖ(Ｇ)ꎬ则 γＲ(Ｇ)＝ ω( ｆ)＝ ｜ Ｖ１ ｜ ＋２ ｜ Ｖ２ ｜ ＝

｜Ｖ(Ｇ) ｜ ꎮ 因为 Ｇ 是非空图ꎬ所以 Ｇ 中至少存在两个相邻顶点 ｖ１、ｖ２ꎬ易见 ｇ ＝ (Ｖ ｇ
０ ꎬＶ ｇ

１ ꎬＶ ｇ
２ )是 Ｇ 的罗马控制

函数ꎬ其中 Ｖ ｇ
０ ＝{ｖ１}ꎬ Ｖ ｇ

１ ＝Ｖ(Ｇ) －{ ｖ１ꎬｖ２}且 Ｖ ｇ
２ ＝ { ｖ２}ꎮ 于是 ω(ｇ) ＝ ｜ Ｖ ｇ

１ ｜ ＋２ ｜ Ｖ ｇ
２ ｜ ＝ ｜ Ｖ(Ｇ) －{ ｖ１ꎬｖ２} ｜ ＋

２ ｜ {ｖ２} ｜ ＝ ｜Ｖ(Ｇ) ｜ ＝γＲ(Ｇ)ꎬ故 ｇ 也是一个 γＲ(Ｇ) ￣函数且 ｜ Ｖ ｇ
２ ｜ ＝ ｜ {ｖ２} ｜ ＝ １ ＝ ｜ Ｖ２ ｜ ＋１ꎬ与 ｆ 的选取矛盾ꎬ因此

Ｖ２≠⌀ꎮ
定理 １　 设 ｆ＝(Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)是图 Ｇ 的一个 γＲ(Ｇ) ￣函数ꎬ若 γｇＲ(Ｇ)＝ γＲ(Ｇ)＋ｋꎬ其中 ｋ≥４ꎬ则
(１) 在 􀭺Ｇ 中至少需要「ｋ / ２⌉个顶点才能控制 Ｕ 且 Ｕ 是 Ｇ 的一个控制集ꎻ(２) γＲ(Ｇ)≤２ ｜Ｕ ｜ ꎮ
证明　 因为 γｇＲ(Ｇ)＝ γＲ(Ｇ)＋ｋ≥γＲ(Ｇ)＋４ꎬ所以由命题 １ 知ꎬＵ≠⌀ꎮ 在图 􀭺Ｇ 中ꎬ令 Ｇ 的顶点子集 Ｄ 控

制 Ｕꎬ则 ｇ 使得当 ｘ∈Ｄ 时ꎬｇ(ｘ)＝ ２ 且当 ｘ∉Ｄ 时ꎬｇ(ｘ)＝ ｆ(ｘ)是图 Ｇ 的全局罗马控制函数ꎬ故
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γＲ(Ｇ)＋ｋ＝γｇＲ(Ｇ)≤ω(ｇ)＝ (ω( ｆ)－∑
ｘ∈Ｄ

ｆ(ｘ) ) ＋∑
ｘ∈Ｄ

ｇ(ｘ)≤ω( ｆ)＋２ ｜Ｄ ｜ ＝γＲ(Ｇ)＋２ ｜Ｄ ｜ ꎬ

因此 ２ ｜Ｄ ｜≥ｋꎬ即整数 ｜Ｄ ｜≥「ｋ / ２⌉ꎮ 在 􀭺Ｇ 中ꎬ至少需要「ｋ / ２⌉个顶点才能控制 Ｕꎮ 又因为「ｋ / ２⌉≥２ꎬ所以在
􀭺Ｇ 中ꎬＶ(Ｇ)－Ｕ 中的每个顶点都不能控制 Ｕꎬ即 Ｖ(Ｇ) －Ｕ 中的每个顶点至少与 Ｕ 中的一个顶点不相邻ꎬ于
是在 Ｇ 中ꎬＶ(Ｇ)－Ｕ 中的每个顶点至少与 Ｕ 中的一个顶点相邻ꎬ故 Ｕ 是图 Ｇ 的一个控制集ꎬ即定理 １(１)成
立ꎬ由引理 ２ 知ꎬγＲ(Ｇ)≤２γ(Ｇ)≤２ ｜Ｕ ｜ ꎬ即定理 １(２)成立ꎮ

定理 ２　 设 ｆ＝(Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)是无三角形图 Ｇ 的一个 γＲ(Ｇ) ￣函数ꎬ若 γｇＲ(Ｇ)≠γＲ(Ｇ)ꎬ则 Ｖ２ 是独立集ꎮ
证明　 因为 γｇＲ(Ｇ)≠γＲ(Ｇ)ꎬ所以由命题 １ 知ꎬＵ≠⌀ꎮ 令 ｕ 是 Ｕ 中的一个顶点ꎬ则 Ｖ２⊆Ｎ(ｕ)ꎮ 若 Ｖ２

不是独立集ꎬ则 Ｖ２ 中一定存在两个顶点 ｖ１、ｖ２ 使得 ｖ１ｖ２∈Ｅ(Ｇ)ꎮ 因为{ｖ１ꎬｖ２}⊆Ｖ２⊆Ｎ(ｕ)ꎬ所以 ｖ１ｕ∈

Ｅ(Ｇ)、 ｖ２ｕ∈Ｅ(Ｇ)ꎬ因此 ｖ１ｖ２ｕｖ１ 是 Ｇ 中长为 ３ 的圈ꎬ与 Ｇ 是无三角形图矛盾ꎬ故 Ｖ２ 是独立集ꎮ
定理 ３　 设 Ｇ 是 ｎ 阶连通图且 γｇＲ(Ｇ)≥γＲ(Ｇ)＋５ꎬ则 ３γＲ(Ｇ)＋２γｔＲ(Ｇ)≤４Δ＋２ｎꎮ
证明　 设 ｆ＝(Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)是 γＲ(Ｇ)￣函数使得 ｜Ｖ２ ｜最大ꎮ 因为 γｇＲ(Ｇ)≥γＲ(Ｇ)＋５ꎬ所以由命题 １ 知ꎬＵ≠⌀ꎮ

令 ｕ 是 Ｕ 的一个顶点ꎬ则 Ｖ２⊆Ｎ(ｕ)ꎮ 令 Ｘ＝Ｎ(ｕ)∩Ｕꎮ 若 Ｘ 不是 Ｇ 的全控制集ꎬ则 Ｇ 中存在顶点 ｖ 使得

Ｘ∩Ｎ(ｖ)＝ ⌀ꎬ使得 ｇ(ｕ)＝ ｇ(ｖ)＝ ２ 且当 ｘ∈Ｖ(Ｇ)－{ｕꎬｖ}时ꎬｇ(ｘ)＝ ｆ(ｘ)是 Ｇ 的全局罗马控制函数ꎬ因此

γｇＲ(Ｇ)≤ω(ｇ)＝ (ω( ｆ)－ｆ(ｕ)－ｆ(ｖ))＋(ｇ(ｕ)＋ｇ(ｖ))≤ω( ｆ)＋４＝γＲ(Ｇ)＋４ꎬ
与 γｇＲ(Ｇ)≥γＲ(Ｇ)＋５ 矛盾ꎬ故 Ｘ 是图 Ｇ 的一个全控制集ꎮ 又因为 Ｘ＝Ｎ(ｕ)∩Ｕꎬ Ｕ⊆Ｖ０ 且 Ｖ２⊆Ｎ(ｕ)ꎬ所以

γｔ(Ｇ)≤｜Ｘ ｜ ＝ ｜Ｎ(ｕ)∩Ｕ ｜≤ ｜Ｎ(ｕ)∩Ｖ０ ｜ ＝ ｜Ｎ(ｕ)∩(Ｖ(Ｇ)－Ｖ２－Ｖ１) ｜
＝ ｜Ｎ(ｕ)－(Ｎ(ｕ)∩Ｖ２)－(Ｎ(ｕ)∩Ｖ１) ｜≤ ｜Ｎ(ｕ)－(Ｎ(ｕ)∩Ｖ２) ｜
＝ ｜Ｎ(ｕ) ｜ － ｜Ｎ(ｕ)∩Ｖ２ ｜ ＝ ｜Ｎ(ｕ) ｜ － ｜Ｖ２ ｜≤Δ－ ｜Ｖ２ ｜ ꎮ

又由引理 ３ 和命题 ２ 知ꎬγｔＲ(Ｇ)≤２γｔ(Ｇ)且 ｜Ｖ１ ｜≤２ ｜Ｖ０ ｜ ꎬ故
　 ３γＲ(Ｇ)＋２γｔＲ(Ｇ)≤３γＲ(Ｇ)＋４γｔ(Ｇ)
≤３ω( ｆ)＋４(Δ－ ｜Ｖ２ ｜ )＝ ３(２ ｜Ｖ２ ｜ ＋ ｜Ｖ１ ｜ )＋４Δ－４ ｜Ｖ２ ｜
＝ ４Δ＋２ ｜Ｖ２ ｜ ＋３ ｜Ｖ１ ｜≤４Δ＋２ ｜Ｖ２ ｜ ＋３ ｜Ｖ１ ｜ ＋(２ ｜Ｖ０ ｜ － ｜Ｖ１ ｜ )
＝ ４Δ＋２( ｜Ｖ２ ｜ ＋ ｜Ｖ１ ｜ ＋ ｜Ｖ０ ｜ )＝ ４Δ＋２ｎꎮ

定理 ４　 设 Ｇ 是一个非空图且 γＲ(Ｇ)≥３ꎬ则 γｇＲ(Ｇ)≤γＲ(Ｇ)＋２＋２ 「 ２Δ－２
γＲ(Ｇ)－２⌉ꎮ

证明　 因为 γＲ(Ｇ)≥３ꎬ所以「(２Δ－２) / (γＲ(Ｇ)－２)⌉≥０ꎮ 若 γｇＲ(Ｇ)＝ γＲ(Ｇ)ꎬ则结论成立ꎮ 设 γｇＲ(Ｇ)≠
γＲ(Ｇ)ꎬ令 ｆ＝(Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)是一个 γＲ(Ｇ) ￣函数使得 ｜Ｖ２ ｜最大ꎮ 由命题 １ 知ꎬＵ≠⌀ꎮ 令 ｕ 是 Ｕ 中的一个顶点

且 Ｘ＝Ｕ∩ＮＧ(ｕ)ꎮ 若 ｜Ｘ ｜ ＝ ０ꎬ则 ｇ(ｕ)＝ ２ 且当 ｘ∈Ｖ(Ｇ) －{ｕ}时ꎬｇ(ｘ)＝ ｆ(ｘ)是 Ｇ 的一个全局罗马控制函

数ꎬ于是

γｇＲ(Ｇ)≤ω(ｇ)＝ (ω( ｆ)－ｆ(ｕ))＋ｇ(ｕ)＝ (ω( ｆ)－０)＋２＝γＲ(Ｇ)＋２≤γＲ(Ｇ)＋２＋２「(２Δ－２) / (γＲ(Ｇ)－２)⌉ꎮ
设 ｜Ｘ ｜ >０ꎮ 因为 ｕ∈Ｕꎬ所以 Ｕ⊆Ｖ０ 且 Ｖ２⊆ＮＧ(ｕ)ꎮ 此外ꎬ ｆ＝(Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)是一个 γＲ(Ｇ) ￣函数使得 ｜Ｖ２ ｜最大ꎬ
所以由命题 ３ 知ꎬ ｜Ｖ２ ｜≥１ꎬ于是

｜Ｘ ｜ ＝ ｜Ｕ∩ＮＧ(ｕ) ｜≤ ｜Ｖ０∩ＮＧ(ｕ) ｜ ＝ ｜ (Ｖ(Ｇ)－Ｖ２－Ｖ１)∩ＮＧ(ｕ) ｜
＝ ｜ＮＧ(ｕ) ｜ － ｜Ｖ２∩ＮＧ(ｕ) ｜ － ｜Ｖ１∩ＮＧ(ｕ) ｜
＝ ｜ＮＧ(ｕ) ｜ － ｜Ｖ２ ｜ － ｜Ｖ１∩ＮＧ(ｕ) ｜
≤ ｜ＮＧ(ｕ) ｜ － ｜Ｖ２ ｜≤Δ－１ꎮ (１)

γＲ(Ｇ)≥３ꎬ由引理 ２ 知ꎬγ(Ｇ)≥「γＲ(Ｇ) / ２⌉≥「３ / ２⌉ ＝ ２ꎮ 首先按照下面的方法得到非空子集 Ｘ１ꎬＸ２ꎬ􀆺ꎬＸ ｔ:
(ａ) 若 ｜Ｘ ｜≤γ(Ｇ)－１ꎬ则令 ｔ＝ １ 且 Ｘ ｔ ＝Ｘꎬ若 ｜Ｘ ｜ >γ(Ｇ)－１ꎬ则令 Ａ１ ＝Ｘꎻ
(ｂ) 若 ｜Ａ ｉ ｜ >γ(Ｇ)－１ꎬ则设 Ｘ ｉ 是 Ａ ｉ 的子集使得 ｜Ｘ ｉ ｜ ＝γ(Ｇ)－１ 且令 Ａ ｉ＋１ ＝Ａ ｉ－Ｘ ｉꎻ
(ｃ) 若 ｜Ａ ｉ＋１ ｜≤γ(Ｇ)－１ꎬ则置 ｔ＝ ｉ＋１ 且令 Ｘ ｔ ＝Ａ ｉ＋１ꎬ否则ꎬ用 ｉ＋１ 代替 ｉꎬ并转入方法(ｂ)ꎮ
因为对任意 １≤ｊ≤ｔꎬ有 ｜Ｘ ｊ ｜≤γ(Ｇ)－１ 成立ꎬ所以 Ｘ ｊ 不是图 Ｇ 的控制集ꎬ因此 Ｖ(Ｇ)－Ｘ ｊ 中一定存在某

个 ｘｊ 使得 ｜Ｘ ｊ∩ＮＧ(ｘｊ) ｜ ＝ ０ꎬ于是 Ｘ ｊ⊆Ｎ􀭺Ｇ(ｘｊ)ꎮ 令 Ｂ＝∪
ｔ

ｊ＝１
{ｘｊ}ꎬ则 ｜Ｂ ｜≤ｔ＝「 ｜Ｘ ｜ / (γ(Ｇ)－１)⌉ꎮ 当 ｘ∈Ｂ∪{ｕ}

时ꎬｇ(ｘ)＝ ２ 且当 ｘ∉Ｂ∪{ｕ}时ꎬｇ(ｘ)＝ ｆ(ｘ)是 Ｇ 的全局罗马控制函数ꎬ故由式(１)及引理 ２ 知
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γｇＲ(Ｇ)≤ (ω( ｆ)－ ∑
ｘ∈Ｂ∪{ｕ}

ｆ(ｘ) ) ＋ ∑
ｘ∈Ｂ∪{ｕ}

ｇ(ｘ)

≤ω( ｆ)＋２ ｜Ｂ∪{ｕ} ｜ ＝ω( ｆ)＋２＋２ ｜Ｂ ｜
≤γＲ(Ｇ)＋２＋２「 ｜Ｘ ｜ / (γ(Ｇ)－１)⌉
≤γＲ(Ｇ)＋２＋２「(Δ－１) / (γＲ(Ｇ) / ２－１)⌉
＝γＲ(Ｇ)＋２＋２「(２Δ－２) / (γＲ(Ｇ)－２)⌉ꎮ

定理 ５　 对任意图 ＧꎬγｇＲ(Ｇ)≤γＲ(Ｇ)＋γＲ(􀭺Ｇ)ꎮ
证明　 设 ｆ ＝ (Ｖ ｆ

０ꎬＶ ｆ
１ꎬＶ ｆ

２ )和 ｇ ＝ (Ｖ ｇ
０ ꎬＶ ｇ

１ ꎬＶ ｇ
２ )分别是 γＲ(Ｇ) ￣函数和 γＲ( 􀭺Ｇ) ￣函数ꎬ当 ｘ∈Ｖ ｆ

０ ∩Ｖ ｇ
０ 时ꎬ

ｈ(ｘ)＝ ０ꎻ当 ｘ∈(Ｖ ｆ
０∩Ｖ ｇ

１ )∪(Ｖ ｆ
１∩Ｖ ｇ

０ )∪(Ｖ ｆ
１∩Ｖ ｇ

１ )时ꎬｈ(ｘ)＝ １ 且当 ｘ∈Ｖ ｆ
２∪Ｖ ｇ

２ 时ꎬｈ(ｘ)＝ ２ 是 Ｇ 的全局罗

马控制函数ꎬ于是

γｇＲ(Ｇ)≤｜ (Ｖ ｆ
０∩Ｖ ｇ

１ )∪(Ｖ ｆ
１∩Ｖ ｇ

０ )∪(Ｖ ｆ
１∩Ｖ ｇ

１ ) ｜ ＋２ ｜Ｖ ｆ
２∪Ｖ ｇ

２ ｜
≤ ｜Ｖ ｆ

０∩Ｖ ｇ
１ ｜ ＋( ｜Ｖ ｆ

１∩Ｖ ｇ
０ ｜ ＋ ｜Ｖ ｆ

１∩Ｖ ｇ
１ ｜ )＋２( ｜Ｖ ｆ

２ ｜ ＋ ｜Ｖ ｇ
２ ｜ )

≤ ｜Ｖ ｇ
１ ｜ ＋( ｜Ｖ ｆ

１∩Ｖ ｇ
０ ｜ ＋ ｜Ｖ ｆ

１∩Ｖ ｇ
１ ｜ ＋ ｜Ｖ ｆ

１∩Ｖ ｇ
２ ｜ )＋２( ｜Ｖ ｆ

２ ｜ ＋ ｜Ｖ ｇ
２ ｜ )

＝ ｜Ｖ ｇ
１ ｜ ＋ ｜Ｖ ｆ

１∩(Ｖ ｇ
０∪Ｖ ｇ

１∪Ｖ ｇ
２ ) ｜ ＋２( ｜Ｖ ｆ

２ ｜ ＋ ｜Ｖ ｇ
２ ｜ )

＝ ｜Ｖ ｇ
１ ｜ ＋ ｜Ｖ ｆ

１ ｜ ＋２( ｜Ｖ ｆ
２ ｜ ＋ ｜Ｖ ｇ

２ ｜ )
＝ ( ｜Ｖ ｆ

１ ｜ ＋２ ｜Ｖ ｆ
２ ｜ )＋( ｜Ｖ ｇ

１ ｜ ＋２ ｜Ｖ ｇ
２ ｜ )

＝ ω( ｆ)＋ω(ｇ)＝ γＲ(Ｇ)＋γＲ(􀭺Ｇ)ꎮ
定理 ６　 设 ｆ＝(Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)是图 Ｇ 的一个 γＲ(Ｇ) ￣函数使得 ３≤γＲ(Ｇ)≤γＲ(􀭺Ｇ)且设 ｖ 是 Ｖ２ 中的一个顶

点ꎬ则

γｇＲ(Ｇ)≤γＲ(􀭺Ｇ)＋「 １６ｄ(ｖ)＋１ ＋３
２ ⌉ꎮ

证明　 若 γＲ (Ｇ) < 「( １６ｄ(ｖ)＋１ ＋ ３) / ２ ⌉ꎬ则由定理 ５ 知 γｇＲ (Ｇ) ≤ γＲ ( 􀭺Ｇ) ＋ γＲ (Ｇ) < γＲ ( 􀭺Ｇ) ＋

「( １６ｄ(ｖ)＋１ ＋３) / ２⌉ꎻ若 γｇＲ(Ｇ)＝ γＲ(Ｇ)ꎬ则 γｇＲ(Ｇ)＝ γＲ(Ｇ)≤γＲ(􀭺Ｇ)<γＲ(􀭺Ｇ)＋「( １６ｄ(ｖ)＋１ ＋３) / ２⌉ꎬ故

只考虑 γＲ(Ｇ)≥「( １６ｄ(ｖ)＋１ ＋３) / ２⌉且 γｇＲ(Ｇ)≠γＲ(Ｇ)的情况即可ꎮ 由命题 １ 知ꎬＵ≠⌀ꎮ 因为ｖ∈Ｖ２ꎬ
所以 Ｕ⊆ＮＧ(ｖ)ꎬ于是

ｄ(ｖ)＝ ｜ＮＧ(ｖ) ｜≥ ｜Ｕ ｜≥１ꎮ (２)
由引理 ２ 知ꎬ整数 γ(Ｇ)≥「γＲ(Ｇ) / ２⌉≥２ꎮ 按照类似于定理 ４ 中的方法得到 Ｕ 的非空子集 Ｕ１ꎬＵ２ꎬ􀆺ꎬＵｔ:
(ⅰ) 若 ｜Ｕ ｜≤γ(Ｇ)－１ꎬ则令 ｔ＝ １ 且 Ｕｔ ＝Ｕꎬ若 ｜Ｕ ｜ >γ(Ｇ)－１ꎬ则令 Ａ１ ＝Ｕꎻ
(ⅱ) 若 ｜Ａ ｉ ｜ >γ(Ｇ)－１ꎬ则设 Ｕｉ 是 Ａ ｉ 的子集使得 ｜Ｕｉ ｜ ＝γ(Ｇ)－１ 且令 Ａ ｉ＋１ ＝Ａ ｉ－Ｕｉꎻ
(ⅲ) 若 ｜Ａ ｉ＋１ ｜≤γ(Ｇ)－１ꎬ则置 ｔ＝ ｉ＋１ 且令 Ｕｔ ＝Ａ ｉ＋１ꎬ否则ꎬ用 ｉ＋１ 代替 ｉꎬ并转入方法(ⅱ)ꎮ
由于 ｜Ｕｊ ｜≤γ(Ｇ)－１(１≤ｊ≤ｔ)ꎬ则 Ｕｊ 不是 Ｇ 的控制集ꎬ于是 Ｖ(Ｇ)－Ｕｊ 中存在某个 ｘｊ 使得 ｜Ｕｊ∩ＮＧ(ｘｊ) ｜ ＝０ꎬ

故 Ｕｊ⊆Ｎ􀭺Ｇ(ｘｊ)ꎮ 令 Ｘ＝∪
ｔ

ｊ＝１
{ｘｊ}ꎬ则 ｜ Ｘ ｜ ≤ｔ ＝ 「 ｜Ｕ ｜ / (γ(Ｇ) －１)⌉ꎬ当 ｘ∈Ｘ 时ꎬｇ(ｘ)＝ ２ 且当 ｘ∉Ｘ 时ꎬｇ(ｘ)＝

ｆ(ｘ)是 Ｇ 的全局罗马控制函数ꎮ 又因为 γＲ(􀭺Ｇ)≥γＲ(Ｇ)≥「( １６ｄ(ｖ)＋１ ＋３) / ２⌉ꎬ所以由式(２)及引理 ２ 知

γｇＲ(Ｇ)≤ (ω( ｆ)－∑
ｘ∈Ｘ

ｆ(ｘ) ) ＋∑
ｘ∈Ｘ

ｇ(ｘ)≤ω( ｆ)＋２ ｜Ｘ ｜

≤γＲ(Ｇ)＋２「 ｜Ｕ ｜ / (γ(Ｇ)－１)⌉≤γＲ(􀭺Ｇ)＋２「ｄ(ｖ) / (γＲ(Ｇ) / ２－１)⌉
≤γＲ(􀭺Ｇ)＋「４ｄ(ｖ) / (γＲ(Ｇ)－２)⌉＋１

≤γＲ(􀭺Ｇ)＋「４ｄ(ｖ) / (「( １６ｄ(ｖ)＋１ ＋３) / ２⌉－２)⌉＋１
＝γＲ(􀭺Ｇ)＋「８ｄ(ｖ) / ( １６ｄ(ｖ)＋１ －１)⌉＋１
＝γＲ(􀭺Ｇ)＋「( １６ｄ(ｖ)＋１ ＋３) / ２⌉ꎮ

定理 ７　 设 Ｇ 是一个 ｎ 阶连通图ꎬ若 ｎ≥３Δ２＋２ꎬ则 γｇＲ(Ｇ)＝ γＲ(Ｇ)ꎮ
证明　 假设 γｇＲ(Ｇ)≠γＲ(Ｇ)ꎮ 令 ｆ＝(Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)是 Ｇ 的一个 γＲ(Ｇ) ￣函数使得 ｜Ｖ２ ｜最大ꎮ 由命题 １ 知ꎬ

Ｕ≠⌀ꎮ 令 ｕ 是 Ｕ 中的顶点ꎬ则 Ｕ⊆Ｖ０ 且 Ｖ２⊆Ｎ(ｕ)ꎬ因此 ｜Ｖ２ ｜≤ ｜Ｎ(ｕ) ｜≤Δ 且 Ｖ２ 中的每个顶点至多与Ｖ０－
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Ｎ[ｕ]中的 Δ－１ 个顶点相邻ꎮ 因为 Ｖ２ 控制 Ｖ０ꎬ所以 ｜ Ｖ０ －Ｎ[ｕ] ｜ ≤ ｜ Ｖ２ ｜ (Δ－１)≤Δ(Δ－１)ꎮ 注意到 Ｖ２⊆
Ｎ[ｕ]ꎬ故

ｎ ＝ ｜Ｖ(Ｇ)－Ｎ[ｕ] ｜ ＋ ｜Ｎ[ｕ] ｜ ＝ ｜ (Ｖ２∪Ｖ１∪Ｖ０)－Ｎ[ｕ] ｜ ＋ ｜Ｎ[ｕ] ｜
＝ ｜Ｖ２－Ｎ[ｕ] ｜ ＋ ｜Ｖ１－Ｎ[ｕ] ｜ ＋ ｜Ｖ０－Ｎ[ｕ] ｜ ＋ ｜Ｎ[ｕ] ｜
＝ ｜Ｖ１－Ｎ[ｕ] ｜ ＋ ｜Ｖ０－Ｎ[ｕ] ｜ ＋ ｜Ｎ[ｕ] ｜
≤ ｜Ｖ１ ｜ ＋Δ(Δ－１)＋(Δ＋１)＝ ｜Ｖ１ ｜ ＋Δ２＋１ꎮ (３)

因为 Ｖ２ 控制 Ｖ０ 且 ｜Ｖ２ ｜≤Δꎬ所以 ｜Ｖ０ ｜≤Δ ｜Ｖ２ ｜≤Δ２ꎬ由命题 ２ 知ꎬ ｜Ｖ１ ｜≤２ ｜Ｖ０ ｜≤２Δ２ꎬ由式(３)知
ｎ≤｜Ｖ１ ｜ ＋Δ２＋１≤２Δ２＋Δ２＋１＝ ３Δ２＋１ꎬ

与 ｎ≥３Δ２＋２ 矛盾ꎬ因此 γｇＲ(Ｇ)＝ γＲ(Ｇ)ꎮ

定理 ８　 设 Ｇ 是一个连通图且 γｇＲ(Ｇ)≥γＲ(Ｇ)＋４ꎬ则 γＲ(Ｇ)≤２ ｍ(Δ＋１) ꎬ其中 ｍ＝ ｜Ｅ(Ｇ) ｜ ꎮ
证明　 设 ｆ＝(Ｖ０ꎬＶ１ꎬＶ２)是 Ｇ 的一个 γＲ(Ｇ) ￣函数使得 ｜Ｖ２ ｜最大ꎮ 因为 Ｖ２ 控制 Ｖ０ꎬ所以 ｜ Ｖ０ ｜ ≤Δ ｜ Ｖ２ ｜ ꎬ

由命题 ２ 知ꎬ ｜Ｖ１ ｜≤２ ｜Ｖ０ ｜≤２Δ ｜Ｖ２ ｜ ꎬ因此 ｜Ｖ２ ｜ ＝(２Δ ｜Ｖ２ ｜ ＋２ ｜Ｖ２ ｜ ) / (２Δ＋２)≥ω(ｆ) / (２Δ＋２)＝ γＲ(Ｇ) / (２Δ＋２)ꎮ
γｇＲ(Ｇ)≥γＲ(Ｇ)＋４ꎬ由定理 １(２)知ꎬ ｜Ｕ ｜ ≥γＲ(Ｇ) / ２ꎬ故 ｍ ＝ ｜ Ｅ(Ｇ) ｜ ≥ ｜Ｕ ｜􀅰｜ Ｖ２ ｜ ≥(γＲ(Ｇ) / ２)􀅰(γＲ(Ｇ) /

(２Δ＋２))＝ γ２
Ｒ(Ｇ) / (４Δ＋４)ꎬ因此 γＲ(Ｇ)≤２ ｍ(Δ＋１) ꎮ
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