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摘要:主要证明几类代数具有零 Ｌｉｅ 乘积确定性质ꎮ 首先ꎬ给出零乘积确定性质的一些等价刻画并给出一个应用ꎻ其次ꎬ证明

三角 ＵＨＦ 代数ꎬ可数维局部矩阵代数以及由 Ｊ ￣子空间格中的有限秩算子构成的代数都具有零 Ｌｉｅ 乘积确定性质ꎻ此外ꎬ还进

一步研究在一些映射下代数零乘积确定性质的保持问题ꎬ并给出一些反例ꎮ
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０　 引言

在本文中ꎬＨ 表示复的可分的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬＢ(Ｈ )表示作用在 Ｈ 上的所有有界线性算子构成的代数ꎬ
Ｆ(Ｈ )表示 Ｂ(Ｈ )中所有有限秩算子构成的代数ꎮ

零乘积确定代数的概念主要来自文献[１￣２]ꎮ 在过去几十年中ꎬ该性质得到了深入的研究ꎬ这一性质被

广泛应用于代数和分析问题ꎬ特别是用于解决与导子和同态相关的问题ꎮ 该性质也常被应用于研究保持问

题ꎬ更多细节参考文献[３]ꎮ 当代数为 Ｌｉｅ 代数时ꎬ同样可以研究其零 Ｌｉｅ 乘积确定性质ꎮ 本文将证明一些

代数是零(Ｌｉｅ)乘积确定的ꎮ
令 Ｌ 表示由 Ｈ 中的闭子空间构成的集族并且包含(０)和 Ｈꎬ如果对于 Ｌ 中的任意集族{Ｓｒ}ꎬ∩Ｓｒ 和

∨Ｓｒ 都属于 Ｌꎬ其中∨表示{Ｓｒ}的闭的线性生成ꎬ则称 Ｌ 为 Ｈ 上的子空间格ꎮ 如果 Ｌ 是子空间格ꎬ令
Ａｌｇ Ｌ表示 Ｂ(Ｈ )中使 Ｌ 中的每个闭子空间都不变的算子构成的代数ꎮ

本文首先得到了 Ｂａｎａｃｈ 代数是零乘积确定的的一些等价刻画(命题 ２)ꎮ 通过刻画代数的左乘子来研

究该代数是否是零乘积确定的ꎬ并证明了当代数是零乘积确定时ꎬ与该代数上的导子和同态相关的图代数也
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具有零乘积确定性质ꎮ 给出一些关于零乘积确定性质的反例ꎮ 其次利用统一的方法来证明一些代数是零

Ｌｉｅ 乘积确定的ꎬ比如三角一致超有限代数、可数维局部矩阵代数以及 Ｊ￣子空间格代数中的有限秩算子构成

的代数ꎮ

１　 零乘积确定的代数

定义 １[３] 　 称结合(Ｂａｎａｃｈ)代数 Ａ 是零乘积确定的ꎬ如果对 Ａ 上满足对任意 ｘꎬｙ∈Ａꎬ当 ｘｙ ＝ ０ 时ꎬ
ϕ(ｘꎬｙ)＝ ０(连续)的双线性泛函 ϕ 都存在Ａ 上(连续)的线性泛函 τꎬ使得对任意 ｘꎬｙ∈Ａꎬ有 ϕ(ｘꎬｙ)＝ τ(ｘｙ)ꎮ

下面的结论给出了上述定义的等价描述ꎬ并且在下文的证明中将经常使用该等价定义ꎮ
命题 １[３] 　 假设 Ａ 是有单位元的(Ｂａｎａｃｈ)代数ꎬ则下列结论等价:
(ⅰ) Ａ 是零乘积确定的ꎮ
(ⅱ) 对任意向量(赋范)空间 Ｘꎬ如果(连续)双线性映射 ϕ:Ａ ×Ａ→Ｘ 满足当 ｘꎬｙ∈Ａꎬ ｘｙ ＝ ０ 时有

ϕ(ｘꎬｙ)＝ ０ꎬ则 ϕ(ｘꎬｙｚ)＝ ϕ(ｘｙꎬｚ)ꎬ其中 ｘꎬｙꎬｚ∈Ａꎮ

(ⅲ) 如果(连续)双线性泛函 ϕ:Ａ ×Ａ→Ｃ 满足当 ｘꎬｙ∈Ａꎬ ｘｙ＝ ０ 时有 ϕ(ｘꎬｙ)＝ ０ꎬ则
ϕ(ｘꎬｙｚ)＝ ϕ(ｘｙꎬｚ)ꎬ

其中 ｘꎬｙꎬｚ∈Ａꎮ
定义 ２　 假设 Ａ 是 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎬＭ 是 Ｂａｎａｃｈ Ａ￣双模ꎬδ 是从 Ａ 到 Ｍ 的连续的线性映射ꎬ如果对任

意 ｘꎬｙ∈Ａꎬ δ(ｘｙ)＝ δ(ｘ) ｙ＋ｘδ(ｙ)ꎬ则称 δ 为导子ꎮ 如果对任意 ｘ∈Ａꎬ存在从 Ａ 到 Ｍ 的导子 δｘ 使得

δ(ｘ)＝ δｘ(ｘ)ꎬ则称 δ 为局部导子ꎮ
定义 ３　 假设 Ａ 是 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎬＭ 是 Ｂａｎａｃｈ Ａ￣双模ꎬＶ 是从 Ａ 到 Ｍ 的线性映射ꎬ如果对任意

ａꎬｂ∈Ａꎬ Ｖ(ａｂ)＝ Ｖ(ａ)ｂ(Ｖ(ａｂ)＝ ａＶ(ｂ))ꎬ则称 Ｖ 为左(右)乘子ꎮ 如果对任意 ａ∈Ａꎬ存在从 Ａ 到 Ｍ 的

左(右)乘子使得 Ｖ(ａ)＝ Ｖａ(ａ)ꎬ则称为 Ｖ 为局部左(右)乘子ꎮ
定义 ４　 假设 Ａ 是 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎬＭ 是 Ｂａｎａｃｈ Ａ￣双模ꎬ如果对任意 ｍ∈Ｍꎬ Ａ􀅰ｍ ＝ {０}⇒ｍ ＝ ０ 和

ｍ􀅰Ａ＝{０}⇒ｍ＝ ０ꎬ则称 Ｍ 为分离的 Ｂａｎａｃｈ Ａ￣双模ꎮ
在下面的命题中ꎬ由(ⅱ)推出(ⅲ)的证明出自文献[４]ꎬ为了结论的完整性ꎬ在此给出证明细节ꎮ
命题 ２　 假设 Ａ 是具有有界渐近单位的 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎮ 则下列结论等价:
(ⅰ) 如果 ｆ 是从 Ａ 到对偶空间 Ａ∗的连续线性映射ꎬ并且满足

ａｂ＝ ０⇒ｆ(ａ)􀅰ｂ＝ ０ꎬ
则 ｆ 是左乘子ꎮ

(ⅱ) Ａ 是零乘积确定的ꎮ
(ⅲ) 假设 Ｍ 是分离的 Ｂａｎａｃｈ Ａ￣双模ꎬ如果 ｆ 是从 Ａ 到 Ｍ 的连续线性映射ꎬ并且满足

ａｂ＝ ０⇒ｆ(ａ)􀅰ｂ＝ ０ꎬ
则 ｆ 是左乘子ꎮ

证明　 (ⅰ)⇒(ⅱ)假设 φ 是从 Ａ ×Ａ 到 Ｃ 的连续双线性泛函ꎬ并且满足当 ｘｙ＝ ０ 时ꎬφ(ｘꎬｙ)＝ ０ꎮ 令 ｆ
为从 Ａ 到 Ａ∗的连续线性映射ꎬ对于任意 ａꎬｃ∈Ａꎬ定义

ｆ(ａ)(ｃ)＝ φ(ａꎬｃ)ꎬ
由于 φ 是连续的双线性泛函ꎬ因此 ｆ(ａ)∈Ａ∗ꎮ

如果 ａｂ＝ ０ꎬ则对任意 ｃ∈Ａꎬ有
( ｆ(ａ)􀅰ｂ)(ｃ)＝ ｆ(ａ)(ｂｃ)＝ φ(ａꎬｂｃ)＝ ０ꎬ

因此 ｆ(ａ)􀅰ｂ＝ ０ꎮ 根据假设ꎬ ｆ 是左乘子ꎬ即对任意 ａꎬｂ∈Ａꎬ ｆ(ａｂ)＝ ｆ(ａ)􀅰ｂꎮ 根据 ｆ 的定义ꎬ对任意 ａꎬｂꎬｃ∈
Ａꎬ有

φ(ａꎬｂｃ)＝ ( ｆ(ａ)􀅰ｂ)(ｃ)＝ ｆ(ａｂ)(ｃ)＝ φ(ａｂꎬｃ)ꎬ
因此ꎬＡ 是零乘积确定ꎮ
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(ⅱ)⇒(ⅲ)令 ｆ 是从 Ａ 到 Ｍ 的连续线性映射ꎬ满足对任意 ａꎬｂ∈Ａꎬ当 ａｂ＝ ０ 时ꎬ ｆ(ａ)􀅰ｂ＝ ０ꎮ 定义从

Ａ×Ａ 到 Ｍ 的连续的双线性映射 ϕ 为

ϕ:Ａ ×Ａ→Ｍꎬ　 (ａꎬｂ) ｜→ ｆ(ａｂ)－ｆ(ａ)􀅰ｂꎬ
并且当 ａｂ＝ ０ 时ꎬϕ(ａꎬｂ)＝ ０ꎮ

因为 Ａ 是零乘积确定的ꎬ对任意 ａꎬｂꎬｃ∈Ａꎬ
ϕ(ａｂꎬｃ)＝ ϕ(ａꎬｂｃ)ꎬ

即

ｆ(ａｂｃ)－ｆ(ａｂ)􀅰ｃ＝ ｆ(ａｂｃ)－ｆ(ａ)􀅰ｂｃꎬ
所以ꎬ对任意 ａꎬｂꎬｃ∈Ａꎬ

ｆ(ａｂ)􀅰ｃ＝ ｆ(ａ)􀅰ｂｃꎬ
即

( ｆ(ａｂ)－ｆ(ａ)􀅰ｂ)􀅰ｃ＝ ０ꎮ
因为 Ｍ 是分离的 Ｂａｎａｃｈ Ａ￣双模ꎬ所以对任意 ａꎬｂ∈Ａꎬ

ｆ(ａｂ)＝ ｆ(ａ)􀅰ｂꎮ
(ⅲ)⇒(ⅰ)这是显然的ꎮ
注 １　 命题 ２ 可以用来弱化一些已有结论的条件ꎮ 例如ꎬ在文献[５ꎬ命题 ３.２]中ꎬ具有单位元的Ｂａｎａｃｈ

代数 Ａ 需要满足以下 ２ 个条件:
(ⅰ) 对任意单位的 Ｂａｎａｃｈ Ａ￣双模 Ｘꎬ有界算子 Ｄ:Ａ→Ｘ 是左乘子的充要条件是 ａｂ＝ ０⇒Ｄ(ａ)ｂ＝ ０ꎮ
(ⅱ) 对任意单位的 Ｂａｎａｃｈ Ａ 双模 Ｘꎬ有界算子 Ｄ:Ａ→Ｘ 满足:对任意 ａ０ꎬａ１ꎬａ２∈Ａꎬ ａ０ａ１ ＝ ａ１ａ２ ＝

０⇒ａ０Ｄ(ａ１)ａ２ ＝ ０ 当且仅当对任意 ａꎬｂꎬｃ∈Ａꎬ Ｄ(ａｃｂ)－ａＤ(ｃｂ)－Ｄ(ａｃ)ｂ＋ａＤ(ｃ)ｂ＝ ０ꎮ
然而ꎬ如果代数 Ａ 满足条件(ⅰ)ꎬ根据命题 ２ꎬ则 Ａ 是零乘积确定的ꎬ然后根据文献[３ꎬ引理 ８.１１]ꎬ可

得条件(ⅱ)自动成立ꎬ因此文献[５ꎬ命题 ３.２]的结论只需要 Ａ 满足(ⅰ)ꎮ
下面给出在一些映射下代数的零乘积确定性质是保持的ꎮ
命题 ３　 假设 Ａ 是有单位元的代数ꎬ对任意 ａꎬｂ∈Ａꎬ定义 ａ 􀳱ｂ＝ϕ(ａ)ｂꎬ其中 ϕ 是 Ａ 上的非零可乘线

性泛函ꎬ则 Ａ 在乘法 􀳱下是零乘积确定的代数ꎮ
证明　 令 φ 是从 Ａ ×Ａ 到 Ｃ 的双线性泛函ꎬ并且满足当 ａ 􀳱ｂ＝ ０ 时ꎬ有 φ(ａꎬｂ)＝ ０ꎮ 由于对任意 ａꎬｂ∈

Ａꎬ有 φ(ａ－ϕ(ａ)１ꎬｂ)＝ ０ꎬ即
φ(ａꎬｂ)＝ ϕ(ａ)φ(１ꎬｂ)ꎬ (１)

根据式(１)ꎬ有
φ(ａ 􀳱ｂꎬｃ)＝ ϕ(ａ 􀳱ｂ)φ(１ꎬｃ)

＝ ϕ(ａ)ϕ(ｂ)φ(１ꎬｃ)
＝ ϕ(ａ)φ(１ꎬϕ(ｂ)ｃ)
＝ ϕ(ａ)φ(１ꎬｂ 􀳱ｃ)
＝ φ(ａꎬｂ 􀳱ｃ)ꎬ

因此ꎬＡ 是零乘积确定的ꎮ
如果 Ａ 和 Ｂ 是 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎬφ 是从 Ａ 到 Ｂ 的有界同态ꎬ则 φ 的图ꎬＧ (φ)＝ {(ａꎬφ(ａ)):ａ∈Ａ}ꎬ在

下列范数与运算下构成 Ｂａｎａｃｈ 代数:对任意 ａꎬｂ∈Ａꎬ
‖(ａꎬφ(ａ))‖１ ＝‖ａ‖Ａ＋‖φ(ａ)‖Ｂꎬ
(ａꎬφ(ａ))＋(ｂꎬφ(ｂ))＝ (ａ＋ｂꎬφ(ａ＋ｂ))ꎬ

(ａꎬφ(ａ))(ｂꎬφ(ｂ))＝ (ａｂꎬφ(ａ)φ(ｂ))＝ (ａｂꎬφ(ａｂ))ꎮ
命题 ４　 如果 Ａ 和 Ｂ 是 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎬ且 Ａ 是具有有界渐近单位的零乘积确定代数ꎬ令 φ 是从 Ａ 到

Ｂ 的有界同态ꎬ则 Ｇ (φ)＝ {(ａꎬφ(ａ)):ａ∈Ａ}是零乘积确定的 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎮ
证明　 如果{ｅｉ}是 Ａ 的有界渐近单位ꎬ则{(ｅｉꎬφ(ｅｉ))}是 Ｇ (φ)的有界渐近单位ꎮ
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假设 ϕ:Ｇ (φ) ×Ｇ (φ)→Ｃ 是连续双线性泛函ꎬ并且对任意 ａꎬｂ∈Ａꎬ当(ａꎬφ(ａ)) (ｂꎬφ(ｂ))＝ ０ 时ꎬ
ϕ((ａꎬφ(ａ))ꎬ(ｂꎬφ(ｂ)))＝ ０ꎮ

显然ꎬ(ａꎬφ(ａ))(ｂꎬφ(ｂ))＝ ０ 当且仅当 ａｂ ＝ ０ꎬ因此可以定义从 Ａ×Ａ 到 Ｃ 的泛函 Φꎬ使得对任意

ａꎬｂ∈Ａꎬ
Φ(ａꎬｂ)＝ ϕ((ａꎬφ(ａ))ꎬ(ｂꎬφ(ｂ)))ꎬ

因此ꎬΦ 是有界的双线性泛函ꎬ并且对任意 ａꎬｂ∈Ａꎬ当 ａｂ＝ ０ 时ꎬΦ(ａꎬｂ)＝ ０ꎮ 因为 Ａ 是零乘积确定的ꎬ所
以对任意 ａꎬｂꎬｃ∈Ａꎬ

Φ(ａｂꎬｃ)＝ Φ(ａꎬｂｃ)ꎬ
即

ϕ((ａｂꎬφ(ａｂ))ꎬ(ｃꎬφ(ｃ)))＝ ϕ((ａꎬφ(ａ))ꎬ(ｂｃꎬφ(ｂｃ)))ꎬ
展开上面的等式ꎬ可得

ϕ((ａꎬφ(ａ))(ｂꎬφ(ｂ))ꎬ(ｃꎬφ(ｃ)))＝ ϕ((ａｂꎬφ(ａｂ))ꎬ(ｃꎬφ(ｃ)))
＝ ϕ((ａꎬφ(ａ))ꎬ(ｂｃꎬφ(ｂｃ)))
＝ ϕ((ａꎬφ(ａ))ꎬ(ｂꎬφ(ｂ))(ｃꎬφ(ｃ)))ꎬ

因此ꎬＧ (φ)是零乘积确定的ꎮ
假设 Ａ 是 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎬＭ 是 Ｂａｎａｃｈ Ａ￣双模ꎬ δ 是从 Ａ 到 Ｍ 的有界导子ꎬ则 δ 的图ꎬＧ ( δ) ＝

{(ａꎬδ(ａ)):ａ∈Ａ}ꎬ在下列范数与运算下构成 Ｂａｎａｃｈ 代数:对任意 ａꎬｂ∈Ａꎬ
‖(ａꎬδ(ａ))‖１ ＝‖ａ‖Ａ＋‖δ(ａ)‖Ｍꎬ
(ａꎬδ(ａ))＋(ｂꎬδ(ｂ))＝ (ａ＋ｂꎬδ(ａ＋ｂ))ꎬ

(ａꎬδ(ａ))(ｂꎬδ(ｂ))＝ (ａｂꎬδ(ａ)ｂ＋ａδ(ｂ))＝ (ａｂꎬδ(ａｂ))ꎮ
与命题 ４ 的证明类似ꎬ可得到如下结果ꎮ
命题 ５　 假设 Ａ 是有有界渐近单位的零乘积确定的 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎬＭ 是 Ｂａｎａｃｈ Ａ￣双模ꎮ 令 δ 是从 Ａ

到 Ｍ 的有界导子ꎬ则 Ｇ (δ)＝ {(ａꎬδ(ａ)):ａ∈Ａ}是零乘积确定的 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎮ
命题 ６　 假设 Ａ 是 Ｂ(Ｈ )中零乘积确定的 Ｂａｎａｃｈ 子代数ꎬ并且有有界的左渐近单位ꎮ 如果 ＰꎬＱ∈

Ｌａｔ Ａꎬ其中 Ｌａｔ Ａ 表示 Ａ 的不变子空间构成的集合ꎬ则 Ｂ ＝ (Ｐ－Ｑ)Ａ(Ｐ－Ｑ)‖􀅰‖是零乘积确定的 Ｂａｎａｃｈ
代数ꎮ

证明　 定义 Φ:Ａ→(Ｐ－Ｑ)Ａ(Ｐ－Ｑ)ꎬ对任意 Ａ∈Ａꎬ Φ(Ａ)＝ (Ｐ－Ｑ)Ａ(Ｐ－Ｑ)ꎬ则 Φ 是有界满同态ꎬ根
据文献[３ꎬ推论 ５.７]ꎬＢ 是零乘积确定的ꎮ

在本章的最后ꎬ给出几个与零乘积确定性质相关的反例ꎮ
假设 Ｔ∈Ｂ(Ｈ )ꎬ令 ＡＴ 表示由 Ｔ 和单位元 Ｉ 生成的 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎬ令 Ｌａｔ Ｔ 表示算子 Ｔ 的所有闭的不变

子空间构成的格ꎬＡｌｇ Ｌａｔ Ｔ 表示 Ｂ(Ｈ )中满足 Ｌａｔ Ｔ⊆Ｌａｔ Ａ 的算子 Ａ 构成的代数ꎬＷ (Ｔ)表示由算子 Ｔ 和

单位元 Ｉ 生成的弱算子闭的代数ꎮ 如果 Ｗ (Ｔ)＝ Ａｌｇ Ｌａｔ Ｔꎬ则称算子 Ｔ 是自反的ꎮ 在文献[６]中ꎬＷｏｇｅｎ 构

造了一些反例证明:如果算子 Ｔ 是自反的ꎬ但 Ｔ ２不一定是自反的ꎻ如果算子 Ｔ１ꎬＴ２ 是自反的ꎬ但 Ｔ１⊕Ｔ２ 不一

定是自反的ꎮ
受到 Ｗｏｇｅｎ 的启发ꎬ本文将构造例子去表明当 Ｈ 是无穷维时ꎬ存在 Ｂ(Ｈ )中的算子 Ｔ１、Ｔ２、Ｔ３ 使得

ＡＴｉ是零乘积确定的ꎬ但 ＡＴ ２
１
和 ＡＴ２⊕Ｔ３不是零乘积确定的ꎮ

在反例的证明中ꎬ本文主要应用下面的结论ꎬ命题 ７ 的纯代数版本来自文献[３]ꎮ 下面说明该命题在分

析框架下也是成立的ꎮ
假设 Ａ 是 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎬ令 Ａ ２ ＝ ｓｐａｎ{ｘｙ:ｘꎬｙ∈Ａ}ꎮ

命题 ７　 假设 Ａ 是 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎬ并且Ａ ２≠Ａꎬ则 Ａ 的单位化ꎬＡ ＃ ＝ Ａ⊕Ｃ１ꎬ不是零乘积确定的

Ｂａｎａｃｈ代数ꎮ

证明　 令 ϕ 是从 Ａ ＃×Ａ ＃到商空间 Ａ ＃ /　 Ａ ２ 的连续双线性映射ꎬ对任意 αꎬβ∈Ｃꎬ ｘꎬｙ∈Ａꎬ
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ϕ(α＋ｘꎬ β＋ｙ)＝ αｙ＋Ａ ２ꎮ

如果(α＋ｘ)(β＋ｙ)＝ ０ꎬ则 αβ＝ ０ 且 αｙ＋βｘ＋ｘｙ＝ ０ꎬα＝ ０ 或 β＝ ０ꎬ故 αｙ∈Ａ ２ꎮ 因此 ϕ 保零乘积ꎮ 然而ꎬ如果ｚ∈

Ａ ＼Ａ ２ꎬ则 ϕ(１ꎬｚ)＝ ｚ＋Ａ ２≠０ꎬ而 ϕ(ｚꎬ１)＝ ０ꎮ 根据命题 １ꎬＡ ＃不是零乘积确定的ꎮ
首先先给出双侧移位算子的定义ꎮ 令 Ｈ 表示由双向平方可和的序列构成的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎮ Ｈ 中的元

素可以写成下列形式:
‹􀆺ꎬξ－２ꎬξ－１ꎬ(ξ０)ꎬξ１ꎬξ２ꎬ􀆺›ꎻ

括号内的元素表示第 ０ 个位置对应的项ꎮ Ｈ 上的双侧移位算子 Ｗ 定义为

Ｗ‹􀆺ꎬξ－２ꎬξ－１ꎬ(ξ０)ꎬξ１ꎬξ２ꎬ􀆺› ＝‹􀆺ꎬξ－３ꎬξ－２ꎬ(ξ－１)ꎬξ０ꎬξ１ꎬ􀆺›ꎮ
例 １　 在 Ｂ(Ｈ )中存在算子 Ｔ１、Ｔ２ꎬ使得 ＡＴ１、ＡＴ２是零乘积确定的ꎬ但 ＡＴ１⊕Ｔ２不是零乘积确定的ꎮ
证明　 令 Ｈ＝Ｌ２(Ｔ )ꎬ其中 Ｔ 表示复平面上的单位圆ꎮ 假设 Γ 是 Ｔ 的真子集ꎬ令 Ｈ１ ＝ Ｌ２(Γ)ꎬ Ｈ２ ＝

Ｌ２(Ｔ ＼Γ)ꎬ所以 Ｈ＝Ｈ１⊕Ｈ２ꎮ 令 ｆ∈Ｌ∞(Ｔ )定义为 ｆ(ｅｉθ)＝ ｅｉ θ２ ꎬ θ∈[０ꎬ２π)ꎮ 令 Ｍｆ 表示 Ｌ２(Ｔ )上与 ｆ 相
关的乘法算子ꎬ则 Ｇ:＝(Ｍｆ) ２ ＝Ｍｆ ２是双侧移位算子ꎮ

令 Ｌａｔ(Ｇ)表示 Ｇ 的所有的不变子空间构成的集合ꎮ 因为Ｈ１ꎬＨ２∈Ｌａｔ(Ｇ)ꎬ Ｇ＝Ｔ１⊕Ｔ２ꎬ其中 Ｔ１ꎬＴ２ 表

示 Ｇ 分别限制到 Ｈ１ 和 Ｈ２ 上的算子ꎮ 根据文献[７ꎬ推论 ２.１１]ꎬＡＴ１和 ＡＴ２都相似于 Ｃ∗￣代数ꎬ因此都是零

乘积确定的ꎮ
令 Ｂ 表示由 Ｇ 生成的没有单位元的代数ꎬ由于 Ｇ 是双侧移位算子 Ｇ２≠Ｇꎬ因此 Ｂ ２≠Ｂꎮ 所以根据命

题 ７ꎬＡＧ 不是零乘积确定的ꎮ
下面的例子将用类似的方式去证明ꎮ
例 ２　 存在 Ｂ(Ｈ )中的算子 Ｔ 使得 ＡＴ 是零乘积确定的ꎬ但是 ＡＴ ２不是零乘积确定的ꎮ

证明　 令 Ｈ＝Ｌ２(Ｔ )ꎬ其中 Ｔ 表示复平面上的单位圆ꎮ 令 ｆ∈Ｌ∞(Ｔ )定义为 ｆ(ｅｉθ)＝ ｅｉ θ２ ꎬ θ∈[０ꎬ２π)ꎮ
令 Ｍｆ 表示 Ｌ２(Ｔ )上与 ｆ 相关的乘法算子ꎬＭｆ 是正规算子并且谱属于 Ｔ 的上半平面ꎮ 根据文献[７ꎬ推论

２.１１]ꎬＡＭｆ
是顺从的ꎬ所以相似于一个 Ｃ∗￣代数ꎮ 因此ꎬＡＭｆ

是零乘积确定的ꎮ
令 Ｇ＝Ｍ ２

ｆ ＝Ｍｆ ２ꎬＧ 是双侧移位算子ꎮ 令 Ｂ 表示由 Ｇ 生成的没有单位元的代数ꎮ 由于 Ｇ 是双侧移位算

子 Ｇ２≠Ｇꎬ因此 Ｂ ２≠Ｂꎮ 因此根据命题 ７ꎬＡＧ 不是零乘积确定的ꎮ

２　 零 Ｌｉｅ 乘积确定的代数

在文献[８]中讨论了具有哪些性质的代数是零 Ｌｉｅ 乘积确定的ꎮ 在这一章中将对具体的代数进行研究ꎬ
并得出了三角 ＵＨＦ 代数ꎬ可数维局部矩阵代数等是零 Ｌｉｅ 乘积确定的结论ꎮ 在这些研究中ꎬ主要应用了下

列结论ꎮ
定义 ５　 如果从 Ｂａｎａｃｈ 代数 Ａ 到其对偶空间 Ａ∗的连续导子都是内导子ꎬ则称 Ｂａｎａｃｈ 代数 Ａ 为弱

顺从ꎮ
定理 １[８] 　 假设 Ａ 是弱顺从并且具有有界渐近单位的 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎬ如果 Ａ 是零乘积确定的ꎬ则 Ａ 是

零 Ｌｉｅ 乘积确定的ꎮ
定义 ６ (Ｂａｎａｃｈ)　 代数 Ａ 称为零 Ｌｉｅ 乘积确定的ꎬ如果 Ａ 上任意满足当 ｘｙ＝ ｙｘꎬ ϕ(ｘꎬｙ)＝ ０(连续)的

双线性泛函 ϕ 都存在[ＡꎬＡ]上的线性泛函 τꎬ使得对任意 ｘꎬｙ∈Ａꎬ ϕ(ｘꎬｙ)＝ τ([ｘꎬｙ])ꎬ其中[ＡꎬＡ]表
示(Ｂａｎａｃｈ)代数 Ａ 的所有换位子的线性生成ꎮ

需要注意的是ꎬ在上述定义中的线性泛函 τ 不一定是连续的ꎬ这与 Ｂｒｅšａｒ[３]的书中的定义有所区别ꎮ
２.１　 三角 ＵＨＦ 代数

定义 ７　 假设有整数 ｋｎꎬ ｎ∈Ｎꎬ满足对所有 ｎ 都有 ｋｎ ｜ ｋｎ＋１ꎬ Ａϕ ＝∪ｎＭｋｎ
‖􀅰‖是 ＵＨＦ 代数ꎬ其中ϕｎ:Ｍｋｎ→

Ｍｋｎ＋１是单位嵌入映射ꎮ 令 Ｔｋｎ 表示 Ｍｋｎ 中的上三角矩阵构成的代数ꎮ 如果 ϕｎ ( Ｔｋｎ ) ⊂Ｔｋｎ＋１ꎬ则称 Ｔϕ ＝

∪ｎＴｋｎ
‖􀅰‖为三角 ＵＨＦ 代数ꎮ
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定理 ２　 假设 Ａ 是三角 ＵＨＦ 代数ꎬ则 Ａ 是零 Ｌｉｅ 乘积确定的 Ｂａｎａｃｈ 代数ꎮ

证明　 令 Ｂ＝∪
∞

ｎ＝１
Ｔ ｎꎬ其中Ｔ ｎ是所有 ｎ×ｎ 阶上三角复矩阵构成的代数ꎬ并且满足Ｔ ｎ⊆Ｔ ｎ＋１ꎬ则 Ａ＝ 􀭿Ｂ‖􀅰‖ꎮ

令 φ 是 Ａ 上的连续双线性泛函ꎬ并且满足对任意 ｘꎬｙ∈Ａꎬ
[ｘꎬｙ] ＝ ０⇒φ(ｘꎬｙ)＝ ０ꎮ

首先证明[ＢꎬＢ]上存在线性泛函 ρꎬ使得对任意 ｘꎬｙ∈Ｂꎬ φ(ｘꎬｙ)＝ ρ([ｘꎬｙ])ꎮ
事实上ꎬ对任意 ｎ∈Ｎꎬ Ｔｎ 是有限 Ｎｅｓｔ 代数ꎮ 因此ꎬ根据文献[９ꎬ定理 ３.１]ꎬＴｎ 是零 Ｌｉｅ 乘积确定的

Ｂａｎａｃｈ代数ꎮ 令 φｎ 表示 φ 在 Ｔｎ 上的限制ꎬ则 φｎ 在 Ｔｎ 上满足上面的等式ꎬ因此ꎬ在[ＴｎꎬＴｎ]上存在线性函数

τｎꎬ使得对任意 ｘꎬｙ∈Ｔｎꎬ φｎ(ｘꎬｙ)＝ τｎ([ｘꎬｙ])ꎮ
因为 Ｔ１ 可以嵌入到 Ｔ２ꎬ因此得到了一个线性泛函序列{τｎ}使得 τ１⊆τ２⊆􀆺⊆τｎ⊆􀆺ꎬ并且对任意 ｘꎬｙ∈

Ｔｎꎬ τｎ＋１ ｜ [ＴｎꎬＴｎ] ([ ｘꎬｙ]) ＝ φｎ＋１( ｘꎬｙ) ＝ φｎ( ｘꎬｙ) ＝ τｎ([ ｘꎬｙ])ꎮ 从而在[ＢꎬＢ]上存在线性泛函 ρꎬ使得

ρ ｜ [ＴｎꎬＴｎ] ＝τｎꎮ 对任意 ｘꎬｙ∈Ｂꎬ存在某个 Ｔｎꎬ使得 ｘꎬｙ∈Ｔｎ并且 φ(ｘꎬｙ)＝ τｎ([ｘꎬｙ])＝ ρ([ｘꎬｙ])ꎮ

接下来证明 Ａ 是零 Ｌｉｅ 乘积确定的ꎮ 因为 Ａ ＝ 􀭿Ｂ‖􀅰‖ꎬ对任意 ａ∈Ａꎬ ｂ∈Ｂꎬ定义 􀭴ρ ([ ａꎬｂ]) ＝
ｌｉｍ
ｎ→∞

φ(ａｎꎬｂ)＝ φ(ａꎬｂ)ꎬ其中{ａｎ}⊂Ｂ 并且{ａｎ}在范数拓扑下收敛到 ａꎮ

对任意 ａꎬｃ∈Ａꎬ存在{ｃｎ}⊆Ｂꎬ使得{ｃｎ}在范数拓扑下收敛到 ｃꎮ 因为 ｌｉｍ
ｎ→∞

􀭴ρ([ａꎬｃｎ])＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

φ(ａꎬｃｎ)＝

φ(ａꎬｃ)ꎮ 所以 􀭴ρ([ａꎬｃｎ])的极限存在ꎬ极限表示为 􀭴ρ([ａꎬｃ])ꎮ 在[ＡꎬＡ]上定义了泛函 􀭴ρ 并且定义是良好

的ꎬ􀭴ρ 是线性的并且满足 􀭴ρ ｜ Ｂ ＝ ρꎮ
２.２　 局部矩阵代数

定义 ８　 假设 Ａ 是结合代数ꎬ如果对 Ａ 的每个有限子集 Ｓꎬ存在 Ａ 的子代数 Ｂ 使得 Ｓ ⊆Ｂ 并且Ｂ≅
Ｍｎ(Ｃ)ꎬ则称 Ａ 为局部矩阵代数ꎮ

定理 ３　 假设 Ａ 是可数维的局部矩阵代数并且有一个非平凡的幂等元 ｅꎬ则 Ａ 是零 Ｌｉｅ 乘积确定的

代数ꎮ
证明　 如果 Ａ 是有单位元的ꎬ根据 Ｋöｔｈｅ 定理([１０])ꎬＡ≅⊗∞

ｉ＝１Ａ ｉꎬ其中 Ａ ｉ 是有限维的矩阵代数ꎬ
⊗∞

ｉ＝１Ａ ｉ 表示{Ａ ｉ}∞
ｉ＝１的代数张量积ꎮ 对任意ａ１∈Ａ１ａ１可表示为 ａ１⊗Ｃ１⊗Ｃ１􀆺∈Ａ１⊗Ａ２⊗􀆺ꎮ

因为 Ａ ｉ 可以被嵌入到 Ａ１⊗Ａ２⊗􀆺⊗Ａｎꎬｎ 可能无限ꎮ 所以有

Ａ＝∪
ｎ≥１

(Ａ１􀱋Ａ２􀱋􀆺􀱋Ａｎ)ꎮ

由于 Ａ ｉ⊗Ａ ｊ≅Ｍｎｉ(Ｃ)⊗Ｍｎｊ(Ｃ)≅Ｍｎｉｎｊ×ｎｉｎｊ(Ｃ)ꎬ因此 Ａ ｉ⊗Ａ ｊ 是零 Ｌｉｅ 乘积确定的代数ꎮ 类似于定理

２ 的证明ꎬ可得 Ａ 是零 Ｌｉｅ 乘积确定的代数ꎮ
假设 Ａ 没有单位元ꎬ由于存在非平凡的幂等元 ｅꎬ因此存在一列由幂等元构成的序列 ｅ１ ＝ ｅꎬｅ２ꎬ􀆺ꎬ使得

ｅｉＡｅｉ⊂ｅｉ＋１Ａｅｉ＋１ꎬ ｉ≥１ꎬ并且∪
ｉ≥１

ｅｉＡｅｉ ＝Ａꎬ其中对每个 ｉꎬｅｉＡｅｉ 是可数维的有单位元的局部矩阵代数ꎬ因此

也可以通过类似的证明方法得到 Ａ 是零 Ｌｉｅ 乘积确定的ꎮ
２.３　 Ｊ ￣子空间格代数和可测算子代数

Ｊ ￣子空间格代数是一类非自伴代数ꎬ由 Ｌｏｎｇｓｔａｆｆ 等在文献[１１￣１２]中引入ꎬ并随后被其他研究者广泛研

究ꎮ 五边形子空间格和原子 Ｂｏｏｌｅａｎ 子空间格都是Ｊ ￣子空间格ꎮ 在定理 ４ 中ꎬ将证明Ｊ ￣子空间格代数中所

有有限秩算子构成的代数是零 Ｌｉｅ 乘积确定的ꎮ
假设 Ｌ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的子空间格ꎬ令

Ｊ (Ｌ )＝ {Ｋ∈Ｌ:Ｋ≠{０}并且 Ｋ－≠Ｈ }ꎬ

其中 Ｋ－ ＝∨{Ｌ∈Ｌ:Ｌ⊉Ｋ}ꎮ
定义 ９　 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的子空间格 Ｌ 称为 Ｊ ￣子空间格ꎮ 如果

(ⅰ) ∨{Ｋ:Ｋ∈Ｊ (Ｌ )} ＝Ｈ ꎻ

(ⅱ) ∧{Ｋ－:Ｋ∈Ｊ (Ｌ )} ＝ ０ꎻ
(ⅲ) Ｋ∨Ｋ－ ＝Ｈ 对每个 Ｋ∈Ｊ (Ｌ )ꎻ
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(ⅳ) Ｋ∧Ｋ－ ＝{０}对每个 Ｋ∈Ｊ (Ｌ )ꎮ
令 Ｋ∈Ｊ (Ｌ )ꎬ Ｆ１(Ｋ)＝ {ｘ⊗ｆ:０≠ｘ∈Ｋꎬ ０≠ｆ∈Ｋ⊥

－ }ꎬ其中 Ｋ⊥
－ 表示 Ｋ－的零化子ꎬ即 Ｋ⊥

－ ＝ { ｆ∈Ｈ∗:

ｆ(ｘ)＝ ０ꎬ ｘ∈Ｋ－}ꎮ 令 Ｆ(Ｋ)表示 Ｆ１(Ｋ)的线性生成ꎮ
引理 １　 令 Ｋ∈Ｊ (Ｌ )ꎬ则 Ｆ(Ｋ)是零 Ｌｉｅ 乘积确定的代数ꎮ
证明　 根据文献[１３ꎬ引理 ３.６]ꎬＦ(Ｋ)是局部矩阵代数ꎮ 根据定理 ３ꎬＦ(Ｋ)是零 Ｌｉｅ 乘积确定的ꎮ
定理 ４　 令 Ｌ 是 Ｊ ￣子空间格ꎬ则 Ａｌｇ Ｌ∩Ｆ(Ｈ )是零 Ｌｉｅ 乘积确定的代数ꎮ
证明　 容易得到 Ａｌｇ Ｌ∩Ｆ(Ｈ )＝ ｓｐａｎ{Ｆ(Ｋ):Ｋ∈Ｊ (Ｌ )}ꎮ 根据文献[１４ꎬ命题 １.１(３)(４)]ꎬ对任意

ＫꎬＬ∈Ｊ (Ｌ )ꎬ Ｆ１(Ｋ)∩Ｆ１(Ｌ)＝ ⌀当且仅当 Ｋ≠Ｌ 并且 Ｆ１(Ｋ)Ｆ１(Ｌ)＝ {０}ꎬ当且仅当 Ｋ≠Ｌꎬ因此 Ｆ(Ｋ)∩
Ｆ(Ｌ)＝ ⌀当且仅当 Ｋ≠Ｌꎬ Ｆ(Ｋ)Ｆ(Ｌ)＝ {０}当且仅当 Ｋ≠Ｌꎬ则

Ａｌｇ Ｌ∩Ｆ(Ｈ )＝ ∑
Ｋ∈Ｊ (Ｌ )

􀱇Ｆ(Ｋ)ꎮ

根据引理 １ꎬＡｌｇ Ｌ∩Ｆ(Ｈ )是零 Ｌｉｅ 乘积确定的ꎮ
令 Ｍ 是 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 代数ꎬＳ(Ｍ)表示附属于 Ｍ 的所有可测算子在强和ꎬ强积和对合运算下构成的

代数[１５]ꎮ
在下面的命题中得到当 Ｍ 是 Ｉｎ 型的 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 代数时ꎬＳ(Ｍ)是零 Ｌｉｅ 乘积确定的代数ꎮ
引理 ２[３] 　 如果 Ｂ 是交换的有单位元的代数ꎬ则 Ｍｎ(Ｂ)是零 Ｌｉｅ 乘积确定的代数ꎮ
命题 ８　 如果 Ｍ 是 Ｉｎ 型的 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 代数ꎬ则 Ｓ(Ｍ)是零 Ｌｉｅ 积确定的代数ꎮ
证明　 如果 Ｍ 是 Ｉｎ 型ꎬ则 Ｍ≅Ｍｎ (Ｂ )ꎬ其中 Ｂ 是交换的 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 代数ꎬ则 Ｓ (Ｍ) ≅

Ｍｎ(Ｓ(Ｂ))ꎬ并且 Ｓ(Ｂ)是交换代数ꎮ 根据引理 ２ꎬＳ(Ｍ)是零 Ｌｉｅ 乘积确定的ꎮ
２.４　 双边零乘积确定的代数

定义 １０　 Ｂａｎａｃｈ 代数 Ａ 称为双边零乘积确定的ꎬ如果 Ａ×Ａ 上任意满足以下性质的连续的双线性泛

函 φ:对任意 ｘꎬｙ∈Ａꎬ
ｘｙ＝ ｙｘ＝ ０⇒φ(ｘꎬｙ)＝ ０ꎬ

都有下列形式:
φ(ｘꎬｙ)＝ τ１(ｘｙ)＋τ２(ｙｘ)ꎬ

其中ꎬτ１、τ２ 为 Ａ 上的连续线性泛函ꎮ
下列命题是对文献[１６ꎬ推论 ３.２]的推广ꎮ
命题 ９　 复的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上的任意有限 Ｎｅｓｔ 代数都是双边零乘积确定的ꎮ
证明　 首先ꎬ根据文献[９ꎬ引理 ３.２]得到任意有限 Ｎｅｓｔ 代数都是弱顺从的ꎮ 由于有限的 Ｎｅｓｔ 代数是零

乘积确定的ꎬ因此根据文献[３ꎬ定理 ６.６]得到ꎬ任意有限 Ｎｅｓｔ 代数都是双边零乘积确定的ꎮ
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