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离散时间 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声泛函上算子值函数的可微性

唐玉玲
(河西学院数学学院ꎬ甘肃 张掖 ７３４０００)

摘要:设 Ｍ 是具有混沌表示性质的离散时间正规鞅ꎬＳ(Ｍ)⊂Ｌ２(Ｍ)⊂Ｓ∗(Ｍ)是与 Ｍ 相关的 Ｇｅｌ̓ｆａｎｄ 三元组ꎬ用 Ｌ(Ｓ(Ｍ)ꎬ
Ｓ∗(Ｍ))表示从 Ｓ(Ｍ)到 Ｓ∗(Ｍ)的连续线性算子构成的空间ꎬＯ 表示 Ｒｄ 的一个开集ꎬ探讨从 Ｏ 到 Ｌ(Ｓ(Ｍ)ꎬＳ∗(Ｍ))的算子

值函数的可微性ꎮ 以 ２Ｄ￣Ｆｏｃｋ 变换为工具ꎬ得到从 Ｏ 到 Ｌ(Ｓ(Ｍ)ꎬＳ∗(Ｍ))的算子值函数的可微性刻画定理ꎮ
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Ｇｅｌ̓ｆａｎｄ ｔｒｉｐｌｅ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ Ｍ. Ｌｅｔ Ｌ(Ｓ(Ｍ)ꎬＳ∗(Ｍ)) ｂｅ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ ｏｆ ａｌｌ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｌｉｎｅａｒ ｏｐｅｒａｔｏｒｓ ｆｒｏｍ Ｓ(Ｍ) ｔｏ Ｓ∗(Ｍ) ａｎｄ
Ｏ ｂｅ ａｎ ｏｐｅｎ ｓｕｂｓｅｔ ｏｆ Ｒｄ . Ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｏｆ ｏｐｅｒａｔｏｒ￣ｖａｌｕｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｆｒｏｍ Ｏ ｔｏ Ｌ(Ｓ(Ｍ)ꎬＳ∗(Ｍ)) ｉｓ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ. Ｍａｉｎｌｙ ｕｓｉｎｇ
ｔｈｅ ２Ｄ￣Ｆｏｃｋ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ａｓ ａ ｔｏｏｌꎬ ａ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｉｌｉｔｙ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｅｍ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｏｒ ｏｐｅｒａｔｏｒ￣ｖａｌｕｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｆｒｏｍ Ｏ ｔｏ
Ｌ(Ｓ(Ｍ)ꎬＳ∗(Ｍ)) .
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｍａｒｔｉｎｇａｌｅꎻ ２Ｄ￣Ｆｏｃｋ ｔｒａｎｓｆｏｒｍꎻ ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎꎻ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｉｌｉｔｙ

０　 引言

Ｈｉｄａ 白噪声分析本质上是 Ｂｒｏｗｎ 运动广义泛函无穷维随机分析理论ꎬ具有重要的物理意义并且被广泛

应用于数学物理领域[１￣２]ꎮ １９８８ 年ꎬＩｔｏ[３]引入了 Ｐｏｉｓｓｏｎ 白噪声分析ꎬ可以将其看做 Ｐｏｉｓｓｏｎ 鞅广义泛函的无

穷维随机分析理论ꎮ 众所周知ꎬＢｒｏｗｎ 运动和 Ｐｏｉｓｓｏｎ 鞅都是连续时间的正规鞅ꎬ是其他连续时间情形下的

白噪声分析理论ꎮ 然而ꎬ众多学者对离散时间正规鞅泛函越来越感兴趣ꎬ并提出了离散时间正规鞅泛函的混

沌积分问题[４]ꎬ考虑了 Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ 泛函(一种特殊的离散时间正规鞅泛函)的正规逼近[５] 和参数广义泛函

的可微性问题[６]ꎮ ２００４ 年ꎬ王湘君和王才士[７] 则把参数广义泛函的可微性研究工作推广到广义算子值函

数ꎬ探讨了广义算子值函数在经典白噪声分析框架(Ｅ)⊂(Ｌ２)⊂(Ｅ∗)下的可微性问题ꎬ得到了广义算子值

函数可由解析性和增长性条件同时刻画的结论ꎮ ２０１０ 年ꎬＷａｎｇ 等[８]从量子概率论的角度出发ꎬ探讨了作用

于一类特殊的离散时间正规鞅平方可积泛函的湮灭、增生算子族{∂∗
ｋ ꎬ∂ｋ} ｋ≥０ꎮ 假设 Ｍ 是离散时间正规鞅ꎬ

Ｌ２(Ｍ)是 Ｍ 的平方可积泛函构成的复 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬ则由 Ｌ２(Ｍ)和文献[９]中定义在其上的稠定的正自伴算
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子ꎬ可得一个复 Ｇｅｌ̓ｆａｎｄ 三元组

Ｓ(Ｍ)⊂Ｌ２(Ｍ)⊂Ｓ∗(Ｍ)ꎮ
同时ꎬ文献[９]中通过 Ｆｏｃｋ 变换建立了关于离散时间正规鞅广义泛函的刻画定理ꎮ ２０１７ 年ꎬＷａｎｇ 和

Ｃｈｅｎ[１０]对于从 Ｓ(Ｍ)到 Ｓ∗(Ｍ)的连续线性算子通过 ２Ｄ￣Ｆｏｃｋ 变换建立了离散时间正规鞅泛函上算子的刻

画定理ꎮ ２０２０ 年ꎬ石佳等[１１]引入关于 Ｓ∗(Ｍ) ￣值测度和 Ｓ∗(Ｍ) ￣值函数的积分运算ꎬ讨论了 Ｓ∗(Ｍ)空间中

的 Ｂｏｃｈｎｅｒ－Ｗｉｃｋ 积分ꎮ 陈金淑等进一步讨论了离散时间正规鞅广义泛函值函数的 Ｂｏｃｈｎｅｒ￣卷积积分[１２]以

及离散时间正规鞅算子值函数的 Ｂｏｃｈｎｅｒ 积分[１３]ꎮ
假设 Ｌ＝Ｌ(Ｓ(Ｍ)ꎬＳ∗(Ｍ))表示从 Ｓ(Ｍ)到 Ｓ∗(Ｍ)的连续线性算子构成的空间ꎬＯ 表示 Ｒｄ 的一个开

集ꎬ则可在 Ｌ 中定义基于 ２Ｄ￣Ｆｏｃｋ 变换的卷积∗ꎬ从而ꎬ(Ｌꎬ∗) 构成了一个关于卷积运算和单位元的可交

换代数ꎮ 受上述工作的启发ꎬ本文探讨从 Ｏ 到 Ｌ(Ｓ(Ｍ)ꎬＳ∗(Ｍ))的算子值函数的可微性ꎬ以 ２Ｄ￣Ｆｏｃｋ 变换

为工具ꎬ刻画了作用于离散时间正规鞅泛函上的算子值函数的可微性ꎮ
本文中总是假定 Ｎ∗表示非负整数集ꎬΓ 为 Ｎ∗的有限幂集ꎬ即

Γ＝{σ ｜σ⊂Ｎ∗ꎬ ＃(σ)<∞ }ꎬ
其中ꎬ＃σ 表示集合 σ 的基数ꎮ

１　 离散时间正规鞅泛函上的算子

本章简单回顾 Ｓ(Ｍ)到 Ｓ∗(Ｍ)的连续线性算子的相关概念和记号ꎬ具体参见文献[９￣１３]ꎮ
假设(ΩꎬＦꎬＰ)为给定的概率空间ꎬ称(ΩꎬＦꎬＰ)上的实值随机变量序列 Ｍ ＝ (Ｍｎ) ｎ≥０为离散时间正规鞅

是指{Ｍｎ ｜ ｎ≥０}⊂Ｌ２(ΩꎬＦꎬＰ)且满足:
１) Ｍ＝(Ｍｎ) ｎ≥０关于代数流(Ｆｎ) ｎ≥０是一个中心化的鞅ꎬ其中ꎬＦｎ ＝σ(Ｍｋꎬ ０≤ｋ≤ｎ)ꎻ
２) Ｅ(Ｍ０ ｜Ｆ－１)＝ １ꎬ Ｅ(Ｍ ２

ｎ ｜Ｆｎ－１)＝ Ｍ ２
ｎ－１＋１ꎬ ｎ≥１ꎬ其中ꎬＦ－１ ＝{⌀ꎬΩ}ꎬ Ｅ[􀅰｜Ｆｎ]为 Ｆｎ 的条件期望ꎮ

设 Ｚ＝(Ｚｎ) ｎ≥０是与 Ｍ＝(Ｍｎ) ｎ≥０相联系的离散时间正规噪声ꎮ 为简便起见ꎬ用 Ｌ２(Ｍ)表示 Ｍ 的平方可

积泛函构成的复 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬ即
Ｌ２(Ｍ)＝ Ｌ２(ΩꎬＦ∞ ꎬＰ)ꎬ

其中ꎬ内积和范数与空间 Ｌ２(ΩꎬＦꎬＰ)相同ꎬ即表示为‹􀅰ꎬ􀅰›和‖􀅰‖ꎮ 注意到ꎬ{Ｚσ ｜σ∈Γ}构成了 Ｌ２(Ｍ)的
可数标准正交基ꎬ其中ꎬＺ⌀ ＝ １ꎬ

Ｚσ ＝ ∏
ｎ∈σ

Ｚｎꎬ　 σ∈Γꎬ　 σ≠⌀ꎮ

文献[９]中由标准正交基构造的 Ｌ２(Ｍ)的稠密线性子空间 Ｓ(Ｍ)实际上是一个连续包含于 Ｌ２(Ｍ)的可数

Ｈｉｌｂｅｒｔ 核空间ꎬＳ∗(Ｍ)为 Ｓ(Ｍ)赋予强拓扑的对偶空间ꎬ则通过将 Ｌ２(Ｍ)与其对偶等同ꎬ得到一个 Ｇｅｌ̓ｆａｎｄ
三元组

Ｓ(Ｍ)⊂Ｌ２(Ｍ)⊂Ｓ∗(Ｍ)ꎬ
称之为与 Ｍ 相联系的 Ｇｅｌ̓ｆａｎｄ 三元组ꎮ Ｓ(Ｍ)中的元素称为 Ｍ 检验泛函ꎬＳ∗(Ｍ)中的元素称为 Ｍ 广义泛

函ꎮ 用‹‹􀅰ꎬ􀅰››表示 Ｓ∗(Ｍ)×Ｓ(Ｍ)上的典则双线性型ꎬ即
‹‹Φꎬξ›› ＝Φ(ξ)ꎬ　 Φ∈Ｓ∗(Ｍ)ꎬ　 ξ∈Ｓ(Ｍ)ꎮ

本文中ꎬ以 Ｌ＝Ｌ(Ｓ(Ｍ)ꎬ Ｓ∗(Ｍ))表示从 Ｓ(Ｍ)到 Ｓ∗(Ｍ)的连续线性算子构成的空间ꎮ
定义 １[１０] 　 设 Ｔ∈Ｌꎬ其 ２Ｄ￣Ｆｏｃｋ 变换是 Γ×Γ 上的函数 Ｔ^ꎬ定义为

Ｔ^(σꎬτ)＝ ‹‹Ｔ(Ｚσ)ꎬＺτ››ꎬ　 σꎬτ∈Γꎬ
其中ꎬ‹‹􀅰ꎬ􀅰››是 Ｓ∗(Ｍ)×Ｓ(Ｍ)上的典则双线性型ꎮ

引理 １[９] 　 设 σ ｜→λσ 为 Γ 上的 Ｎ∗￣值函数ꎬ即

λσ ＝
∏
ｋ∈σ

(ｋ ＋ １)ꎬ　 σ≠⌀ꎬ σ∈Γꎬ

１ꎬ σ＝⌀ꎮ
{

则对于 ｐ>１ꎬ正项级数 ∑
σ∈Γ

λ－ｐ
σ 收敛ꎬ并且
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∑
σ∈Γ

λ－ｐ
σ ≤ｅｘｐ ∑

∞

ｋ ＝１
ｋ－ｐ[ ] <∞ ꎮ

类似于 Ｍ 广义泛函ꎬＬ 中的连续线性算子完全由其 ２Ｄ￣Ｆｏｃｋ 变换唯一确定ꎮ
引理 ２[１０] 　 设 Ｇ 是定义在 Γ×Γ 上的函数ꎬ则 Ｇ 是算子 Ｔ∈Ｌ 的 ２Ｄ￣Ｆｏｃｋ 变换当且仅当存在常数 ｃ≥０ꎬ

ｐ≥０ꎬ使得

｜Ｇ(σꎬτ) ｜≤ｃλｐ
σλｐ

τꎬ　 σꎬτ∈Γꎬ (１)

此种情形下ꎬ对 ｑ>ｐ＋ １
２
ꎬ有

‖Ｔ‖ｑ≤ ｃ∑
σ∈Γ

λ－２(ｑ－ｐ)
σ ꎬ

特别地ꎬＴ 在 Ｓ∗
ｑ (Ｍ)中取值ꎬ其中

‖Ｔ‖ｐ≡ ｓｕｐ
ξ≠０ꎬ ξ∈Ｓ(Ｍ)

‖Ｔ(ξ)‖－ｐ

‖ξ‖ｐ
ꎬ　 ｐ≥０ꎮ

注 １　 引理 ２ 表明ꎬＬ 中的连续线性算子仅用增长性条件即可刻画ꎬ这不同于 Ｇａｕｓｓ 白噪声广义算子的

情形ꎬＧａｕｓｓ 白噪声的广义算子的刻画同时要求满足增长性条件和解析性条件(见文献[１０])ꎮ
一般而言ꎬ算子 Ｔ１ꎬＴ２∈Ｌ 的普通乘积 Ｔ１Ｔ２ 是没有意义的ꎬ然而ꎬ由 ２Ｄ￣Ｆｏｃｋ 变换可以证明ꎬ存在唯一的

Ｔ∈Ｌꎬ使得

Ｔ^(σꎬτ)＝ Ｔ^１(σꎬτ) Ｔ^２(σꎬτ)ꎬ　 σꎬτ∈Γꎮ (２)
这样ꎬ可定义连续线性算子 Ｔ１ꎬＴ２∈Ｌ 的新乘积如下ꎮ

定义 ２[９] 　 设 Ｔ１ꎬＴ２∈Ｌꎬ则由式(２)给出的算子 Ｔ 称为 Ｔ１ 与 Ｔ２ 的卷积ꎬ记作 Ｔ１∗Ｔ２ꎮ

２　 算子值函数的可微性

本章主要以 ２Ｄ￣Ｆｏｃｋ 变换为工具探讨函数 ｆ(􀅰):Ｏ→Ｌ 的可微性ꎮ 称满足式(１)的函数为离散时间正规

鞅 Ｕ￣泛函ꎬ用􀰲表示离散时间正规鞅 Ｕ￣泛函全体构成的空间ꎮ
定义 ３　 称映射 ｆ(􀅰):Ｏ→Ｌ 是弱可测的ꎬ若对于任意的 ξꎬη∈Ｓ(Ｍ)ꎬ ‹‹ ｆ(􀅰)ξꎬη››是 Ｂｏｒｅｌ 可测的ꎮ
定义 ４　 称算子序列(Ｔｎ) ｎ≥１⊂Ｌ 弱收敛于 Ｔ∈Ｌꎬ若对于任意的 ξꎬη∈Ｓ(Ｍ)ꎬ有

ｌｉｍ
ｎ→∞

‹‹Ｔｎξꎬη›› ＝‹‹Ｔξꎬη››ꎮ

称映射 ｆ(􀅰):Ｏ→Ｌ 在点 ｘ０∈Ｏ 处弱连续ꎬ若对于任意的 ξꎬη∈Ｓ(Ｍ)ꎬ有
ｌｉｍ
ｘｎ→ｘ０

‹‹ ｆ(ｘ)ξꎬη›› ＝‹‹ ｆ(ｘ０)ξꎬη››ꎮ

定义 ５　 考虑映射 ｆ(􀅰):Ｏ→Ｌꎬ设{ｅｋ} ｋ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｄ⊂Ｒｄ 为 Ｒｄ 的标准正交基ꎬｘ０∈Ｏꎬ如果存在 Ｌ 中的算子ꎬ
记作(Ｄｋ ｆ)(ｘ０)∈Ｌꎬ使得极限

ｌｉｍ
ｘｎ→ｘ０

‹‹ ｆ(ｘ＋ｈｅｋ)ξꎬη››－‹‹ ｆ(ｘ)ξꎬη››
ｈ

ꎬ　 ｅｋ∈Ｒｄꎬ

弱收敛到(Ｄｋ ｆ)(ｘ０)ꎬ则称 ｆ 在点 ｘ０ 处 ｋ 方向的(弱)偏导数存在ꎮ
对所有的 ｘ∈Ｏꎬ若 ｆ 在点 ｘ 处所有方向的弱偏导数都存在ꎬ且对任意的 ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｄꎬ ｘ→Ｄｋ ｆ(ｘ)是 Ｏ

到 Ｌ 的弱连续映射ꎬ则称 ｆ 在 Ｏ 中弱连续可微ꎬ并将从 Ｏ 到 Ｌ 的所有弱连续可微的映射构成的空间记作

Ｃ １
ｗ(ＯꎻＬ)ꎮ

由引理 ２ 和定义 ５ꎬ易知下面的命题成立ꎮ
命题 １　 若 ｆ∈Ｃ １

ｗ(ＯꎻＬ)ꎬ则对任意的 ξꎬη∈Ｓ(Ｍ)ꎬ ｘ→‹‹ ｆ(ｘ)ξꎬη››∈Ｃ １(Ｏ)ꎬ其中ꎬＣ １(Ｏ)为 Ｏ 上的

一阶连续可微函数集ꎮ
假设对所有的 ｘ∈Ｏꎬ ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｄꎬ (Ｄｋ ｆ)(ｘ)∈Ｌ 存在ꎬ则可连续地定义函数 ｆ 的 ｎ 阶弱偏可微性ꎮ
定义 ６　 若对每一个多重实指标 α＝(α１ꎬα２ꎬ􀆺ꎬαｄ)ꎬ ｜ α ｜ ＝α１＋α２＋􀆺＋αｄ≤ｎ 以及每一个 ｘ∈Ｏꎬ弱偏导

数 Ｄα
ｆ (ｘ)＝ Ｄα１

１ Ｄα２
２ 􀆺Ｄαｄ

ｄ ｆ(ｘ)存在ꎬ且在 ｘ 处弱连续ꎬ则称 ｆ(􀅰):Ｏ→Ｌ 是 ｎ 阶弱连续可微的ꎮ
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以 Ｃ ｎ
ｗ(ＯꎻＬ)表示 Ｏ 到 Ｌ 的 ｎ 阶弱连续可微函数全体构成的集合ꎮ Ｃ ０

ｗ(ＯꎻＬ)≡Ｃｗ(ＯꎻＬ)为 Ｏ 到 Ｌ 的弱

连续函数全体构成的集合ꎬＣ∞
ｗ (ＯꎻＬ)≡∩

ｎ
Ｃ ｎ

ｗ(ＯꎻＬ)ꎮ

如果 Ｖ 是一离散时间正规鞅 Ｕ￣泛函ꎬ通过 ２Ｄ￣Ｆｏｃｋ 变换得到对应于 Ｖ 的离散时间 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声算子ꎬ
记作 Ｆ －１Ｖꎮ

定义 ７　 设 Ｖ 是 Ｏ 到􀰲的一个映射ꎮ 如果对任意的 ｘ∈Ｏꎬ存在 ｘ 的邻域 Ｏｘ⊆Ｏ 以及 ｃ０≥０ꎬ ｐ０ꎬｑ０≥０ꎬ
使得

｜Ｖ(ｘ′)(σꎬτ) ｜≤ｃ０λｐ０
σ λｑ０

τ ꎬ　 σꎬτ∈Γꎬ　 ｘ′∈Ｏｘꎬ
则称 Ｖ 满足局部一致性条件ꎮ

满足局部一致性条件的映射全体记为 Ｇ２
ｌｕ(Ｏꎻ􀰲)ꎮ 如果对任意的 ｘ∈Ｏꎬ Ｏｘ ＝Ｏꎬ则称 Ｖ 满足一致性条

件ꎮ 满足一致性条件的映射全体记为 Ｇ２
ｕ(Ｏꎻ􀰲)ꎮ

命题 ２　 假设 Ｖ∈Ｇ２
ｕ(Ｏꎻ􀰲)ꎬ则存在 ｐꎬｑ≥０ꎬ使得离散时间正规鞅算子族{ ｆ(ｘ)＝ Ｆ －１Ｖ(ｘ)ꎻ ｘ∈Ｏ}⊆

Ｌ(Ｓｐ(Ｍ)ꎬ Ｓ－ｑ(Ｍ))有界ꎮ
证明　 Ｖ∈Ｇ２

ｕ(Ｏꎻ􀰲)隐含了对于任意的 ｘ∈Ｏꎬ存在 ｃ０≥０ꎬ ｐ０ꎬｑ０≥０ 使得

｜Ｖ(ｘ)(σꎬτ) ｜≤ｃ０λｐ０
σ λｑ０

τ ꎬ　 σꎬτ∈Γꎮ

并且 ｆ(ｘ)＝ Ｆ －１Ｖ(ｘ)ꎬ即 Ｖ(ｘ)＝ ｆ(ｘ)＾ ꎬ结合引理 ２ꎬ可证得结论成立ꎮ
定义 ８　 设 Ｖ∈Ｇ ２

ｌｕ(Ｏꎻ􀰲)ꎬ若对任意的 σꎬτ∈Γꎬ ｘ→Ｖ(ｘ)(σꎬτ)连续ꎬ则称 Ｖ 是局部一致连续的ꎬ并记

Ｃｌｕ(Ｏꎻ􀰲)为局部一致连续映射全体构成的集合ꎮ
对于 Ｍ 检验泛函空间 Ｓ(Ｍ)ꎬ定义 ２￣重张量积 Ｓ(Ｍ)⊗Ｓ(Ｍ)上的内积为

‹ξ１⊗ξ２ꎬη１⊗η２› ＝‹ξ１ꎬη１›‹ξ２ꎬη２›ꎬ　 ξ１ꎬξ２ꎬη１ꎬη２∈Ｓ(Ｍ)ꎬ
则有下面的结论成立ꎮ

命题 ３　 若 Ｖ∈Ｃｌｕ(Ｏꎻ􀰲)ꎬ则 ｆ(ｘ)≡Ｆ －１Ｖ(ｘ)∈Ｃｗ(ＯꎻＬ)ꎮ
证明　 设 ｘ∈Ｏꎬ则对 ｘ 的某个邻域 Ｏｘꎬ Ｖ∈Ｇ２

ｕ(Ｏｘꎻ􀰲)ꎬ由命题 ２ꎬ存在 ｐꎬｑ≥０ꎬ使得{ ｆ(ｘ′) ｜ ｘ′∈Ｏｘ}是
Ｌ(Ｓｐ(Ｍ)ꎬＳ－ｑ(Ｍ))中的有界子集ꎮ 不妨假设存在常数 Ｋ>０ꎬ使得

‖ｆ(ｘ′)‖－ｐꎬ－ｑ≤Ｋꎬ　 ｘ′∈Ｏｘꎮ
对任意的 ＺσꎬＺτ∈Ｉꎬ其中 Ｉ≡{Ｚσ ｜σ∈Γ}是 Ｓ(Ｍ)中的完全集ꎬ映射 ｘ→‹‹ ｆ(ｘ)ＺσꎬＺτ››连续ꎮ

对任意的 ε>０ꎬ假设 ξꎬη∈Ｓ(Ｍ)给定ꎮ 由于 Ｉ 在 Ｓ(Ｍ)中完全ꎬ所以可以选取 ＺσꎬＺτ∈Ｉꎬ使得

‖ξ⊗η－Ｚσ⊗Ｚτ‖ｐꎬｑ≤
ε
４Ｋ

ꎮ

选取 δ 足够小ꎬ使得{ｘ′ꎻ ｜ ｘ－ｘ′ ｜ <δ}⊆Ｏｘꎬ且由 ｜ ｘ－ｘ′ ｜ <δꎬ有

｜ ‹‹ ｆ(ｘ)ＺσꎬＺτ››－‹‹ ｆ(ｘ′)ＺσꎬＺτ›› ｜ < ε
２

ꎮ

从而有

　 ｜ ‹‹ ｆ(ｘ)ξꎬη››－‹‹ ｆ(ｘ′)ξꎬη›› ｜
≤ ｜ ‹‹ ｆ(ｘ)ξꎬη››－‹‹ ｆ(ｘ′)ＺσꎬＺτ›› ｜ ＋ ｜ ‹‹ ｆ(ｘ)ＺσꎬＺτ››－‹‹ ｆ(ｘ′)ＺσꎬＺτ›› ｜
　 ＋ ｜ ‹‹ ｆ(ｘ)ＺσꎬＺτ››－‹‹ ｆ(ｘ′)ξꎬη›› ｜

≤２ ｍａｘ{‖ｆ(ｘ)‖－ｐꎬ－ｑꎬ‖ｆ(ｘ′)‖－ｐꎬ－ｑ}􀅰‖ξ⊗η－Ｚσ⊗Ｚτ‖ｐꎬｑ＋
ε
２

≤２Ｋ‖ξ⊗η－Ｚσ⊗Ｚτ‖ｐꎬｑ＋
ε
２

≤εꎬ
这隐含了对于 ξꎬη∈Ｓ(Ｍ)ꎬ函数 ｆ(ｘ)(ξꎬη)＝ ‹‹ ｆ(ｘ)ξꎬη››是连续的ꎬ因此ꎬ ｆ(ｘ)∈Ｃｗ(ＯꎬＬ)ꎮ 结论得证ꎮ

定义 ９　 若 Ｖ∈Ｇ ２
ｌｕ(Ｏꎻ􀰲)满足下列条件:

１) 对任意的 σꎬτ∈Γꎬ ｘ→Ｖ(ｘ)(σꎬτ)∈Ｃ ｎ(Ｏ)连续ꎬ其中ꎬＣ ｎ(Ｏ)表示 Ｏ 上 ｎ 阶连续可微函数全体构
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成的集合ꎻ
２) 对每个多重指标 αꎬ ｜α ｜≤ｎꎬ ＤαＶ∈Ｇ２

ｌｕ(Ｏꎬ􀰲)ꎻ
则称 Ｖ 在 Ｏ 上 ｎ 阶局部一致连续可微ꎬ并记 Ｏ 上 ｎ 阶局部一致连续可微函数全体为 Ｃ ｎ

ｌｕ(Ｏꎻ􀰲)ꎮ
定理 １　 设 Ｖ∈Ｃ ｎ

ｌｕ(Ｏꎻ􀰲)ꎬ则对应于 Ｖ 的离散时间正规鞅算子 Ｆ －１Ｖ∈Ｃ ｎ
ｗ(ＯꎻＬ)ꎮ

证明　 应用数学归纳法ꎮ 首先ꎬ证明 ｎ＝ １ 的情形ꎮ 设Ｄｋ ｆ ＝Ｆ
－１(ＤｋＶ)ꎬ ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｄꎬ并结合命题 ３ꎬ有

Ｄｋ ｆ∈Ｃｗ(ＯꎻＬ)ꎮ 下证对于任意的 ｘ∈Ｏꎬ ξꎬη∈Ｓ(Ｍ)ꎬ ｋ＝ １ꎬ２􀆺ꎬｄꎬ有

ｌｉｍ
ｈ→０

‹‹ ｆ(ｘ＋ｈｅｋ)ξꎬη››－‹‹ ｆ(ｘ)ξꎬη››
ｈ

－‹‹Ｄｋ ｆ(ｘ)ξꎬη›› ＝ ０ꎮ (３)

由定理的条件ꎬ式(３)对 ξꎬη∈Ｓ(Ｍ)成立ꎮ 与命题 ３ 的证明过程相同ꎬ下面只需要证明存在 δ>０ꎬ ｐꎬｑ≥０ꎬ
使得

ｆ(ｘ＋ｈｅｋ)－ｆ(ｘ)
ｈ

ꎻ ０< ｜ ｈ ｜ < δ{ }
是 Ｌ(Ｓｐ(Ｍ)ꎬＳ－ｑ(Ｍ))中的有界集ꎮ

设 ｘ∈Ｏꎬ Ｏｘꎬｋ为 ｘ 的一个邻域ꎬ且ＤｋＶ∈Ｇ ２
ｕ(Ｏｘꎬｋꎻ􀰲)ꎬ选 δ 足够小且满足 ０< ｜ ｈ ｜ <δꎬ使得 ｘ＋ｈｅｋ∈Ｏｘꎬｋꎮ

假定 σꎬτ∈Γꎬ则由微分中值定理ꎬ存在 ｘ′∈Ｏｘꎬｋꎬ使得

Ｖ(ｘ＋ｈｅｋ)(σꎬτ)－Ｖ(ｘ)(σꎬτ)
ｈ

＝(ＤｋＶ)(ｘ′)(σꎬτ)ꎬ

且(ＤｋＶ ( ｘ′)) (σꎬτ) ∈Ｇ ２
ｕ(Ｏｘꎬｋꎻ􀰲)ꎬ结合命题 ２ 可知ꎬ存在 ｐꎬｑ≥０ꎬ使得{ ｈ－１( ｆ( ｘ ＋ｈｅｋ ) － ｆ( ｘ))} 为

Ｌ(ＳｐꎬＳ－ｑ)中的有界集ꎮ
对于 ｎ>１ꎬ假设定理对 ｎ 成立ꎮ 设 Ｖ 是 Ｏ 上的 ｎ 阶局部一致连续可微的离散时间正规鞅 Ｕ￣泛函ꎮ 则对

任意的 ｋ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｄ 以及 σꎬτ∈Γꎬ ｘ→ＤｋＶ(ｘ) (σꎬτ)∈Ｃ ｎ(Ｏ)ꎮ 并且对任意的 αꎬ ｜ α ｜ ＝ ｎꎬ有 Ｄα(ＤｋＶ)∈
Ｇ ２

ｌｕ(Ｏꎬ􀰲)ꎬ即 ＤｋＶ 在 Ｏ 上是 ｎ 阶局部一致连续可微的ꎮ 因此ꎬ有 Ｆ －１(ＤｋＶ)∈Ｃ ｎ＋１
ｗ (ＯꎻＬ)ꎬ即定理对 ｎ＋１ 也

成立ꎮ 于是ꎬ由数学归纳法定理得证ꎮ

３　 总结

受已有工作的启发ꎬ本文在量子 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 噪声框架下ꎬ以 ２Ｄ￣Ｆｏｃｋ 变换为工具讨论了离散时间正规鞅

泛函算子值函数的可微性ꎬ获得了离散时间正规鞅泛函算子值函数可微性的刻画定理ꎬ可以将其看作是白噪

声理论的一种发展ꎬ具有重要的理论意义ꎮ
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