
山东大学学报(理学版)２０２５ 年 ８ 月 第 ６０ 卷 第 ８ 期
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｈａｎｄｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ Ｖｏｌ.６０ꎬ Ｎｏ.８ꎬ ２０２５ ｈｔｔｐ:∥ｌｘｂｗｋ.ｎｊｏｕｒｎａｌ.ｓｄｕ.ｅｄｕ.ｃｎ

收稿日期:２０２３￣０４￣２７ꎻ 网络出版时间:２０２４￣０４￣１５ １９:１８:４３
基金项目:陕西省杰出青年科学基金项目(２０２０ＪＣ￣２４)
作者简介:李敖宇(２００１— )ꎬ男ꎬ硕士研究生ꎬ研究方向为微分方程、动力系统及其在生物中的应用. Ｅ￣ｍａｉｌ:８６９５６６０１６＠ ｑｑ.ｃｏｍ

　 文章编号:１６７１￣９３５２(２０２５)０８￣０１０６￣１０　 　 　 ＤＯＩ:１０.６０４０ / ｊ.ｉｓｓｎ.１６７１￣９３５２.０.２０２３.１８８

一类带有饱和治愈率的 ＳＥＩＲ 格微分动力系统的行波解

李敖宇
(西安电子科技大学数学与统计学院ꎬ 陕西 西安 ７１００７１)

摘要:研究一类具有饱和治愈率和双线性发生率的离散扩散 ＳＥＩＲ 模型行波解的存在性ꎮ 首先利用上下解的方法结合

Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理证明截断问题的解的存在性ꎻ 其次ꎬ 通过极限方法证明当 Ｒ０>１ꎬ ｃ>ｃ∗时ꎬ 系统存在连接无病平衡点和

正平衡点的行波解ꎬ 通过分析证明行波解在无穷远处的渐近行为ꎮ
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０　 引言

１７６０ 年ꎬＢｅｒｎｏｕｌｌｉ 建立了第一个微分方程模型ꎬ以此评估健康人接种天花病毒的有效性ꎮ １９２７ 年ꎬ
Ｋｅｒｍａｃｋ和 ＭｃＫｅｎｄｒｉｃｋ[１]提出的 ＳＩＲ 模型对流行病学模型的发展产生了重大影响ꎮ
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其中ꎬＳ( ｔ)、Ｉ( ｔ)和 Ｒ( ｔ)分别为易感者(ｓｕｓｐｅｃｔｉｂｌｅꎬ Ｓ)、感染者( ｉｎｆｅｃｔｉｖｅꎬ Ｉ)和恢复者( ｒｅｃｏｖｅｒｅｄꎬ Ｒ)在 ｔ 时
刻的个体数量ꎮ 常数 β 为感染率ꎬγ 为恢复率ꎮ 此后ꎬ该模型得到进一步的研究ꎮ Ｈｏｓｏｎｏ 和 Ｉｌｙａｓ[２] 研究了

一类扩散传染病的行波解ꎮ 根据文献[３]ꎬ当基本再生数 Ｒ０>１ 时ꎬＩ( ｔ)首先增加到最大值ꎬ然后减少到 ０ꎬ从
而传染病流行开来ꎻ如果 Ｒ０<１ꎬ则 Ｉ( ｔ)降至零ꎬ疾病发生但不会大范围流行ꎮ 基本再生数 Ｒ０ 表示一个感染
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者在有传染力的时间段内感染易感者的数量ꎮ 对于各种不同的传染病ꎬ数学模型已成为分析其传播和控制

的重要工具[４￣６]ꎮ
　 　 ＳＥＩＲ 模型是一种由 ＳＩＲ 模型衍生出的模型ꎬ相比 ＳＩＲ 模型ꎬＳＥＩＲ 模型多出了潜伏者“Ｅ”这一人群ꎬ潜
伏者个体已经被感染ꎬ但不具备传染易感者ꎬ使其染病的能力ꎬ经过一段时间的潜伏期ꎬ潜伏者个体会转化为

感染者个体ꎮ Ｘｕ[７]研究了一类扩散 ＳＥＩＲ 模型的行波解存在性以及解的渐近行为ꎻＴｉａｎ 等[８] 研究了一类具

有非局部反应和标准发生率的扩散 ＳＥＩＲ 传染病模型的行波解ꎬ得到了行波解的存在性和不存在性的条件ꎻ
Ｚｈｏｕ 和 Ｃｕｉ[９]考虑了一个具有饱和恢复率的 ＳＥＩＲ 模型ꎬ并分析了此模型行波解的存在性和渐近行为ꎬ模型

中假定 ４ 类人群总数固定ꎬ即 Ｓ＋Ｅ＋Ｉ＋Ｒ ＝Ｎꎬ同时ꎬ考虑到当疾病爆发时ꎬ某些发展中国家由于医疗资源有

限ꎬ不能够无限制接受病人ꎬ因此添加饱和治愈率函数 ｈ( Ｉ)＝
ｒｈＩ
ｂ＋Ｉ

更符合实际情况ꎮ 但尚未有学者研究离散

情况下具有饱和治愈率的 ＳＥＩＲ 模型的行波解情况ꎮ
在自然界中ꎬ种群的生存空间常常是不连续的ꎬ因此空间离散模型对生物种群动力学的研究具有重要的

实际意义ꎬ同时离散化后的格微分动力系统具有更丰富的动力学行为ꎮ Ｚｈｏｕ 等[１０] 研究了一类具有时滞和

非线性发生率的离散扩散 ＳＩＲ 模型ꎬ证明了有界超临界和临界行波解的存在性ꎻＣｈｅｎ 等[５] 研究了一类单调

格动力系统的行波解的唯一性和渐近性ꎮ
基于以上研究ꎬ本文研究一类具有饱和治愈率的离散扩散 ＳＥＩＲ 模型:
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其中ꎬＳｎ( ｔ)和 Ｉｎ( ｔ)分别表示 ｎ 位置易感者和感染者在 ｔ 时刻的种群密度ꎬ１ 和 ｄ 分别为易感者和感染

者的扩散系数ꎬβ 代表易感者与染病者接触后染病化成潜伏者( Ｅ)的概率ꎬ称为感染率ꎮ 易感者在变

为潜伏者之后ꎬ经过 τ 时间后转化为染病者 Ｉꎬ治愈率函数为 ｈ( Ｉ)＝ ｒｈＩ / ( ｂ＋Ｉ) ꎬ其中ꎬｒｈ 为经过治疗ꎬ由
感染者转化为恢复者的速率ꎬｂ 是指使恢复率函数刚好达到 ｒｈ / ２ 时的感染者数量ꎬ也即 ｈ( ｂ) ＝ ｒｈｂ /
( ｂ＋ｂ)＝ ｒｈ / ２ꎬγ 为染病者的自然恢复率ꎬ本文假设总人口归一化为 １ꎬ μ 为单位时间内新生的易感者个

体数量ꎮ

１　 预备知识

对于系统(２)来说ꎬ第 ２ 个方程和第 ４ 个方程和另外 ２ 个是解耦的ꎬ所以本文只需要考虑
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　 　 对于系统(３)ꎬ容易知道该系统拥有 ２ 个平衡点ꎬ无病平衡点(１ꎬ０)和正平衡点(ｓ∗ꎬｉ∗)ꎬ其中

ｓ∗ ＝μ / (βｉ∗＋μ)ꎬ　 ｉ∗ ＝(－ｖ＋ ｖ２－４ａｐ ) / ２ａꎬ

其中 ａ＝β(γ＋μ)ꎬ ｖ＝βμ－βｒｈ＋(γ＋μ)(βｂ＋μ)ꎬ ｐ＝βμｂ－ｒｈ μ＋γμｂ＋μ２ｂꎮ 定义 Ｒ０ ＝
β

ｒｈ / ｂ＋γ＋μ
ꎮ

本文讨论系统(３)的行波解的存在性ꎮ 行波解可以表示为

Ｓｎ( ｔ)＝ ϕ(ｎ＋ｃｔ)ꎬ　 Ｉｎ( ｔ)＝ ψ(ｎ＋ｃｔ)ꎬ　 ｎ∈Ｚꎬ ｔ∈Ｒꎮ
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其中 ϕꎬψ 是定义在 Ｒ 上的非负有界函数ꎬｃ 为一个常数(波速)ꎮ 令 ξ ＝ ｎ＋ｃｔꎬ将 Ｓｎ( ｔ)＝ ϕ(ξ)ꎬ Ｉｎ( ｔ)＝ ψ(ξ)
带入到系统(３)ꎬ可以得到波廓方程:

ｃϕ′(ξ)＝ [ϕ(ξ＋１)＋ϕ(ξ－１)－２ϕ(ξ)]－βϕ(ξ)ψ(ξ)＋μ(１－ϕ(ξ))ꎬ

ｃψ′(ξ)＝ ｄ[ψ(ξ＋１)＋ψ(ξ－１)－２ψ(ξ)]＋βϕ(ξ－ｃτ)ψ(ξ－ｃτ)－
ｒｈψ(ξ)
ｂ＋ψ(ξ)

－γψ(ξ)－μψ(ξ)ꎮ
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此文章研究系统(３)在波速 ｃ>ｃ∗时解的存在性ꎬｃ∗表示最小波速ꎮ 首先应用上下解方法结合 Ｓｃｈａｕｄｅｒ
不动点定理证明解在有限闭区间上的存在性ꎬ再利用极限方法证明了行波解在整个实数域上的存在性ꎬ并分

析行波解在无穷远处的渐近行为ꎮ
首先对系统(３)的第 ２ 个方程在(ϕꎬψ)＝ (１ꎬ０)处线性化ꎬ并将 ψ(ξ)＝ ｅλξ代入ꎬ得

ｃλｅλξ ＝ｄ(ｅλ(ξ＋１) ＋ｅλ(ξ－１) －２ｅλξ)＋βｅλ(ξ－ｃτ) －
ｒｈｅλξ

ｂ＋ｅλξ－γｅ
λξ－μλξꎬ

ｃλ＝ｄ(ｅλ＋ｅ－λ－２)＋βｅ－ｃλτ－
ｒｈ
ｂ
－γ－μꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(５)

令 Δ(λꎬｃ)＝ ｄ(ｅλ＋ｅ－λ－２)－ｃλ＋βｅ－ｃλτ－
ｒｈ
ｂ
－γ－μꎮ 根据文献[１１]ꎬ可得以下引理ꎮ

引理 １　 假设 βｅ－ｃλτ>γ＋μ＋
ｒｈ
ｂ
ꎬ则存在 ｃ∗>０ 和 λ∗>０ꎬ使得

Δ(λ∗ꎬｃ∗)＝ ０ꎮ
并有以下性质成立:

(ⅰ) 对∀０<ｃ<ｃ∗ꎬ当 λ∈[０ꎬ＋∞ )时ꎬΔ(λꎬｃ)>０ꎻ
(ⅱ) 对∀ｃ>ｃ∗ꎬ Δ(λꎬｃ)＝ ０ 存在两个正根 λ１(ｃ)＝ λ１ꎬ λ２(ｃ)＝ λ２(０<λ１<λ２)并且当 λ∈(－∞ ꎬλ１)∪

(λ２ꎬ＋∞ )时ꎬΔ(λꎬｃ)>０ꎻ λ∈(λ１ꎬλ２)时ꎬΔ(λꎬｃ)<０ꎮ
　 　 以下始终假设 ｃ>ｃ∗ꎮ
１.１　 构造上下解

接下来定义系统(４)的上解和下解ꎮ 始终定义 Ｒ０ ＝
β

ｒｈ / ｂ＋γ＋μ
>１ꎬ定义如下函数:

􀭺ϕ(ξ):＝ １ꎬ 􀭵ψ(ξ):＝ ｅλ１ξꎬ

　 ϕ(ξ):＝
１－ρｅθξꎬ　 ξ≤ξ１ꎬ
０ꎬ ξ>ξ１ꎮ

{ ψ(ξ):＝
ｅλ１ξ－ｑｅηλ１ξꎬ　 ξ≤ξ２ꎬ
０ꎬ ξ>ξ２ꎬ

{
其中

ξ１ ＝
－ｌｎ ρ
θ

ꎬ　 ξ２ ＝
－ｌｎ ｑ

(η－１)λ１
ꎬ

参数 θꎬρꎬηꎬｑ 满足如下条件:
(ⅰ) θ>０ 足够小ꎬ使得 ０<θ<λ１ 并且 ｅθ＋ｅ－θ－２－ｃθ－μ<０ꎻ

(ⅱ) ρ>ｍａｘ １ꎬ β
－(ｅθ＋ｅ－θ－２－ｃθ－μ){ }≥１>０ꎻ

(ⅲ) η∈ １ꎬ ｍｉｎ １＋ θ
λ１

ꎬ
λ２

λ１
{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ 使得(λꎬｃ)<０ꎻ

(ⅳ) ｑ>ｍａｘ ｅ(１－η)λ１ξ１ꎬ β ρ
－ ｄ(ｅηλ１＋ｅ－ηλ１－２)－ｃηλ１＋β－γ－μ－(ｒｈ / ｂ)( ){ } ꎮ

　 　 注意到ꎬ通过计算ꎬ有

ξ２ ＝
－ｌｎ ｑ

(η－１)λ１
<ξ１ ＝

－ｌｎ ρ
θ

<０ꎬ

此外易知
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ϕ≤􀭺ϕ＝ １ꎬ　 ψ≤􀭵ψ＝ ｅλ１ξꎬ　 ∀ξ∈Ｒꎮ

　 　 接下来的引理将证明(􀭺ϕꎬ􀭵ψ)ꎬ(ϕꎬψ)是系统(４)的上下解ꎮ

引理 ２　 连续函数 ϕꎬψꎬ􀭺ϕꎬ􀭺ψ 是系统( ４)的上下解ꎬ即对∀ξ∈(Ｒ ＼ { ξ１ꎬξ２} ) ꎬ ϕꎬψꎬ􀭺ϕꎬ􀭺ψ 可导且

满足

Ｄ[􀭺ϕ](ξ)－ｃ 􀭺ϕ′(ξ)－β􀭺ϕ(ξ)ψ(ξ)＋μ(１－􀭺ϕ(ξ))≤０ꎬ (６)

Ｄ[ϕ](ξ)－ｃϕ′(ξ)－βϕ(ξ) 􀭵ψ(ξ)μ(１－ϕ(ξ))≥０ꎬ (７)

ｄＤ[ 􀭵ψ](ξ)－ｃ􀭵ψ′(ξ)＋β􀭺ϕ(ξ－ｃτ) 􀭵ψ(ξ－ｃτ)－
ｒｈ 􀭵ψ(ξ)

ｂ＋􀭵ψ
－(γ＋μ) 􀭵ψ≤０ꎬ (８)

ｄＤ[ψ](ξ)－ｃψ′(ξ)＋βϕ(ξ－ｃτ)ψ(ξ－ｃτ)－
ｒｈψ(ξ)
ｂ＋ψ

－(γ＋μ)ψ≥０ꎬ (９)

其中

Ｄ[ｕ](ξ):＝ｕ(ξ＋１)＋ｕ(ξ－１)－２ｕ(ξ)ꎮ
证明　 依次验证 ϕꎬψꎬ􀭺ϕꎬ􀭵ψ 满足不等式组(６)—(９)ꎬ将 􀭺ϕ 和 ψ( ξ)代入式(６)中ꎬ简单计算可得满足不

等式(６)ꎮ
容易判断对 ξ>ξ１ꎬ不等式(７)显然满足ꎬ 所以考虑当 ξ<ξ１ 时的情况ꎬ将 ϕ 和 􀭵ψ(ξ)代入得

　 (１－ρｅθ(ξ＋１))＋(１－ρｅθ(ξ－１))－２(１－ρｅθξ)＋ｃθρｅθξ－β(１－ρｅθξ)(ｅλ１ξ)＋μ(１－(１－ρｅθξ))
≥－ρ(ｅθ(ξ＋１) ＋ｅθ(ξ－１) －２ｅθξ)＋ｃθρｅθξ－β(１－ρｅθξ)(ｅλ１ξ)
≥ｅθξ(－ρ(ｅθ＋ｅ－θ－２－ｃθ)－βｅ(λ１－θ)ξ)
≥βθξ(１－ｅ(λ１－θ)ξ)
≥０ꎮ

式(８)代入后同样满足ꎮ
　 　 对于 ξ>ξ２ꎬ式(９)满足ꎬ考虑当 ξ<ξ２ 时的情况ꎮ

　 ｄＤ[ψ](ξ)－ｃψ′(ξ)＋βϕ(ξ)ψ(ξ－ｃτ)－
ｒｈψ(ξ)
ｂ＋ψ

－(γ＋μ)ψ

≥ｄ[－ｑｅηλ１(ξ＋１)－ｑｅηλ１(ξ－１)＋ｑｅηλ１ξ]＋ｃηλ１ｑｅηλ１ξ

　 －β(ρｅ(λ１＋θ)(ξ－ｃτ) ＋ｑｅηλ１(ξ－ｃτ))＋ｑｅηλ１ξ
ｒｈ
ｂ
＋μ＋γ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ｅηλ１ξ －ｑ[ｄ(ｅηλ１＋ｅ－ηλ１－２)]－ｃηλ１－μ－γ－
ｒｈ
ｂ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－βｅηλ１(ξ－ｃτ)(ρｅ[θ＋(１－η)λ１]ξ＋ｑ)

≥ｅηλ１ξ －ｑ[ｄ(ｅηλ１＋ｅ－ηλ１－２)]－ｃηλ１－μ－γ－
ｒｈ
ｂ{ } －βｅηλ１ξ(ρｅ[θ＋(１－η)λ１]ξ＋ｑ)

＝ ｅηλ１ξ －ｑ ｄ(ｅηλ１＋ｅ－ηλ１－２)＋β－ｃηλ１－μ－γ－
ｒｈ
ｂ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
－β ρｅ[θ＋(１－η)λ１]ξ{ }

≥β ρｅηλ１ξ(１－ｅ[θ＋(１－η)λ１]ξ)
≥０ꎮ

引理得证ꎮ

２　 截断问题

这一章考虑一个辅助的截断问题ꎬ证明系统(４)的解在有限闭区间上的存在性ꎮ 现给定 ｌ>－ξ２(>０)ꎬ考
虑如下截断问题:
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Ｄ[ϕ]－ｃϕ′－βϕψ＋μ(１ / ϕ)＝ ０ꎬ ξ∈[－ｌꎬｌ]ꎬ

ｄＤ[ψ]－ｃψ′＋βϕ(ξ－ｃτ)ψ(ξ－ｃτ)－
ｒｈψ(ξ)
ｂ＋ψ(ξ)

－(γ＋μ)ψ(ξ)ꎬ ξ∈[－ｌꎬｌ]ꎬ

(ϕꎬψ)＝ (􀭺ϕꎬ􀭵ψ)ꎬ ξ<－ｌꎬ
(ϕꎬψ)＝ (ϕ( ｌ)ꎬψ( ｌ))ꎬ ξ>ｌꎬ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(１０)

其中

ϕ′(－ｌ):＝ ｌｉｍ
ｈ→０

ϕ(－ｌ＋ｈ)－ϕ(－ｌ)
ｈ

ꎬ

ϕ′( ｌ):＝ ｌｉｍ
ｈ→０

ϕ( ｌ)－ϕ( ｌ－ｈ)
ｈ

ꎬ

ψ′(－ｌ):＝ ｌｉｍ
ｈ→０

ψ(－ｌ＋ｈ)－ψ(－ｌ)
ｈ

ꎬ

ψ′( ｌ):＝ ｌｉｍ
ｈ→０

ψ( ｌ)－ψ( ｌ－ｈ)
ｈ

ꎮ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(１１)

设 Ｃ ｌ ＝Ｃ([ － ｌꎬ ｌ]) ×Ｃ ([ － ｌꎬ ｌ])ꎬ Ｓ ｌ ＝ {(ϕ ( ξ)ꎬψ ( ξ)) ∈Ｃ ｌ ｜ ϕ≤ϕ≤ 􀭵ϕꎬ ψ≤ψ≤􀭵ψꎬ ξ∈[－ ｌꎬ ｌ]ꎬ
(ϕꎬψ)(－ｌ)＝ (􀭺ϕꎬ􀭵ψ)(－ｌ)}ꎮ
　 　 并定义 Ｓ ｌ上的范数为

‖(ｕ１ꎬｕ２)‖ｓｕｐ ＝ｍａｘ{ ｓｕｐ
ξ∈[－ｌꎬｌ]

｜ ｕ１ ｜ ꎬ ｓｕｐ
ξ∈[－ｌꎬｌ]

｜ ｕ２ ｜ }ꎬ

再令

ϕ(ξ)＝
ϕ(ξ)ꎬ　 ξ∈(－ｌꎬｌ)ꎬ
ϕ(ξ)ꎬ　 ξ∈(－ｌ－ｃτꎬ－ｌ]ꎬ{ 　 　 ψ(ξ)＝

ψ(ξ)ꎬ　 ξ∈(－ｌꎬｌ)ꎬ
ψ(ξ)ꎬ　 ξ∈(－ｌ－ｃτꎬ－ｌ]ꎮ{

由上下解的定义可知ꎬ在 ξ∈[－ｌꎬｌ]上有 ０≤ϕ≤１ꎬ ０≤ψ≤ｅλ１ｌꎬ因此ꎬＳ ｌ在所定义的范数的意义下是一个非空

有界闭集ꎮ 对任意(ϕꎬψ)∈Ｓｌꎬ将其如式(１０)一样延拓至[－ｌꎬｌ]外ꎮ 引入连续函数 Ｈｌ
１(ϕꎬψ)ꎬＨｌ

２(ϕꎬψ):
Ｈ ｌ

１(ϕꎬψ)＝ αϕ(ξ)＋Ｄ[ϕ](ξ)－βϕ(ξ)ψ(ξ)＋μ(１－ϕ(ξ))ꎬ

Ｈ ｌ
２(ϕꎬψ)＝ αψ(ξ)＋ｄＤ[ψ](ξ)＋βϕ(ξ－ｃτ)ψ(ξ－ｃτ)－

ｒｈψ(ξ)
ｂ＋ψ(ξ)

－(μ＋γ)ψ(ξ)ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

(１２)

其中ꎬα＝αｌ 为正常数且满足

α>ｍａｘ ２＋βｅλ１ｌ＋μꎬ ２ｄ＋
ｒｈ
ｂ
＋μ＋γ{ } ꎬ

对于(ϕ１ꎬψ１)ꎬ(ϕ２ꎬψ２)∈Ｓ ｌ且 ϕ１≤ϕ２ꎬ ψ１≤ψ２ꎬ有ꎬ
Ｈ ｌ

１(ϕ１ꎬψ２)≤Ｈ ｌ
１(ϕ１ꎬψ１≤Ｈ ｌ

１(ϕ２ꎬψ１)ꎬ　 Ｈ ｌ
２(ϕ１ꎬψ１)≤Ｈ ｌ

２(ϕ２ꎬψ２)ꎬ　 ∀ξ∈[－ｌꎬｌ]ꎮ (１３)
最后定义一个非线性算子 Ｆ ｌ ＝(Ｆ ｌ

１ꎬＦ ｌ
２):

Ｆ ｌ
１(ϕꎬψ)(ξ)＝ ｅα( －ｌ－ξ) / ｃ􀭺ϕ( － ｌ)＋ ∫ξ

－ｌ

ｅα(ｚ－ξ) / ｃ

ｃ
Ｈ ｌ

１(ϕꎬψ)(ｚ)ｄｚꎬ　 ξ∈[ － ｌꎬｌ]ꎬ

Ｆ ｌ
２(ϕꎬψ)(ξ)＝ ｅα( －ｌ－ξ) / ｃ 􀭵ψ( － ｌ)＋ ∫ξ

－ｌ

ｅα(ｚ－ξ) / ｃ

ｃ
Ｈ ｌ

２(ϕꎬψ)(ｚ)ｄｚꎬ　 ξ∈[ － ｌꎬｌ]ꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１４)

易知 Ｆ ｌ的一个不动点是系统(１０)的解ꎬ且属于 Ｃ(Ｒ) ×Ｃ(Ｒ)∩Ｃ１(Ｒ ＼ { － ｌꎬｌ}) ×Ｃ１(Ｒ{ －ｌꎬｌ})ꎬ下面应用

Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理证明不动点的存在性ꎮ
引理 ３　 给定 ｌ>－ξꎬ系统(１０)存在一个属于 Ｃ(Ｒ)×Ｃ(Ｒ)∩Ｃ１(Ｒ ＼{－ｌꎬｌ})×Ｃ１(Ｒ{－ｌꎬｌ})的解(ϕꎬψ)ꎬ

且满足

０≤ϕ≤ϕ≤１ꎬ　 ０≤ψ≤ψ≤􀭵ψꎬ　 ∀ξ∈(－∞ ꎬ－ｌ)ꎮ (１５)
证明　 首先说明 Ｆ ｌ(Ｓ ｌ)⊂Ｓ ｌꎮ 由式(１３)、(１４)计算得ꎬ对任意(ϕꎬψ)∈Ｓ ｌꎬ ξ∈[－ｌꎬｌ]上有

Ｆ ｌ
１(ϕꎬ􀭵ψ)≤Ｆ ｌ

１(ϕꎬψ)≤Ｆ ｌ
１(􀭺ϕꎬψ)ꎬ　 Ｆ ｌ

２(ϕꎬψ)≤Ｆ ｌ
２(ϕꎬψ)≤Ｆ ｌ

２(􀭺ϕꎬ􀭵ψ)ꎬ
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由引理 ２ 以及上下解的定义ꎬ可得ꎬξ∈[－ｌꎬｌ]上有

ϕ≤Ｆ ｌ
１(ϕꎬψ)≤Ｆ ｌ

１(􀭺ϕꎬψ)≤􀭺ϕꎬ　 ψ≤Ｆ ｌ
２(ϕꎬψ)≤Ｆ ｌ

２(􀭺ϕꎬ􀭵ψ)≤􀭵ψꎬ
因此ꎬＦ ｌ(Ｓ ｌ)⊂Ｓ ｌꎬ即算子 Ｆ ｌ将 Ｓ ｌ映到 Ｓ ｌꎮ

接下来证明 Ｆ ｌ全连续ꎮ 先考虑 Ｆ ｌ
１ꎬ对于 Φ１ ＝(ϕ１ꎬψ１)ꎬ Φ２ ＝ (ϕ２ꎬψ２)∈Ｓ ｌꎬ存在正常数 ＭꎬＭ１ꎬＭ２ 足够

大ꎬ使得

　 ‖Ｆ ｌ
１(Φ１)(ξ)－Ｆ ｌ

１(Φ２)(ξ)‖ｓｕｐ

＝ ｓｕｐ
ξ∈[－ｌꎬｌ]

｜ ｅα( ｌ－ξ) / ｃ[􀭺ϕ１(－ｌ)－􀭺ϕ２(－ｌ)]＋ ∫ξ

－ｌ

ｅα(ｚ－ξ) / ｃ

ｃ
[α(ϕ１－ϕ２)＋(Ｄ[ϕ１]－Ｄϕ２])(βϕ１ψ１－βϕ２ψ２)]ｚｄｚ ｜

≤Ｍ１(􀭺ϕ１(－ｌ)－􀭺ϕ２(－ｌ))＋ ∫ξ

－ｌ
Ｍ２[(α＋４)‖ϕ１－ϕ２‖ｓｕｐ＋βϕ１(ψ１－ψ２)＋βψ２(ϕ２－ϕ１)]ｚｄｚ

≤Ｍ１(􀭺ϕ１(－ｌ)－􀭺ϕ２(－ｌ))＋２ｌＭ２[(α＋４)＋βψ２]‖ϕ１－ϕ２‖ｓｕｐ＋２ｌＭ２ βϕ１‖ψ１－ψ２‖ｓｕｐ

≤Ｍ‖Φ１－Φ２‖ｓｕｐꎬ
因此ꎬ当‖Φ１－Φ２‖ｓｕｐ→０ꎬ ‖Ｆ ｌ

１(Φ１)(ξ)－Ｆ ｌ
１(Φ２)(ξ)‖ｓｕｐ→０ꎮ Ｆ ｌ

１ 的连续性得证ꎮ
可以由类似的计算得到 Ｆ ｌ

２ 的连续性ꎮ 同时ꎬ显然 Ｆ ｌ为一致有界的ꎮ
下证 Ｆ ｌ等度连续ꎮ 容易看出对∀Φ＝(ϕꎬψ)∈Ｓ ｌꎬ Ｈ ｌ

１(ϕꎬψ)有界ꎬ令Ｋ∈Ｒ 充分大ꎬ不妨设 ｜Ｈ ｌ
１(ϕꎬψ) ｜≤Ｋꎮ

　 ‖Ｆ ｌ
１(Φ)(ξ＋ｓ)－Ｆ ｌ

１(Φ)(ξ)‖ｓｕｐ

＝ ｓｕｐ
ξ∈[－ｌꎬｌ]

｜ ｅα[－ｌ－(ξ＋ｓ)] / ｃ􀭺ϕ(－ｌ)－ｅα(－ｌ－ξ) / ｃ􀭺ϕ(－ｌ)＋ ∫ξ

－ｌ

ｅα[ｚ－(ξ＋ｓ)] / ｃ

ｃ
－ｅ

α(ｚ－ξ) / ｃ

ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷Ｈ ｌ

１(ϕꎬψ)(ｚ)ｄｚ ｜

＝ ｓｕｐ
ξ∈[－ｌꎬｌ]

｜ ｅα[－ｌ－ξ] / ｃ􀭺ϕ(－ｌ)(ｅαｓ / ｃ－１)＋ ∫ξ

－ｌ

ｅα(ｚ－ξ) / ｃ

ｃ
(ｅ－αｓ / ｃ－１)Ｈ ｌ

１(ϕꎬψ)(ｚ)ｄｚ

　 ＋ ∫ξ＋ｓ

ξ

ｅα[ｚ－(ξ＋ｓ)] / ｃ

ｃ
Ｈ ｌ

１(ϕꎬψ)(ｚ)ｄｚ ｜

≤ｓＫ
ｃ
＋ ２ｌＫ

ｃ
＋１æ

è
ç

ö

ø
÷ ｜ ｅ

－αｓ
ｃ －１ ｜ ꎬ

因此 Ｆ ｌ
１ 等度连续ꎮ Ｆ ｌ

２ 同理ꎬ故 Ｆ ｌ在 Ｓ ｌ上一致有界且等度连续ꎮ 由 Ａｒｚｅｌ􀅣－Ａｓｃｏｌｉ 定理ꎬＦ ｌ列紧ꎮ
下证 Ｆ ｌ为闭集ꎮ 设

􀭺Ｕ＝
􀭺ϕ(ξ)
􀭵ψ(ξ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ　 Ｕ＝

ϕ(ξ)

ψ(ξ)
æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ꎮ

因为 Ｆ ｌ列紧ꎬ故在 Ｆ ｌ(Ｓ ｌ)中可以找到一个有收敛子列的无限序列{Ψ} ｎꎬ仍记为{Ψ} ｎ→Ψꎮ 由于Ｆ ｌ:Ｓ ｌ→Ｓ ｌꎬ
故{Ψ} ｎ⊂Ｓ ｌꎬ也即 Ｕ≤Ψｎ≤􀭺Ｕꎬ因而 Ｕ≤Ψ≤􀭺Ｕꎬ即 Ψ⊂Ｓ ｌꎬ因此 Ｆ ｌ为闭集ꎮ 同时因为‖Ψｎ(ξ)‖ｓｕｐ一致收敛于

‖Ψｎ‖ｓｕｐꎬ且 ｌｉｍξ→∞ ‖􀭺Ｕ－Ｕ‖ｓｕｐ ＝ ０ꎬ上下解收敛ꎬ故{Ψ} ｎ→Ψ 在 Ｓｌ中成立ꎬＦ ｌ在 Ｓｌ中是紧的ꎬ所以由 Ｓｃｈａｕｄｅｒ
不动点定理ꎬＦ ｌ在 Ｓ ｌ中存在一个不动点ꎬ证明了系统(１０)在[－ｌꎬｌ]上解的存在性ꎮ

３　 行波解的存在性

本章将证明当 ｃ≥ｃ∗ꎬ Ｒ０>１ 时ꎬ系统(４)存在行波解(ϕꎬψ)且满足 ０<ϕ<１ꎬ ψ>０ꎮ

首先考虑 ｃ>ｃ∗的情况ꎮ 取一个正递增数列{ ｌｋ} ｋ∈Ｎꎬ使得 ｋ→＋∞时ꎬｌｋ→＋∞ꎬ且 ｋ∈Ｎ 时ꎬｌｋ>－ξ２ꎮ 由引

理 ３ 可知ꎬ对于任一 ｋ∈Ｎꎬ存在满足系统(１０)和式(１５)的解(ϕｋꎬψｋ)∈Ｃ(Ｒ)×Ｃ(Ｒ)∩(Ｃ１(Ｒ ＼ { －ｌｋꎬｌｋ}) ×
Ｃ１(Ｒ ＼ { － ｌｋꎬｌｋ}))ꎮ 对∀Ｋ∈Ｎ 充分大且 ｌｋ≥２ꎬ因为 ψ 在[ － ｌｋꎬｌｋ]上有界ꎬ通过系统(４)ꎬ可得{ϕｋ} ｋ≥Ｋꎬ
{ψｋ} ｋ≥Ｋꎬ以及{ϕｋψｋ} ｋ≥Ｋ在[－ｌｋꎬｌｋ]上一致有界ꎬ且{ϕｋ}ꎬ{ψｋ}在[－ｌｋ＋１ꎬｌｋ－１]上也一致有界ꎮ 再令 Ｋ 足够

大ꎬ同时通过对角取元过程得到{ϕｋꎬψｋ}的子列{(ϕｋｊꎬψｋｊ)}ꎬ使得当 ｊ→∞时ꎬ在 Ｒ 的任意紧子集上一致地

有 ϕｋｊ→ϕꎬ ψｋｊ→ ψꎬ ϕｋｊ→ϕ′ꎬ ψｋｊ→ ψ′ꎮ 由 Ａｒｚｅｌ􀅣－Ａｓｃｏｌｉ 定理ꎬ显然(ϕꎬψ)是系统(４)的解ꎬ且有

０≤ϕ≤ϕ≤１ꎬ　 ０≤ψ≤ψ≤􀭵ψꎬ　 ∀ξ∈Ｒꎬ (１６)
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由上下解的定义ꎬ有
(ϕꎬψ)(－∞ )＝ (１ꎬ０)ꎮ

引理 ４　 在 Ｒ 上ꎬ０<ϕ<１ꎬ ψ>０ꎬ且 ϕꎬψ 是非平凡的ꎮ
证明　 先证 ψ>０ꎮ 使用反证法ꎬ由于 ψ>０ꎬ则在(－∞ ꎬ－ξ２)上 ψ>０ꎮ 假设存在一实数 ξ０∈[ξ２ꎬ∞ )ꎬ使得

ψ(ξ０)＝ ０ 且对∀ξ<ξ０ꎬ ψ(ξ)>０ꎮ 由于 ψ 在 Ｒ 上始终非负ꎬ则 ψ′(ξ０)＝ ０ꎬ再将 ψ(ξ０)＝ ０ꎬ ψ′(ξ０)＝ ０ 代入式

(４)的第二个方程ꎬ可得

ψ(ξ０－１)＋ψ(ξ０＋１)＋βϕ(ξ０－ｃτ)ψ(ξ０－ｃτ)＝ ０ꎬ
ψ(ξ０－１)＋ψ(ξ０＋１)＋βϕ(ξ０－ｃτ)ψ(ξ０－ｃτ)＝ ０ꎬ
ψ(ξ０－１)＝ ０ꎬ　 ψ(ξ０－ｃτ)＝ ０ꎬ

与 ξ０ 的定义矛盾ꎬ因此 ψ>０ꎮ
再证明 ϕ > ０ꎮ 事实上ꎬ如果对于某个 ξ∗ 有 ϕ( ξ∗ ) ＝ ０ꎬ那么由系统 (４) 的第 １ 个方程可知ꎬ由于

ϕ′(ξ∗)＝ ０ꎬ Ｄ[ϕ](ξ∗)≥０ꎬ μ>０ꎮ 那么

０＝ －ｃϕ′(ξ∗)＋Ｄ[ϕ](ξ∗)＋μ(１－ϕ(ξ∗))－βϕ(ξ∗)ψ(ξ∗)＝ Ｄ[ϕ](ξ∗)＋μ>０ꎬ
导出矛盾ꎬ因此 ϕ>０ꎮ

接下来证明 ϕ<１ꎮ 类似地ꎬ如果存在 􀭴ξꎬ使得 ϕ(􀭴ξ)＝ １ꎬ同样由系统(４)的第一个方程ꎬ可知ꎬ
０ ＝ －ｃϕ′(􀭴ξ)＋Ｄ[􀭴ξ]＋μ(１－ϕ(􀭴ξ))－βϕ(􀭴ξ)ψ(􀭴ξ)
＝ －ｃϕ′(􀭴ξ)＋Ｄ[ϕ](􀭴ξ)－βψ(􀭴ξ)
<０ꎮ

这是因为 ϕ′(ξ∗)＝ ０ꎬ Ｄ[ϕ](􀭴ξ)≤０ꎬ ψ>０ꎮ 导出矛盾ꎬ因此 ϕ<１ꎮ
下面最主要的是证明 ψ 有界ꎮ 我们称系统(４)中的第 ２ 个方程满足下列 Ｈａｒｎａｃｋ 性质[１２]ꎮ
引理 ５　 令 Ｍ 为正实数ꎬ若存在一个正常数 Ｃ ＝Ｃ(Ｍ)使得对任意连续函数 ａ 和 ｂꎬ满足对所有 ξ∈Ｒꎬ

Ｍ－１≤ａ( ξ)≤Ｍꎬ ｂ( ξ)≥－Ｍꎬ且对任意 Ｃ１(Ｒ)函数 ｕ 满足ꎬ对任意 ξ∈Ｒ 有 ｕ′( ξ)≥ａ( ξ) ｕ( ξ ＋ １) ＋
ｂ(ξ)ｕ(ξ)ꎬ那么对所有 ξ∈Ｒꎬ有

Ｃ －１≤ｕ(ξ＋１)
ｕ(ξ)

≤Ｃꎮ

　 　 由于 Ｃ>０ 且 ϕ 非负ꎬ令引理 ５ 中 ｕ＝ψꎬ有

ψ′(ξ)≥ ｄ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ψ(ξ＋１)－ ２ｄ

ｃ
＋ γ
ｃ
＋
ｒｈ
ｂｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ψ(ξ)ꎬ

因此由引理 ５ꎬ可知 ξ ｜→
ψ(ξ±１)
ψ(ξ)

在 Ｒ 上有界ꎬ而由波廓方程(４)ꎬξ ｜→
ψ′(ξ)
ψ(ξ)

也有界ꎮ

下面两个引理说明了当ｌｉｍ ｓｕｐ
ξ→＋∞

ψ(ξ)＝ ＋∞时ꎬϕꎬψ 在＋∞处的渐近行为ꎮ

引理 ６　 令 ０<ｃ≤􀭰ｃ 为两给定正实数ꎬ{ｃｋ}为[ｃꎬ􀭰ｃ]中的实数序列ꎬ令{(ϕｋꎬψｋ)}为速度 ｃｋ 下满足(１６)
式的系统(４)的解ꎮ 若{ξｋ}为一个实数序列ꎬ且使得在 ｋ→＋∞时 ψｋ(ξｋ)→＋∞ꎬ那么在 ｋ→＋∞时 ϕｋ(ξｋ)→０ꎮ

证明　 使用反证法ꎬ假设存在 ε>０ 使得当 ｋ→＋∞时ꎬψｋ(ξｋ)→＋∞且对所有 ｋ∈Ｎꎬ有 ϕｋ(ξｋ)≥εꎮ 由于

在 Ｒ 上有 ０<ϕｋ<１ 且 ψｋ>０ꎬ系统(４)中关于 ϕｋ 的方程说明对 ξ∈Ｒꎬ有

ϕ′ｋ(ξ)≤
２
ｃ
ꎬ (∗)

因此ꎬ在 ξ∈[ξｋ－δꎬξ)上ꎬϕｋ(ξ)≥
ε
２
ꎬ其中 δ＝

εｃ
４
>０ꎮ

另一方面ꎬ由于对所有的 ξ∈Ｒꎬ ｋ∈Ｎ 都有 ψ′ｋ(ξ)≥
ｄψ(ξ＋１)

􀭰ｃ
－
(２ｄ＋γ＋ｒｈ / ｂ)ψ(ξ)

ｃ
ꎬ因此

ψ′ｋ
ψｋ

在 Ｒ 上全局

有界且不依赖于 ｋꎮ 因此ꎬ极限 ｌｉｍ
ｋ→＋∞

ψｋ(ξｋ)＝ ＋∞即 ｋ→＋∞时ꎬ

０<Ｍｋ:＝ ｍｉｎ
ξｋ－δꎬξｋ

ψｋ→＋∞ꎬ
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由(∗)式及系统(４)ꎬ以及 ０<ϕｋ<１ 得出在 ｋ→＋∞时 ｍａｘ
[ξｋ－δꎬξｋ]

ϕ′ｋ≤
２
ｃ
－
βεＭｋ

２􀭰ｃ
→－∞ꎮ 这与 ϕｋ 有界矛盾ꎬ因此在

ｋ→＋∞时 ϕｋ(ξｋ)→０ꎮ
再考虑满足式(１６)以及(ϕꎬψ)(－∞ )＝ (１ꎬ０)的系统(４)的解ꎮ 下面引理说明了当 ψ 无界时ꎬψ 在＋∞

处收敛于＋∞ ꎮ
引理 ７　 若 ｌｉｍ ｓｕｐ

ξ→＋∞
ψ(ξ)＝ ＋∞ ꎬ则 ｌｉｍ

ξ→＋∞
ψ(ξ)＝ ＋∞ ꎮ

证明　 使用反证法ꎮ 假设 ｌｉｍ ｓｕｐ
ξ→＋∞

ψ(ξ)＝ ＋∞ ꎬ且 ｌｉｍ ｉｎｆ
ξ→＋∞

ψ(ξ)<＋∞ ꎮ 因为
ψ′
ψ
全局有界ꎬ则存在 Ｍ∈Ｒ 和

收敛于＋∞的序列{θｋ}ꎬ{ξｋ}ꎬ且使得对于所有 ｋ∈Ｎ 和 ｌｉｍ
ｋ→＋∞

ψ(ξｋ)＝ ＋∞ ꎬ

ψ(θｋ)≤Ｍꎬ　 θｋ<ξｋ－１<ξ<ξｋ＋１<θｋ＋１ꎬ　 ψ(ξｋ)＝ ｍａｘ
[θｋꎬθｋ＋１]

ψ( ＝ ｍａｘ
[ξｋ－１ꎬξｋ＋１]

ψ)ꎬ

因此 ψ′(ξｋ)＝ ０(极值点)且 Ｄ[ψ](ξｋ)≤０ꎮ 由式(４)可推断出ꎬ对所有 ｋ∈Ｎꎬ μ＋γ＋
ｒｈ
ｂ
－βϕ(ξ－ｃτ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ψ(ξ)≤０ꎮ

但是当 ｋ→＋∞时ꎬ由引理 ６ 得 ϕ(ξｋ)→０ 且 ψ(ξｋ)>０ꎬ因此上式显然不成立ꎮ
为了进一步分析解的性质ꎬ根据文献[４]ꎬ得出以下结果ꎮ
引理 ８　 令 ζ>０ 为正常数ꎬ同时ꎬＢ:Ｒ→Ｒ 为有极限 Ｂ(±∞ )＝ ｌｉｍ

ｘ→±∞
Ｂ(ｘ)的连续函数ꎮ ｚ 为连续函数ꎬ且

满足

ζｚ(ｘ)＝ ｅ∫
ｘ＋１

ｘ
ｚ(ｓ)ｄｓ ＋ ｅ∫

ｘ－１

ｘ
ｚ(ｓ)ｄｓ＋Ｂ(ｘ)ꎬ

ｚ(ｘ)在 Ｒ 上一致连续且有界ꎮ 同时ꎬ极限 ω± ＝ ｌｉｍ
ｘ→±∞

ｚ(ｘ)存在ꎬ且为特征方程

ζω＝ ｅω＋ｅ－ω＋Ｂ(±∞ )
的实根ꎮ

引理 ９　 ψ 有界ꎮ
证明　 若 ψ 无界ꎬ即 ｌｉｍ ｓｕｐ

ξ→∞
ψ(ξ)＝ ＋∞ ꎬ由于 ψ 连续且正ꎬψ(－∞ )＝ ０ꎮ 因此ꎬ引理 ６、７ 意味着在 ξ→∞

时ꎬψ(ξ)→∞ꎬ ϕ(ξ)→０ꎮ 由系统(４)ꎬ连续函数 ｚ(ξ):＝ψ′
ψ
满足

ｃ
ｄ
ｚ(ξ)＝ (ｅ∫

ξ＋１

ξ
ｚ(ｓ)ｄｓ ＋ ｅ∫

ξ－１

ξ
ｚ(ｓ)ｄｓ－２)－

μ＋γ＋[ｒｈψ(ξ) / (ｂ＋ψ(ξ))]
ｄ

＋βϕ(ξ－ｃτ)ψ(ξ－ｃτ)
ψ(ξ)

ꎬ

因为 ϕ 存在有限极限ꎬ且 ϕ(＋∞ )＝ ０ꎬ由引理 ８ 得ꎬ在 ξ→＋∞时ꎬ有
ｄ(ｅω＋ｅ－ω－２)＝ ｃω＋μ＋γ＋ｒｈꎬ (１７)

μꎬγꎬｒｈ 为正ꎬ方程有一正一负两根ꎮ 而 ｚ＝ψ′
ψ
ꎬ由于 ψ(＋∞ )＝ ∞ ꎬ故 ｚ 趋于式(１７)的正根ꎮ 同时ꎬ注意 λ１<λ２

为特征方程 Δ(λ∗ꎬｃ∗)＝ ０ 的两个正根ꎬ由于 β>０ꎬ可得 λ１<λ２<ωꎻ但由 ｚ＝ψ′
ψ

＝ω>０ 可得ꎬξ→∞时ꎬｌｎ ψ(ξ) ~

ωξꎬ由式(１６)ꎬ对所有 ξ∈Ｒꎬ有 ψ(ξ)≤􀭵ψ(ξ)＝ ｅλ１ξꎬ λ１<ωꎬ故矛盾ꎬ所以 ψ 有界ꎮ
引理 １０　 ｉｎｆ

Ｒ
ϕ>０ꎮ

证明　 Ｃ∞ 函数 ϕ 在 Ｒ 中满足 ０<ϕ<１ꎬ且 ϕ(－∞ )＝ １ꎮ 假设 ｉｎｆ
Ｒ

ϕ ＝ ０ꎮ 则存在一个序列{ξｋ}→∞ꎬ使得

在 ｋ→＋∞时ꎬϕ(ξｋ)→０ꎮ
另一方面ꎬ由于 ϕꎬψ 有界ꎬ且任意阶导数有界ꎬ因此ꎬ由 Ａｒｚｅｌ􀅣－Ａｓｃｏｌｉ 定理ꎬ存在 ξ 的子序列 ξｋꎬ使得当

ｋ→＋∞时ꎬ函数 ξ ｜→ϕ(ξ＋ξｋ)ꎬ ξ ｜→ψ(ξ＋ξｋ)在 Ｃ∞
ｌｏｃ(Ｒ)上收敛到非负函数 ϕ∞(ξ)ꎬψ∞(ξ)ꎬ显然 ϕ∞(０)＝ ０ꎬ

由系统(４)第一个方程有
－ｃϕ∞(ξ) ′＋Ｄ[ϕ∞(ξ)]＋μ(１－ϕ∞(ξ))－βϕ∞(ξ)ψ∞(ξ)＝ ０ꎮ (１８)

由 μ>０ꎬ上式在 ０ 处矛盾ꎮ 因此 ｉｎｆ
Ｒ

ϕ>０ꎮ

下面证明 ψ 不会在＋∞处以任意形式接近 ０ꎬ方法是证明对于任意充分小的 εꎬ当 ψ<ε 时 ψ′>０ꎮ
引理 １１　 令 ０<ｃ≤􀭰ｃ 为两给定正实数ꎬ存在 ε>０ꎬ使得对任意Γ∈[ｃꎬ􀭰ｃ]和对任意满足式(１６)的(４)的解
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(以速度 Γ 代替 ｃ)成立:对任意 ξ∈Ｒꎬ有
(ψ(ξ)≤ε)⇒(ψ′(ξ)>０)ꎮ

证明　 使用反证法ꎮ 假设不存在这样的 εꎬ则存在序列{ ｃｋ}∈[ ｃꎬ 􀭰ｃ]和序列{ ξｋ}ꎬ使得系统(４)的以

ｃ＝ ｃｋ为波速且满足式(１６)的解{(ϕｋꎬψｋ)}ꎬ满足当 ｋ→＋∞时ꎬψｋ(ξｋ)→０ꎬ且对所有 ｋ∈Ｎꎬ ψ′ｋ(ξｋ)≤０ꎮ
不失一般性ꎬ假设 ξｋ ＝ ０ꎮ {ｃｋ}存在子序列仍记为{ｃｋ}ꎬ使得在 ｋ→＋∞时ꎬｃｋ→ｃ∞ ∈[ｃꎬ􀭰ｃ]ꎮ 引理 ５ 可得

序列
ψ′ｋ
ψｋ

{ }在 Ｌ∞(Ｒ)有界ꎬ即存在 ｃ>０ꎬ使得在 ｋ∈Ｎꎬ ξ∈Ｒ 时ꎬ ｜ ψｋ( ξ) ｜ ≤ｃ ｜ ψｋ( ξ) ｜ ꎮ 因为在 ｋ→＋∞ 时ꎬ

ψｋ(０)→０ꎬ从而 ψｋ 在 Ｒ 上局部一致收敛于 ０ꎮ 因此也有在 ｋ→＋∞时ꎬψ′ｋ(ξｋ)在 Ｒ 上局部一致收敛于 ０ꎮ 相

应地ꎬ通过对系统(４)中的 ϕｋ 求导ꎬ可得 ϕ′ｋꎬϕ″ｋ局部有界ꎮ 因此ꎬ{ϕｋ}在 Ｃ１
ｌｏｃ(Ｒ)中收敛ꎬ{ϕｋ}收敛于 ϕ∞ 且

ϕ∞ 满足系统(４)(速度 ｃ∞ ꎬψ＝ ０)且 ０≤ϕ∞ ≤１ꎬ即ꎬ在 Ｒ 上有

ｃ∞ ϕ′∞ ＝Ｄ[ϕ∞ ]＋μ(１－ϕ∞ )ꎬ
令 α＝ ｉｎｆ

Ｒ
ϕ∞ ꎬ{ζｍ}为一实序列ꎬ使得在 ｍ→∞时ꎬϕ∞(ζｍ)→αꎮ 存在函数 ξ ｜→ϕ∞(ξ＋ζｍ)的子序列 Φｍꎬ使得

当 ｍ→∞时ꎬΦｍ 在 Ｃ∞
ｌｏｃ中收敛于 Φ∞ ꎬ且 Φ∞ 在 Ｒ 上满足 ｃ∞ Φ′∞ ＝Ｄ[Φ∞ ]＋μ(１－Φ∞ )ꎮ 由此可得 α≤Φ∞ ≤１

且 Φ∞(０)＝ αꎬ因此ꎬΦ′∞(０)＝ ０ꎬ Ｄ[Φ∞ ] (０)≥０ꎮ 那么由 ｃ∞ Φ′∞ ＝Ｄ[Φ∞ ] ＋μ(１－Φ∞ )⇒μ(１－Φ∞ (０))＝
μ(１－α)≤０ꎮ 由 α≥１ꎬ得 １≤α＝ ｉｎｆ

Ｒ
ϕ∞ ≤ϕ∞ ≤１ꎮ 因此 ϕ∞ ＝ １ꎮ

设 Ψｋ(ξ)＝
ψｋ(ξ)
ψｋ(０)

ꎮ 由于
ψ′ｋ
ψｋ

{ }在 Ｌ∞(Ｒ)上有界ꎬ因此正函数 Ψｋ 在 ｓｕｐ 范数意义下局部有界ꎬ因此 Ψ ′ｋ(ξ)＝

ψｋ(ξ)
ψｋ(０)

æ

è
ç

ö

ø
÷
′＝

ψ′ｋ(ξ)
ψｋ(ξ)

×Ψｋ(ξ)同样有界ꎮ 因为 Ψｋ 满足

－ｃｋΨ ″ｋ(ξ)＋ｄＤ[Ψ ′ｋ](ξ)－ μ＋γ＋
ｒｈ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷Ψ ′ｋ(ξ)＋βϕｋ(ξ－ｃτ)Ψ ′ｋ(ξ－ｃτ)＋βϕ′ｋ(ξ－ｃτ)Ψｋ(ξ－ｃτ)＝ ０ꎬ

且{ϕｋ}在 Ｃ ｌ
ｌｏｃ中有界ꎬ故可推出 Ψ ″ｋ局部有界ꎮ 由 Ａｒｚｅｌ􀅣－Ａｓｃｏｌｉ 定理ꎬ存在{Ψｋ}的子序列仍记为{Ψｋ}使得

{Ψｋ}在 Ｃ ｌ
ｌｏｃ中收敛于 Ψ∞ ꎮ ϕ∞ ＝ １ꎬ则 Ψ∞ 在 Ｒ 上满足 ｃ∞ Ψ∞ ＝ｄＤ[Ψ∞ ]＋ β－μ－γ－

ｒｈ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷Ψ∞ ꎮ

进一步ꎬ本文说明在 Ｒ 上有 Ψ∞ >０ꎻ如若不然ꎬ则存在 ξ０ 使得 Ψ∞ ( ξ０)＝ ０ꎬ且 Ψ ′∞( ξ０)＝ ０ꎮ 而由方程

ｃ∞ Ψ∞ ＝ｄＤ[Ψ∞ ]＋ β－μ－γ－
ｒｈ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷Ψ∞ ꎬ可得 Ψ∞ ( ξ＋１)＝ Ψ∞ ( ξ－１) ＝ ０ꎮ 通过归纳法得 Ψ∞ ( ξ０ ＋ｍ) ＝ ０ꎮ 由于

ｃ∞ Ψ ′∞ ≥ β－μ＋γ－
ｒｈ
ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷Ψ∞ ꎬ非负函数 ξ ｜→Ψ∞ (ξ)ｅ － β－μ－γ－

ｒｈ
ｂ －２( ) / ｃ∞ 不减ꎬ则在 Ｒ 上有 Ψ∞ ＝ ０ꎬ与 Ψ∞(０)＝ １ 矛盾ꎬ

因此对所有 ξ∈Ｒꎬ Ψ∞(ξ)>０ꎮ

设连续函数 Ｚ(ξ):＝
Ψ ′∞(ξ)
Ψ∞(ξ)

满足

ｃ∞

ｄ
Ｚ(ξ)＝ (ｅ∫

ξ＋１

ξ
Ｚ(ｓ)ｄｓ ＋ ｅ∫

ξ－１

ξ
Ｚ(ｓ)ｄｓ－２＋

β－μ－γ－(ｒｈ / ｂ)
ｄ

ꎮ (１９)

由引理 ５ꎬＺ(ξ)＝
Ψ ′∞(ξ)
Ψ∞(ξ)

在 ξ→±∞时有有限极限 ω±ꎬ同时 ω±是特征方程 ｃ∞ ω± ＝ ｄ(ｅ±ω＋ｅ∓ω－２) ＋β－μ－γ－
ｒｈ
ｂ

的根ꎮ 由于 ｃ∞ ≥ｃ>０ 且 β>μ＋γ＋
ｒｈ
ｂ
ꎬ因此 ω±必为正ꎬ特别地ꎬΨ ′∞ 在±∞处为正ꎮ 进一步对式(１９)求导ꎬ得出:

在 Ｒ 上有

ｃ∞ Ｚ′(ξ)＝ ｄ(Ｚ(ξ＋１)－Ｚ(ξ))
Ψ∞(ξ＋１)
Ψ∞(ξ)

＋ｄ(Ｚ(ξ－１)－Ｚ(ξ))
Ψ∞(ξ－１)

Ψ∞
ꎮ

若 Ｚ 在 Ｒ 上有极小值点 ξꎬ那么根据上式ꎬＺ′(ξ)＝ ０ 且 Ｚ( ξ＋１)＝ Ｚ( ξ－１)＝ Ｚ( ξ)ꎮ 由归纳法得出ꎬ对所有

ｍ∈Ｎꎬ都有 Ｚ(ξ＋ｍ)＝ Ｚ(ξ)ꎬ因此可得 ｉｎｆ
Ｒ

Ｚ≥ｍｉｎ{Ｚ(－∞ )ꎬＺ(＋∞ )}>０ꎮ 进一步有ꎬ在 Ｒ 上有 Ψ ′∞ >０ꎬ因此
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对于充分大的 ｋꎬ由 ０<Ψ ′∞(０)＝ ｌｉｍ
ｋ→＋∞

Ψ ′ｋ(０)＝ ｌｉｍ
ｋ→＋∞

ψ′ｋ(０)
ψｋ(０)

可得出 ψ′ｋ(０)>０ꎬ这与 ψ′ｋ(０)<０ 矛盾ꎮ 引理得证ꎮ

由引理 １１ 和 ϕꎬψ 的正性可得 ψ 在＋∞处的渐近行为ꎮ
ｌｉｍ ｉｎｆ
ξ→＋∞

ψ(ξ)>０ꎬ　 ｌｉｍ ｉｎｆ
ξ→＋∞

ϕ(ξ)>０ꎬ

同样地ꎬ有
ｌｉｍ ｓｕｐ

ξ→＋∞
ϕ(ξ)<１ꎮ

如若不然ꎬ存在一个实数列{ξｋ}→∞ꎬ使得在 ｋ→∞时ꎬϕ(ξｋ)→１ꎮ 类似引理 １１ 的证明ꎬ函数 ξ ｜→ϕ(ξ＋ξｋ)ꎬ
ξ ｜→ψ(ξ＋ξｋ)在 ｋ→＋∞时ꎬ在 Ｃ∞

ｌｏｃ中收敛于非负函数 ϕ∞(ξ)ꎬψ∞(ξ)ꎬ且是 ϕ∞(ξ)ꎬψ∞(ξ)系统(４)的解ꎮ
进一步有 ０<ϕ∞ ≤１ꎬ ψ∞ >０ꎮ 由于 ϕ∞ (０) ＝ １ꎬ得 ϕ′∞(０) ＝ ０ꎬ与式(１８)在 ϕ∞ (０)处有矛盾ꎮ 因此

ｌｉｍ ｓｕｐ
ξ→＋∞

ϕ(ξ)<１成立ꎮ

通过以上引理和证明得出本文主要结论如下ꎮ
定理 １　 当 ｃ>ｃ∗ꎬ Ｒ０>１ 时ꎬ系统(４)在 Ｒ 上存在有界行波解(ϕ(ｎ＋ｃｔ)ꎬ ψ(ｎ＋ｃｔ))连接无病平衡点和正

平衡点ꎬ并且满足 ０<ϕ<１ꎬ ψ>０ꎬ ｌｉｍ
ξ→－∞

(ϕꎬψ)＝ (１ꎬ０)ꎬ且

０<ｌｉｍ ｉｎｆ
ξ→＋∞

ϕ(ξ)≤ ｌｉｍ
ξ→＋∞

ϕ(ξ)≤ｌｉｍ ｓｕｐ
ξ→＋∞

ϕ(ξ)<１ꎬ

０<ｌｉｍ ｉｎｆ
ξ→＋∞

ψ(ξ)≤ ｌｉｍ
ξ→＋∞

ψ(ξ)≤ｌｉｍ ｓｕｐ
ξ→＋∞

ψ(ξ)<＋∞ ꎮ

４　 总结

本文研究了一类具有饱和治愈率的扩散 ＳＥＩＲ 模型行波解的存在性ꎬ通过上下解结合 Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理

的方法ꎬ先构造出了一类截断问题的解ꎬ并通过极限思想和数学分析方法ꎬ得到了解在无穷远处的渐近行为ꎬ证
明了在 ｃ>ｃ∗ꎬ Ｒ０>１ 时ꎬ系统(４)在 Ｒ 上存在行波解(ϕꎬψ)连接无病平衡点和正平衡点且满足 ０<ϕ<１ꎬ ψ>０ꎮ
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