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具有交错扩散的时滞 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型的 Ｈｏｐｆ 分支

杨秀楠ꎬ邢慧∗

(西安工程大学理学院ꎬ 陕西 西安 ７１００４８)

摘要:研究带有交错扩散的时滞 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型ꎮ 首先应用线性化的方法分析该系统特征方程根的分布ꎬ得到系统唯一正平

衡点的局部渐近稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支存在性ꎻ其次分析时滞参数对系统 Ｈｏｐｆ 分支存在性的影响ꎻ最后ꎬ利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件进

行数值模拟来支持理论结果ꎮ
关键词:Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型ꎻ交错扩散ꎻ时滞ꎻＨｏｐｆ 分支
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ｔｈｅ ｒｏｏｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｓｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｓｉｎｇ ｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄꎬ ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｔｈｅ
ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｔ ｔｈｅ ｕｎｉｑｕｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔ ａｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ. Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｎ ｔｈｅ
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ＭＡＴＬＡＢ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ ｍｏｄｅｌꎻ ｃｒｏｓｓ￣ｄｉｆｆｕｓｉｏｎꎻ ｄｅｌａｙꎻ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

０　 引言

Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型是 Ｐｒｉｇｏｇｉｎｅ 和 Ｌｅｆｅｖｅｒ[１]于 １９６８ 年引入的ꎬ作为自催化化学振荡反应模型ꎬ包括 ４ 个反

应过程:Ａ→Ｕꎬ Ｂ＋Ｕ→Ｖ＋Ｄꎬ ２Ｕ＋Ｖ→３Ｕꎬ Ｕ→Ｅꎮ 总反应:Ａ＋Ｂ→Ｄ＋Ｅꎬ 其中 Ａ、Ｂ 为反应物ꎬＤ、Ｅ 为生成物ꎬ
Ｕ、Ｖ 为中间反应物ꎮ 结合 ４ 个反应过程和质量守恒定律[２]ꎬ可以获得以下浓度的二阶动力学方程组ꎬ通常

称为 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型:
∂ｕ
∂ｔ

＝ｄ１Δｕ＋λ(１－(ｂ＋１)ｕ＋ｂｕ２)ꎬ　 　 　 　 　 ｘ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ

∂ｖ
∂ｔ

＝ｄ２Δｖ＋λａ２(ｕ－ｕ２ｖ)ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ

∂ｕ
∂ｎ

＝ ∂ｖ
∂ｎ

＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ωꎬ ｔ>０ꎬ

ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０(ｘ)≥０ꎬ ｖ(ｘꎬ０)＝ ｖ０(ｘ)≥０ꎬ　 ｘ∈ －
Ω ꎬ
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其中ꎬΩ⊂Ｒｎ(ｎ≥１)是具有光滑边界∂Ω 的有界开区域ꎬｕ 和 ｖ 是两个反应物的浓度ꎬａ 和 ｂ 是其他组分(如催

化剂)的固定浓度ꎬｄ１、ｄ２ 分别是 ｕ 和 ｖ 的扩散系数ꎬｄ１、ｄ２、ａ、ｂ、λ 为正常数ꎬｎ 是∂Ω 上的单位外法向量ꎮ
许多学者对 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型做了广泛的研究[３￣９]ꎮ Ｇｈｅｒｇｕ[５] 研究了一般的 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型在满足

Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件时正稳态解的存在性和不存在性ꎮ Ｌｉ 和 Ｗａｎｇ[６]研究了反应扩散 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型常数稳

态解的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支ꎮ Ｐｅｎｇ 和 Ｗａｎｇ[７]研究了反应扩散 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型的模式生成ꎮ
Ｏｔｔ 等[１０]首次提出延迟对控制系统的影响ꎬ后来把这种通过一种参数微扰控制混沌的方法称为 ＯＧＹ

法ꎮ 时滞现象在许多化学反应中普遍存在ꎬ并且是系统不稳定的重要因素ꎬ时滞微分系统的控制问题一直受

到学者的广泛关注ꎮ 时间延迟的引入会极大地影响偏微分方程和动力系统的行为ꎮ Ａｌｆｉｆｉ[１１] 研究了具有延

迟反馈控制的 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支ꎮ Ｈｕ 等[１２] 分析了 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 反应扩散系统在时滞反

馈下会产生行波解和驻波解ꎮ 杨晓燕等[１３]研究了带有时滞 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型的动力系统ꎬ讨论了系统正平衡

点的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支的存在性ꎮ Ｇｕｒｅｖｉｃｈ 等[１４] 研究了时滞反馈耗散系统中局部结构的不稳定性ꎮ
Ｇｕｒｅｖｉｃｈ[１５]研究了时滞反馈对一类具有一种活化剂和两种抑制剂的化学反应模型的影响ꎮ 由于温度和环境

等因素的影响ꎬ活化剂的活性作用会有时间延迟ꎬ因此ꎬ在活化剂中加入时滞项是非常有意义的ꎮ 此外ꎬ按照

活化剂和抑制剂的相互影响ꎬ考虑到一种交叉的活化－抑制系统ꎬ２０１９ 年ꎬＹａｄｅａｖ 等[１６] 通过用 Ｇａｌｅｒｋｉｎｙ 有

限元法对 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型近似求解ꎬ还研究了存在交错扩散时模型的稳定性ꎬ发现交错扩散增加解的波数ꎮ
从化学的角度看ꎬ交叉扩散系数表示一种物质浓度对另一种物质的相互影响[１７－１８]ꎮ 在以上研究工作的启发

下ꎬ本文研究具有交错扩散的时滞 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型:
∂ｕ
∂ｔ

＝Δｕ＋ｅ１Δｖ＋λ(１－(ｂ＋１)ｕ( ｔ－τ)＋ｂｕ２)ꎬ 　 ｘ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ

∂ｖ
∂ｔ

＝ ｅ２Δｕ＋ｄΔｖ＋λａ２(ｕ－ｕ２ｖ)ꎬ　 ｘ∈Ωꎬ ｔ>０ꎬ

∂ｕ
∂ｎ

＝ ∂ｖ
∂ｎ

＝ ０ꎬ　 ｘ∈∂Ωꎬ ｔ>０ꎬ

ｕ(ｘꎬｔ)＝ ｕ^(ｘꎬｔ)≥０ꎬ ｖ(ｘꎬｔ)＝ ｖ^(ｘꎬｔ)≥０ꎬ　 (ｘꎬｔ)∈􀭺Ω×[－τꎬ０]ꎮ
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(２)

其中ꎬΩ⊂Ｒｎ(ｎ≥１)是具有光滑边界∂Ω 的有界域ꎬｕ 和 ｖ 是两个反应物的浓度ꎬａ 和 ｂ 是其他组分(如催化

剂)的固定浓度ꎬτ≥０ 表示时滞ꎬ参数 ｄ、λ、ａ 和 ｂ 是正常数ꎬ交错扩散系数 ｅ１ꎬ ｅ２≥０ꎮ
在一维空间 Ω＝(０ꎬπ)中考虑问题ꎬ则系统(２)变为

∂ｕ
∂ｔ

＝Δｕ＋ｅ１Δｖ＋λ(１－(ｂ＋１)ｕ( ｔ－τ)＋ｂｕ２)ꎬ　 ｘ∈(０ꎬπ)ꎬ ｔ>０ꎬ

∂ｖ
∂ｔ

＝ ｅ２Δｕ＋ｄΔｖ＋λａ２(ｕ－ｕ２ｖ)ꎬ　 ｘ∈(０ꎬπ)ꎬ ｔ>０ꎬ

∂ｕ
∂ｘ

(０ꎬｔ)＝ ∂ｕ
∂ｘ

(πꎬｔ)＝ ０ꎬ　 ｔ>０ꎬ

∂ｖ
∂ｘ

(０ꎬｔ)＝ ∂ｖ
∂ｘ

(πꎬｔ)＝ ０ꎬ　 ｔ>０ꎬ

ｕ(ｘꎬｔ)＝ ｕ^(ｘꎬｔ)≥０ꎬ ｖ(ｘꎬｔ)＝ ｖ^(ｘꎬｔ)≥０ꎬ (ｘꎬｔ)∈[０ꎬπ]×[－τꎬ０]ꎮ
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(３)

首先对提出的系统(３)在平衡点处进行线性化ꎬ进而分析系统(３)在平衡点处的稳定性ꎻ其次ꎬ利用文献

[１９]中提出的方法ꎬ得到了时滞 τ 的变化对系统(３)在平衡点稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支存在性的影响ꎻ最后对所

获得的理论结果进行数值模拟ꎮ

１　 系统平衡点处稳定性分析

经计算ꎬ系统(３)存在唯一正常数平衡点 Ｅ∗ ＝(１ꎬ１)ꎮ
在 Ｅ∗处对系统(３)进行线性化ꎬ令 ｕ＝ １＋ϕ(ｘꎬｔ)ꎬ ｖ＝ １＋ψ(ｘꎬｔ)ꎬ得
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∂ϕ
∂ｔ

＝Δϕ＋ｅ１Δψ＋λ(２ｂϕ－(ｂ＋１)ϕ( ｔ－τ)＋ｂψ)ꎬ　 ｘ∈(０ꎬπ)ꎬ ｔ>０ꎬ

∂ψ
∂ｔ

＝ ｅ２Δϕ＋ｄΔψ－λａ２ϕ－λａ２ψꎬ ｘ∈(０ꎬπ)ꎬ ｔ>０ꎬ

∂ϕ
∂ｘ

(０ꎬｔ)＝ ∂ϕ
∂ｘ

(πꎬｔ)＝ ０ꎬ ｔ>０ꎬ

∂ψ
∂ｘ

(０ꎬｔ)＝ ∂ψ
∂ｘ

(πꎬｔ)＝ ０ꎬ ｔ>０ꎬ

ϕ(ｘꎬｔ)＝ ϕ^(ｘꎬｔ)≥０ꎬ ψ(ｘꎬｔ)＝ ψ^(ｘꎬｔ)≥０ꎬ ｘ∈[０ꎬπ]×[－τꎬ０]ꎮ

ì
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(４)

下面利用空间分解的方法ꎬ设 ０ ＝ δ１<δ２<δ３<􀆺是带有齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件的－Δ 算子在 Ω 中的特征

值ꎬ在 Ｃ１(􀭺Ω)中 δｉ 对应的特征空间为 Ｅ(δｉ)ꎬ
设

Ｘ＝{Ｕ＝(ϕꎬψ)∈Ｃ１( －
Ω )×Ｃ１( －

Ω ) ｜ ∂ｎϕ＝∂ｎψ＝ ０ꎬ ｘ∈∂Ω}ꎬ
{φｉｊꎬ ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｄｉｍ Ｅ(δｉ)}是 Ｅ(δｉ)的一组标准正交基ꎬ

Ｘ ｉｊ ＝{ｃ􀅰ϕｉｊ ｜ ｃ∈Ｒ２}ꎬ　 Ｘ ｉ ＝⊕ｄｉｍ Ｅ(δｉ)
ｊ＝１ Ｘ ｉｊꎬ　 Ｘ＝⊕＋∞

ｉ＝１ Ｘ ｉꎮ
系统(４)在(０ꎬ０)处线性化后为 Ｕｔ ＝ＤΔＵ＋λ(ＪＵ＋Ｊ０Ｕ( ｔ－τ))ꎬ其中

Ｕ(ｘꎬｔ)＝
ϕ(ｘꎬｔ)
ψ(ｘꎬｔ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 Ｕ(ｘꎬｔ－τ)＝

ϕ(ｘꎬｔ－τ)
ψ(ｘꎬｔ－τ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 Ｄ＝

１ ｅ１

ｅ２ ｄ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

Ｊ＝
２ｂ ｂ
－ａ２ －ａ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ　 Ｊ０ ＝

－(ｂ＋１) ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

且

Ｄｅｔ(Ｄ)＝ ｄ－ｅ１ｅ２>０ꎮ
注意到算子 ＤΔ＋λ(Ｊ＋Ｊ０)在整个空间 Ｘ 上的结果不明确ꎬ但作用到每个特征子空间的结果是简洁的ꎮ 对每

个 ｉ≥１ꎬＸ ｉ 是算子 ＤΔ＋λ(Ｊ＋Ｊ０)的不变子空间ꎬ则 μ 是 Ｘ ｉ 上的特征值当且仅当 μ 是矩阵－δｉＤ＋λ(Ｊ＋Ｊ０)的特

征值ꎮ
因为是在一维空间 Ω＝(０ꎬπ)中考虑的问题ꎬ所以 Ｎｅｕｍａｎｎ 边值条件下－Δ 的特征值为

δｋ ＝ ｋ２ꎬ　 ｋ∈Ｎ＝Ｎ＋∪{０}ꎬ
从而矩阵－δｋＤ 变为－ｋ２Ｄꎮ

令
ϕ
ψ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｃ１

ｃ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ｅ μｔꎬ则对每个 ｋ∈Ｎꎬ Ｕｔ ＝ －ｋ２ＤＵ＋λ(ＪＵ＋Ｊ０Ｕ( ｔ－τ))对应的特征方程为

μ＋ｋ２－２λｂ＋λ(ｂ＋１)ｅ－μτ ｅ１ｋ２－λｂ

ｅ２ｋ２＋λａ２ μ＋ｄｋ２＋λａ２
＝ ０ꎬ (５)

μ２＋ｓｋ μ＋ｑｋ＋(ｒｋμ＋ｐｋ)ｅ
－μτ ＝ ０ꎬ (６)

其中

ｓｋ ＝ｄｋ２＋λａ２＋ｋ２－２λｂꎬ

ｐｋ ＝λ(ｂ＋１)(ｄｋ２＋λａ２)ꎬ
ｒｋ ＝λ(ｂ＋１)ꎬ

ｑｋ ＝(ｄ－ｅ１ｅ２)ｋ４＋λ(ａ２＋ｂｅ２－ａ２ｅ１－２ｂｄ)ｋ２－λ２ａ２ｂꎮ

(７)

　 　 当 τ＝ ０ 时ꎬ特征方程(６)变为

μ２＋(ｓｋ＋ｒｋ)μ＋ｑｋ＋ｐｋ ＝ ０ꎮ (８)

令 Ｍｋ ＝ －ｋ２Ｄ＋λＪ１ꎬ其中 Ｊ１ ＝
ｂ－１ ｂ
－ａ２ －ａ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

于是



　 第 ８ 期 杨秀楠ꎬ等:具有交错扩散的时滞 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型的 Ｈｏｐｆ 分支 １１９　　 　

ｔｒ(Ｍｋ)＝ －ｋ２(１＋ｄ)＋λ(ｂ－１－ａ２)ꎬ

Ｄｅｔ(Ｍｋ)＝ ｋ４(ｄ－ｅ１ｅ２)＋Ｆ(Ｊ１ꎬＤ)λｋ２＋ａ２λ２ꎬ
其中

Ｆ(Ｊ１ꎬＤ)＝ －ｄ(ｂ－１)＋ｅ２ｂ－ｅ１ａ２＋ａ２ꎬ
Ｄｅｔ(Ｍｋ)＝ ｑｋ＋ｐｋꎬ

特征方程(８)变为

μ２－ｔｒ(Ｍｋ)μ＋Ｄｅｔ(Ｍｋ)＝ ０ꎮ (９)
当 Ｄｅｔ(Ｍｋ)＝ ０ 时ꎬ对任意 ｋ∈Ｎ＋ꎬ记

ｄ＝
ｅ１ｅ２ｋ４－(ｅ２ｂ－ｅ１ａ２＋ａ２)λｋ２－ａ２λ２

ｋ４＋(１－ｂ)λｋ２
:＝ｄ０ꎬ (１０)

在本文中ꎬ始终假设(Ａ０):ｂ<１＋ａ２ꎮ 当 ｋ ＝ ０ 时ꎬ方程(９)的所有特征值都具有负实部ꎬ显然交错扩散系统

(３)对应的常微分方程系统的正平衡点 Ｅ∗是局部渐近稳定的ꎮ
定理 １　 假设(Ａ０)和 τ＝ ０ 成立ꎬ且 ｋ∈Ｎꎮ 有

(１) 如果 ｄ>ｄ０ꎬ则交错扩散系统(３)的正平衡点 Ｅ∗是局部渐近稳定的ꎻ
(２) 如果 ｄ<ｄ０ꎬ则交错扩散系统(３)的正平衡点 Ｅ∗是不稳定的ꎮ
证明　 由假设(Ａ０)ꎬ得到 ｔｒ(Ｍｋ)<０ꎮ 因此ꎬ当 ｋ∈Ｎ时ꎬｄ>ｄ０ꎬ即 Ｄｅｔ(Ｍｋ)>０ꎬ方程(９)的所有特征值都

具有负实部ꎬ得交错扩散系统(３)的正平衡点 Ｅ∗是局部渐近稳定的ꎻｄ<ｄ０ꎬ即 Ｄｅｔ(Ｍｋ) <０ꎬ方程(９)的特征

根具有正的实部ꎬ得交错扩散系统(３)的正平衡点 Ｅ∗是不稳定的ꎮ

２　 具交错扩散和时滞系统的 Ｈｏｐｆ 分支的存在性

本章证明具有时滞系统(３)Ｈｏｐｆ 分支的存在性ꎮ
下面考虑在 ｄ>ｄ０ 的情况下研究系统(３)的 Ｈｏｐｆ 分支ꎬ设特征方程(６)有一对纯虚根 μ＝ ±ｉωｋꎬ ωｋ>０ꎬ则

特征方程(６)在 μ＝ ｉωｋ 变为

－ω２
ｋ＋ｓｋ ｉωｋ＋ｑｋ＋(ｒｋ ｉωｋ＋ｐｋ)(ｃｏｓ(ωｋτ)－ｉ ｓｉｎ(ωｋτ))＝ ０ꎬ (１１)

对于 ｋ∈Ｎꎬ分离式(１１)实部和虚部得

－ω２
ｋ＋ｑｋ ＝ －ωｋｒｋｓｉｎ(ωｋτ)－ｐｋｃｏｓ(ωｋτ)ꎬ

ｓｋωｋ ＝ －ωｋｒｋｃｏｓ(ωｋτ)＋ｐｋｓｉｎ(ωｋτ)ꎮ
{ (１２)

方程(１２)等号两边平方相加得

ω４
ｋ＋(ｓ２ｋ－ｒ２ｋ－２ｑｋ)ω２

ｋ＋ｑ２
ｋ－ｐ２

ｋ ＝ ０ꎮ (１３)
可得方程(１３)的根

ω±
ｋ ＝

２
２

(ｒ２ｋ－ｓ２ｋ＋２ｑｋ± (ｓ２ｋ－ｒ２ｋ－２ｑｋ) ２－４(ｑ２
ｋ－ｐ２

ｋ) )
１
２ ꎮ (１４)

定理 ２　 假设(Ａ０)和(Ａ１):ｄ０<ｄ≤
ａ２＋ｂｅ２－ａ２ｅ１

３ｂ＋１
ꎬ成立ꎬ且满足 ｄ>ｅ１ｅ２ꎬ对 ｋ∈Ｎꎮ 则

(１) 当 ０≤ｋ<ｋ０ 时ꎬω＋
ｋ是方程(１３)唯一的正根ꎮ

(２) 当 ｋ≥ｋ０ 时ꎬ且 ｄ≥
２ｂ＋ｂｅ２－ａ２ｅ１

ａ２ ꎬ有

(ａ) 如果 ｋ０≥ｋ＋ꎬ方程(１３)没有正根ꎮ
(ｂ) 如果 ｋ０<ｋ＋ꎬ存在 ｋ∗∈(ｋ０ꎬｋ＋)ꎬ有
(ⅰ) (ａ２－ｂ) ２＋２ｂ２－２ｂ<１ 时ꎬ ｋ＝ ｋ０ꎬω＋

ｋ 是方程(１３)唯一的正根ꎻｋ∈(ｋ０ꎬｋ∗)ꎬω＋
ｋ和 ω－

ｋ是方程(１３)的两

个正根ꎻｋ＝ ｋ∗ꎬω＋
ｋ和 ω－

ｋ是方程(１３)的两个正根ꎻｋ>ｋ∗ꎬ方程(１３)没有正根ꎻ
(ⅱ) (ａ２－ｂ) ２＋２ｂ２－２ｂ≥１ 时ꎬ方程(１３)没有正根ꎻ
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其中

ｋ０ ＝
λ

１
２ [３ｄｂ＋ｄ＋ａ２ｅ１－ａ２－ｂｅ２＋ (ａ２＋ｂｅ２－ａ２ｅ１－３ｄｂ－ｄ) ２＋４(ｄ－ｅ１ｅ２)(２ａ２ｂ＋ａ２) ]

１
２

２(ｄ－ｅ１ｅ２)
ꎬ

ｋ＋ ＝
[λ(４ｂ－２ａ２ｅ１＋２ｂｅ２－２ｄａ２)＋ λ２(４ｂ－２ａ２ｅ１＋２ｂｅ２－２ｄａ２) ２＋４(ｄ２＋１＋２ｅ１ｅ２)ｈ(０) ]

１
２

２(ｄ２＋１＋２ｅ１ｅ２)
ꎬ

ｈ(０)＝ λ２[(ａ２－ｂ) ２＋２ｂ２－(２ｂ＋１)]ꎮ
证明　 第一步:由式(７)ꎬ得

ｑｋ－ｐｋ ＝(ｄ－ｅ１ｅ２)ｋ４＋(ａ２＋ｂｅ２－ａ２ｅ１－３ｂｄ－ｄ)λｋ２－λ２ａ２(２ｂ＋１)ꎬ
由假设(Ａ１)得 Ｄｅｔ(Ｍｋ)＝ ｑｋ＋ｐｋ>０ 和 ａ２＋ｂｅ２－ａ２ｅ１－３ｂｄ－ｄ≥０ꎬ又由 ｄ>ｅ１ｅ２ꎬ对于任意 ｋ∈Ｎ 时ꎬ显然由 ｑｋ－ｐｋ

的表达式得 ｑｋ－ｐｋ 是关于 ｋ 严格递增的ꎬ即
ｑｋ－ｐｋ≥ｑ０－ｐ０ ＝ －λ２ａ２(２ｂ＋１)ꎬ

要使得

ｑ２
ｋ－ｐ２

ｋ ＝(ｑｋ＋ｐｋ)(ｑｋ－ｐｋ)＝ ０ꎬ
也就是 ｑｋ－ｐｋ ＝ ０ꎻ由于 ｑｋ－ｐｋ 是关于 ｋ２ 的一个二次函数ꎬ其图像是开口向上的抛物线ꎬ在 ｋ ＝ ０ 处为负值ꎬ则
对于任意 ｋ∈Ｎꎬ ｑｋ－ｐｋ ＝ ０ 必有唯一的正根是

ｋ＝
λ

１
２ [３ｄｂ＋ｄ＋ａ２ｅ１－ａ２－ｂｅ２＋ (ａ２＋ｂｅ２－ａ２ｅ１－３ｄｂ－ｄ) ２＋４ａ２(ｄ－ｅ１ｅ２)(２ｂ＋１) ]

１
２

２(ｄ－ｅ１ｅ２)
:＝ ｋ０ꎮ

所以 ｋ＝ ｋ０ 也是方程 ｑ２
ｋ－ｐ２

ｋ ＝ ０ 唯一正根ꎮ 分析可得ꎬ当 ０≤ｋ<ｋ０ 时ꎬｑ２
ｋ－ｐ２

ｋ <０ꎻ当 ｋ≥ｋ０ 时ꎬｑ２
ｋ －ｐ２

ｋ≥０ꎮ 因此ꎬ
对于 ０≤ｋ<ｋ０ꎬ ω＋

ｋ是方程(１３)唯一的正根ꎮ
第二步:由式(７)ꎬ得

ｓ２ｋ－ｒ２ｋ－２ｑｋ ＝(ｄ２＋１＋２ｅ１ｅ２)ｋ４＋(２ｄａ２－４ｂ＋２ａ２ｅ１－２ｂｅ２)λｋ２＋λ２[(ａ２－ｂ) ２＋２ｂ２－(２ｂ＋１)]ꎮ
定义函数

ｈ(ｋ２)＝ ｓ２ｋ－ｒ２ｋ－２ｑｋꎬ
且

ｈ(０)＝ ｓ２０－ｒ２０－２ｑ０ ＝λ２[(ａ２－ｂ) ２＋２ｂ２－(２ｂ＋１)]ꎬ

由 ｄ≥
２ｂ＋ｂｅ２－ａ２ｅ１

ａ２ ꎬ得 ２ｄａ２ －４ｂ＋２ａ２ｅ１ －２ｂｅ２≥０ꎬ则对任意 ｋ∈Ｎ 时ꎬｈ( ｋ２)是严格递增的ꎬ因此 ｈ( ｋ２)≥

ｈ(０)ꎮ 如果 ｈ(０)<０ 时ꎬ则 ｈ(ｋ２)＝ ０ 的唯一正根是

ｋ＝
[λ(４ｂ－２ａ２ｅ１＋２ｂｅ２－２ｄａ２)＋ λ２(４ｂ－２ａ２ｅ１＋２ｂｅ２－２ｄａ２) ２－４(ｄ２＋１＋２ｅ１ｅ２)ｈ(０) ]

１
２

２(ｄ２＋１＋２ｅ１ｅ２)
:＝ ｋ＋ꎮ

分析可知:如果(ａ２－ｂ) ２＋２ｂ２－２ｂ<１ꎬ即 ｈ(０) <０ꎬ当 ０≤ｋ<ｋ＋时ꎬｈ(ｋ２) <０ꎻ当 ｋ≥ｋ＋时ꎬｈ(ｋ２)≥０ꎻ如果

(ａ２－ｂ) ２＋２ｂ２－２ｂ≥１ꎬ即 ｈ(０)≥０ꎬ对于 ｋ∈Ｎꎬ ｈ(ｋ２)≥０ꎮ
第三步:令

Δ(ｋ)＝ (ｓ２ｋ－ｒ２ｋ－２ｑｋ) ２－４(ｑ２
ｋ－ｐ２

ｋ)ꎬ
＝(ｈ(ｋ２)) ２－４(ｑｋ＋ｐｋ)(ｑｋ－ｐｋ)ꎬ
＝( ｆ(ｋ)) ２－４ｇ(ｋ)ꎮ

由以上可得ꎬ则对任意 ｋ∈Ｎ 时ꎬｈ(ｋ２)是严格递增的ꎬ即 ｆ ′( ｋ) >０ꎻ当(ａ２ －ｂ) ２ ＋２ｂ２ －２ｂ<１ 时ꎬｋ∈[０ꎬｋ＋)ꎬ
ｈ(ｋ２)<０ꎬ即 ｆ(ｋ)<０ꎻ当 ｋ０<ｋ＋时ꎬｋ∈(ｋ０ꎬｋ＋)ꎬ有 ｑｋ －ｐｋ >０ꎬ且 ｑｋ －ｐｋ 是关于 ｋ 严格递增的ꎬ由式(７)和 ａ２ ＋
ｂｅ２－ａ２ｅ１－３ｂｄ－ｄ≥０ꎬ可得 ｑｋ＋ｐｋ 是关于 ｋ 严格递增的ꎬ且 Ｄｅｔ(Ｍｋ)＝ ｑｋ＋ｐｋ>０ꎬ即 ｇ′(ｋ)>０ꎻ很容易计算得到ꎬ

当(ａ２－ｂ) ２＋２ｂ２－２ｂ<１ 时ꎬｋ∈(ｋ０ꎬｋ＋)ꎬｄΔ(ｋ)
ｄｋ

＝ ２ｆ(ｋ) ｆ ′(ｋ)－４ｇ′(ｋ)<０ꎮ 且注意到

ｑ２
ｋ０－ｐ２

ｋ０ ＝ ０ꎬ　 ｓ２ｋ＋－ｒ２ｋ＋－２ｑｋ＋ ＝ ０ꎮ
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对于 ０≤ｋ<ｋ０ 时ꎬｑ２
ｋ－ｐ２

ｋ<０ꎬ Δ(ｋ)>０ 始终成立ꎬ则 ω＋
ｋ都是方程(１３)唯一的正根ꎮ 定理 ２ 中的结论(１)得

以证明ꎮ
下面证明结论(２)ꎬ对于 ｋ≥ｋ０ 时ꎬ分情况讨论ꎬ第一种情况:当 ｋ０<ｋ＋时ꎮ
由 Δ(ｋ０)＝ (ｓ２ｋ０－ｒ２ｋ０ －２ｑｋ０) ２ >０ 和 Δ( ｋ＋ ) ＝ －４( ｑ２

ｋ＋ －ｐ２
ｋ＋ ) <０ꎬ且( ａ２ －ｂ) ２ ＋２ｂ２ －２ｂ<１ꎬ得 ｋ∈( ｋ０ꎬｋ＋ )ꎬ

ｄΔ(ｋ)
ｄｋ

<０ꎬ因此ꎬ当( ａ２ －ｂ) ２ ＋２ｂ２ －２ｂ<１ 时ꎬ存在唯一的ｋ∗∈( ｋ０ꎬｋ＋ )ꎬ使 Δ( ｋ∗ ) ＝ ０ꎮ 故对于( ａ２ －ｂ) ２ ＋

２ｂ２－２ｂ<１ 时ꎬ当 ｋ∈( ｋ０ꎬｋ∗)时ꎬ ｑ２
ｋ －ｐ２

ｋ >０ꎬ Δ( ｋ) >０ꎬ则 ω＋
ｋ 和 ω－

ｋ 是方程(１３)的两个正根ꎻ当 ｋ ＝ ｋ０ 时ꎬ
ｑ２
ｋ－ｐ２

ｋ ＝ ０ꎬ Δ(ｋ)＝ (ｓ２ｋ－ｒ２ｋ－２ｑｋ) ２>０ꎬ则 ω＋
ｋ是方程(１３)的正根ꎻ当 ｋ＝ ｋ∗时ꎬｑ２

ｋ－ｐ２
ｋ>０ꎬ Δ(ｋ)＝ ０ꎬ则 ω＋

ｋ ＝ω
－
ｋ都是

方程(１３)的正根ꎻ当 ｋ∈(ｋ∗ꎬｋ＋)时ꎬ ｑ２
ｋ－ｐ２

ｋ>０ꎬΔ(ｋ)<０ꎬ方程(１３)没有正根ꎻ当 ｋ∈[ｋ＋ꎬ＋∞ )时ꎬｑ２
ｋ－ｐ２

ｋ>０ 和

ｈ(ｋ２)≥０ꎬ方程(１３)没有正根ꎮ 对于(ａ２－ｂ) ２＋２ｂ２－２ｂ≥１ 时ꎬｈ(ｋ２)≥０ 和 ｑ２
ｋ－ｐ２

ｋ≥０ 始终成立ꎬ方程(１３)没
有正根ꎮ

第二种情况是:当 ｋ０≥ｋ＋时ꎬｈ(ｋ２)≥０ 和 ｑ２
ｋ－ｐ２

ｋ≥０ 始终成立ꎬ因此ꎬ方程(１３)没有正根ꎮ
通过上述定理 ２ 的证明过程ꎬ还可以得到如下推论ꎮ

推论 １　 假设(Ａ０)和(Ａ１)成立ꎬ且 ｄ≥
２ｂ＋ｂｅ２－ａ２ｅ１

ａ２ 和 ｄ>ｅ１ｅ２ꎬ对 ｋ∈Ｎꎬ如果

ｋ∗ ＝
ｋ０ꎬ　 ｋ０≥ｋ＋ꎬ
ｋ０ꎬ (ａ２－ｂ) ２＋２ｂ２－２ｂ≥１ 和 ｋ０<ｋ＋ꎬ
ｋ∗ꎬ (ａ２－ｂ) ２＋２ｂ２－２ｂ<１ 和 ｋ０<ｋ＋ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

则当 ０≤ｋ<ｋ∗时ꎬ方程(１３)至少有一个正根 ω＋
ｋ ꎮ

在接下来的讨论中ꎬ假设式(１４)中的 ω＋
ｋ是方程(１３)的正根ꎮ 由方程(１２)得

ｓｉｎ(ωｋτ)＝
ｓｋｐｋωｋ＋ωｋｒｋ(ω２

ｋ－ｑｋ)
ω２

ｋ ｒ２ｋ＋ｐ２
ｋ

ꎬ

ｃｏｓ(ωｋτ)＝
ｐｋ(ω２

ｋ－ｑｋ)－ω２
ｋ ｒｋｓｋ

ω２
ｋ ｒ２ｋ＋ｐ２

ｋ

ꎬ
(１５)

令 τ＋
ｋꎬｊ是方程(１５)的正根ꎬ且 ωｋ ＝ω

＋
ｋ ꎬ因此ꎬ定义

τ＋
ｋꎬｊ ＝

１
ω＋

ｋ

ａｒｃｃｏｓ
ｐｋ((ω

＋
ｋ ) ２－ｑｋ)－ｒｋｓｋ(ω

＋
ｋ ) ２

ｒ２ｋ(ω
＋
ｋ ) ２－ｐ２

ｋ

＋２ｊπ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ 　 　 ０≤ｋ<ｋ∗ꎬ ｋꎬｊ∈Ｎꎬ ｓｉｎ(ω＋

ｋ τ)≥０ꎬ

１
ω＋

ｋ

２π－ａｒｃｃｏｓ
ｐｋ((ω

＋
ｋ ) ２－ｑｋ)－ｒｋｓｋ(ω

＋
ｋ ) ２

ｒ２ｋ(ω
＋
ｋ ) ２－ｐ２

ｋ

＋２ｊπ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ０≤ｋ<ｋ∗ꎬ ｋꎬｊ∈Ｎꎬ ｓｉｎ(ω＋

ｋ τ)<０ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１６)

则在 τ＝τ＋
ｋꎬｊ处方程(６)有一对纯虚根±ｉω＋

ｋ ꎮ 如果 τ 作为参数ꎬ设 μ(τ)＝ ａ(τ)＋ｉω(τ)是方程(６)在 τ＝τ＋
ｋꎬｊ附近

的根ꎬ且满足 ａ(τ＋
ｋꎬｊ)＝ ０ 和 ω(τ＋

ｋꎬｊ)＝ ω＋
ｋ ꎬ ｋ∈Ｎ 且 ０≤ｋ<ｋ∗ꎮ

引理 １　 假设(Ａ０)和(Ａ１)成立ꎬ且 ｄ≥
２ｂ＋ｂｅ２－ａ２ｅ１

ａ２ 和 ｄ>ｅ１ｅ２ꎬ当 ０≤ｋ<ｋ∗时ꎬ则

ｄ Ｒｅ(μ(τ))
ｄτ τ＝τ＋ｋꎬｊ

>０ꎮ

其中ꎬＲｅ(μ(τ))是 μ(τ)的实部ꎮ
证明　 由于特征值问题(６)是文献[１９]中问题 ４.１ 的特例ꎬ因此文献[１９]中的定理 ４.１ 可以用来证明这

个引理ꎮ 根据文献[１９]ꎬ定义

Ｓｊ(τ)＝ τ－θ(τ)
＋２ｊπ

ω(τ)
ꎬ (１７)

通过式(１６)、(１７)进行比较ꎬ得

θ(τ)＝ ａｒｃｃｏｓ
ｐｋ((ω

＋
ｋ ) ２－ｑｋ)－ｒｋｓｋ(ω

＋
ｋ ) ２

ｒ２ｋ(ω
＋
ｋ ) ２－ｐ２

ｋ

ꎬ 　 　 ω(τ)＝ ω＋
ｋ ꎬ ｓｉｎ(ωｋτ)≥０ꎬ

θ(τ)＝ ２π－ａｒｃｃｏｓ
ｐｋ((ω

＋
ｋ ) ２－ｑｋ)－ｒｋｓｋ(ω

＋
ｋ ) ２

ｒ２ｋ(ω
＋
ｋ ) ２－ｐ２

ｋ

ꎬ 　 ω(τ)＝ ω＋
ｋ ꎬ ｓｉｎ(ωｋτ)<０ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï
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这意味着
(θ(τ)＋２ｊπ)

ω(τ)
＝ τ＋

ｋꎬｊ与 τ 无关ꎮ 由式(１７)得

ｄ(Ｓｊ(τ))
ｄτ τ＝τ＋ｋꎬｊ

>０ꎮ

根据文献[１９]ꎬ有

ｓｉｇｎ ｄ Ｒｅ(μ(τ))
ｄτ τ＋ｋꎬｊ

{ } ＝ ｓｉｇｎ
ｄ Ｓｊ(τ)

ｄτ τ＋ｋꎬｊ
{ } ꎬ

其中 ｓｉｇｎ(􀅰)是符号函数ꎮ
　 　 因此ꎬ由以上结果ꎬ并结合引理 １ꎬ得到以下平衡点处的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分支存在性定理ꎬ取

τｋ２
＝ ｍｉｎ

ｋꎬｊ∈Ｎ
ｋ∈[０ꎬｋ∗)

τ＋
ｋꎬｊꎬ 　 ｋ２∈[０ꎬｋ∗)ꎮ

定理 ３　 假设(Ａ０)和(Ａ１)成立ꎬ且 ｄ≥
２ｂ＋ｂｅ２－ａ２ｅ１

ａ２ 和 ｄ>ｅ１ｅ２ꎮ 则

(１) 当 τ∈[０ꎬτｋ２)时ꎬ系统(３)的正平衡点 Ｅ∗是局部渐近稳定的ꎻ当 τ＝τｋ２时ꎬ除有一对纯虚根±ｉω＋
ｋ 外ꎬ

方程(６)的所有特征根都具有负实部ꎻ
(２) 当 τ∈(τｋ２ꎬ＋∞ )时ꎬ系统(３)的正平衡点 Ｅ∗是不稳定的ꎻ

(３) 当 τ＝τ＋
ｋꎬｊ时ꎬ且 ０≤ｋ<ｋ∗ꎬ ｋꎬｊ∈Ｎꎬ系统(３)在正平衡点 Ｅ∗附近出现 Ｈｏｐｆ 分支ꎻ 特别的ꎬ当 ｋ ＝ ０

时ꎬＨｏｐｆ 分支是空间齐次的ꎻ当 ０<ｋ<ｋ∗时ꎬＨｏｐｆ 分支是空间非齐次的ꎮ
注 １　 如果(１４)中的 ω－

ｋ也是方程(１３)的一个正根ꎬ令 τ－
ｋꎬｊ是方程(１５)的正根ꎬ且 ωｋ ＝ω

－
ｋ ꎮ 由方程(１５)ꎬ

定义

τ－
ｋꎬｊ ＝

１
ω－

ｋ

ａｒｃｃｏｓ
ｐｋ((ω

－
ｋ ) ２－ｑｋ)－ｒｋｓｋ(ω

－
ｋ ) ２

ｒ２ｋ(ω
－
ｋ ) ２－ｐ２

ｋ

＋２ｊπ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ 　 　 　 ｋ０<ｋ≤ｋ∗ꎬ ｋꎬｊ∈Ｎꎬ ｓｉｎ(ω－

ｋ τ)≥０ꎬ

１
ω－

ｋ

２π－ａｒｃｃｏｓ
ｐｋ((ω

－
ｋ ) ２－ｑｋ)－ｒｋｓｋ(ω

－
ｋ ) ２

ｒ２ｋ(ω
－
ｋ ) ２－ｐ２

ｋ

＋２ｊπ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ｋ０<ｋ≤ｋ∗ꎬ ｋꎬｊ∈Ｎꎬ ｓｉｎ(ω－

ｋ τ)<０ꎮ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

则在 τ＝τ－
ｋꎬｊ处方程(６)有一对纯虚根±ｉω－

ｋ ꎮ 如果 τ 作为参数ꎬ设 μ(τ)＝ ａ(τ)＋ｉω(τ)是方程(６)在 τ＝τ－
ｋꎬｊ附近

的根ꎬ且满足 ａ(τ－
ｋꎬｊ)＝ ０ 和 ω(τ－

ｋꎬｊ)＝ ω－
ｋ ꎬ ｋ∈Ｎ 且 ｋ０<ｋ≤ｋ∗ꎮ 通过类似于引理 １ 的计算ꎬ得到

ｄ Ｒｅ(μ(τ))
ｄτ τ＝τ－ｋꎬｊ

<０ꎬ

则

τｋ２< ｍｉｎ
ｋꎬ ｊ∈Ｎ

ｋ(ｋ０ꎬｋ∗]

τ－
ｋꎬｊꎮ

这就意味着ꎬ无论 ω－
ｋ是否存在ꎬτｋ２总是第一个 Ｈｏｐｆ 分岔值ꎮ

３　 数值模拟

本章利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件进行数值模拟ꎬ进一步说明前面的理论分析结果ꎮ 图 １ 和图 ２ 是没有时滞 τ 的

情况下ꎬ系统(３)的正平衡点 Ｅ∗的稳定性变化ꎬ以 ｄ 为参数ꎮ 图 ３ 和图 ４ 有时滞 τ 的情况下ꎬ系统(３)的正

平衡点 Ｅ∗的稳定性变化ꎬ以时滞 τ 为参数ꎮ
第一种情况ꎬ当 τ＝ ０ 时ꎬ取 ａ＝ ２ꎬ ｂ＝ ４ꎬ ｄ＝ ３ꎬ λ＝ １ꎬ ｅ１ ＝ ３ꎬ ｅ２ ＝ ０ꎬ ｋ＝ １ꎬ根据式(１０)经计算 ｄ<ｄ０ꎬ由定

理 １ 得知ꎬ系统(３)的正平衡点 Ｅ∗是不稳定的ꎮ 从图 １ 可以看到ꎬ曲线是不断振动的ꎮ 当 τ ＝ ０ 时ꎬ取 ａ ＝ ３ꎬ
ｂ＝ １ꎬ ｄ＝ ３ꎬ λ＝ １ꎬ ｅ１ ＝ ０ꎬ ｅ２ ＝ １４ꎬ ｋ＝ １ꎬ根据式(１０)经计算 ｄ>ｄ０ꎬ由定理 １ 得知ꎬ系统(３)的正平衡点 Ｅ∗是

局部渐近稳定的ꎮ 从图 ２ 可以看到ꎬ曲线趋于稳定ꎮ 图中的现象和定理 １ 是相对应的ꎮ
第二种情况ꎬ假设 τ≠０ꎬ取 ａ＝ ３ꎬ ｂ＝ １ꎬ ｄ＝ ３ꎬ λ＝ １ꎬ ｅ１ ＝ ０ꎬ ｅ２ ＝ １４ꎬ ｋ＝ １ꎬ则 τｋ２≈０.５３５ ３ꎮ 当 τ＝ ０.１<τｋ２
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时ꎬ图 ３ 中的曲线趋于稳定ꎮ 当 τ ＝ ０.５５>τｋ２时ꎬ图 ４ 中的曲线变得不稳定ꎬ振动越来越大ꎮ 图中这些现象与

定理 ３ 相对应ꎮ 当 τ∈[０ꎬτｋ２)时ꎬ系统(３)具有局部渐近稳定的正平衡点 Ｅ∗ꎮ 当超过临界值 τｋ２时ꎬ正平衡

点 Ｅ∗失去稳定性ꎬ变得不稳定ꎮ

图 １　 当 ａ＝ ２ꎬ ｂ＝ ４ꎬ ｄ＝ ３ꎬ λ＝ １ꎬ ｅ１ ＝ ３ꎬ ｅ２ ＝ ０ꎬ ｋ＝ １ꎬ τ＝ ０ꎬ则系统(３)的正平衡点 Ｅ∗是不稳定的
(初始条件(ｕ０ꎬｖ０)＝ (１＋０.２ ｃｏｓ ｘꎬ １＋０.５ ｃｏｓ ｘ))

Ｆｉｇ.１　 Ｗｈｅｎ ａ＝ ２ꎬ ｂ＝ ４ꎬ ｄ＝ ３ꎬ λ＝ １ꎬ ｅ１ ＝ ３ꎬ ｅ２ ＝ ０ꎬ ｋ＝ １ꎬ τ＝ ０ꎬ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ (３) ｉｓ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ
ａｔ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔ Ｅ∗(Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｉｓ (ｕ０ꎬｖ０)＝ (１＋０.２ ｃｏｓ ｘꎬ １＋０.５ ｃｏｓ ｘ)

图 ２　 当 ａ＝ ２ꎬ ｂ＝ １ꎬ ｄ＝ ３ꎬ λ＝ １ꎬ ｅ１ ＝ ０ꎬ ｅ２ ＝ １４ꎬ ｋ＝ １ꎬ τ＝ ０ꎬ则系统(３)的正平衡点 Ｅ∗是局部渐近稳定的
(初始条件:(ｕ０ꎬｖ０)＝ (１＋０.２ ｃｏｓ ｘꎬ １＋０.５ ｃｏｓ ｘ))

Ｆｉｇ.２　 Ｗｈｅｎ ａ＝ ２ꎬ ｂ＝ １ꎬ ｄ＝ ３ꎬ λ＝ １ꎬ ｅ１ ＝ ０ꎬ ｅ２ ＝ １４ꎬ ｋ＝ １ꎬ τ＝ ０ꎬ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ (３) ｉｓ ｌｏｃａｌｌｙ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ
ａｔ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔ Ｅ∗(Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｉｓ (ｕ０ꎬｖ０)＝ (１＋０.２ ｃｏｓ ｘꎬ １＋０.５ ｃｏｓ ｘ))

图 ３　 当 ａ＝ ２ꎬ ｂ＝ １ꎬ ｄ＝ ３ꎬ λ＝ １ꎬ ｅ１ ＝ ０ꎬ ｅ２ ＝ １４ꎬ ｋ＝ １ꎬ τ＝ ０.１<τｋ２
ꎬ则系统(３)的正平衡点 Ｅ∗是局部渐近稳定的

(初始条件:(ｕ０ꎬｖ０)＝ (１＋０.２ ｃｏｓ ｘ)ꎬ １＋０.５ ｃｏｓ ｘ))
Ｆｉｇ.３　 Ｗｈｅｎ ａ＝ ２ꎬ ｂ＝ １ꎬ ｄ＝ ３ꎬ λ＝ １ꎬ ｅ１ ＝ ０ꎬ ｅ２ ＝ １４ꎬ ｋ＝ １ꎬ τ＝ ０.１<τｋ２

ꎬ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ (３) ｉｓ ｌｏｃａｌｌｙ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ
ｓｔａｂｌｅ ａｔ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔ Ｅ∗(Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｉｓ (ｕ０ꎬｖ０)＝ (１＋０.２ ｃｏｓ ｘꎬ １＋０.５ ｃｏｓ ｘ))



　 １２４　　 山　 东　 大　 学　 学　 报　 (理　 学　 版) 第 ６０ 卷　

图 ４　 当 ａ＝ ２ꎬ ｂ＝ １ꎬ ｄ＝ ３ꎬ λ＝ １ꎬ ｅ１ ＝ ０ꎬ ｅ２ ＝ １４ꎬ ｋ＝ １ꎬ τ＝ ０.５５<τｋ２
ꎬ则系统(３)的正平衡点 Ｅ∗是不稳定的ꎬ

并且分支出空间非齐次周期解(初始条件:(ｕ０ꎬｖ０)＝ (１＋０.２ ｃｏｓ ｘꎬ １＋０.５ ｃｏｓ ｘ))
Ｆｉｇ.４　 Ｗｈｅｎ ａ＝ ２ꎬ ｂ＝ １ꎬ ｄ＝ ３ꎬ λ＝ １ꎬ ｅ１ ＝ ０ꎬ ｅ２ ＝ １４ꎬ ｋ＝ １ꎬ τ＝ ０.５５<τｋ２

ꎬ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ (３) ｉｓ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ
ａｔ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔ Ｅ∗ꎬ ａｎｄ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌｌｙ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
(Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｉｓ (ｕ０ꎬｖ０)＝ (１＋０.２ ｃｏｓ ｘ)ꎬ １＋０.５ ｃｏｓ ｘ))

４　 结论

本文建立一个具有时滞和交错扩散的 Ｂｒｕｓｓｅｌａｔｏｒ 模型ꎬ研究了在没有时滞 τ 影响的情况下ꎬ正平衡点的

稳定性ꎬ此时ꎬ没有 Ｈｏｐｆ 分支的存在ꎮ 当有时滞 τ 的影响下ꎬ当 τ ＝ τｋ２时ꎬ系统(３)在正平衡点 Ｅ∗附近发生

了 Ｈｏｐｆ 分支ꎮ 当 τ 穿过临界值 τ＝τｋ２时ꎬ分岔周期解是空间齐次的ꎻ当 τ 穿过临界值 τ ＝ ０.５５>τｋ２时ꎬ分叉周

期解是空间非齐次的ꎮ 最后ꎬ通过数值仿真检验了理论的正确性和方法的可行性ꎮ
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