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一类(３＋１)维宏观群体平衡方程的矩方法和尺度变换群分析
及自相似解

林府标ꎬ杨洋
(贵州财经大学数学与统计学院ꎬ 贵州 贵阳 ５５００２５)

摘要:探究一类带齐次碰撞核的(３＋１)维宏观群体平衡(积分偏微分)方程的解析解法及自相似解ꎮ 采用矩方法将(３＋１)维积

分偏微分方程转化成(２＋１)维偏微分矩方程ꎮ 利用尺度变换群方法获得了(３＋１)维积分偏微分方程和(２＋１)维偏微分矩方程

的尺度变换群、约化的(２＋１)维积分偏微分方程、约化的(１＋１)维常微分方程、自相似解、精确解ꎬ分析解的动力学性态ꎮ
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０　 引言

宏观群体平衡方程[１￣４]可用于预测相空间微粒系统中粒子或颗粒的诸多过程ꎬ在制药和混合肥料等实

体工业领域有广泛的应用[５￣６]ꎮ 因为群体平衡方程含积分项的复杂性ꎬ精确解的探寻比较困难[７￣１５]ꎬ所以一

般常采用数值方法进行研究[５￣６]ꎮ 管道中塞流粒子碰撞和凝聚过程的群体平衡方程[４]为

∂ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)
∂ｔ

＋ ∂
∂ｘ

[ｖ(ｘꎬｔ) ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)] ＝Ｂ(ｘꎬｙꎬｔ)－Ｄ(ｘꎬｙꎬｔ)ꎬ (１)

式中:ｔ 为时间ꎬｙ 为粒子的质量ꎬ外部坐标 ｘ 刻画粒子的位置状态ꎬ ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)为粒子单向流动凝聚的密度分

布ꎬｖ(ｘꎬｔ)为粒子在同一条直线上沿着管道单向运动的速度ꎮ 如果忽略粒子的所有其它固有特征(如粒径、
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尺寸、体积)及其在化学环境影响下的生长ꎬ仅考虑粒子自身的质量ꎬ则有

ｄｘ
ｄｔ

＝ ｖ(ｘꎬｔ)ꎬ　 ｄｙ
ｄｔ

＝ ０ꎮ

质量分别为 ｓ 和 ｙ－ｓ 的小粒子互相碰撞ꎬ凝聚成质量是 ｙ 的大粒子的出生率和死亡率分别为:

Ｂ(ｘꎬｙꎬｔ)＝ １
２
Ｋ(ｘꎬｔ) ∫∞

０
ｆ(ｘꎬｙ－ｓꎬｔ) ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｓꎬ (２)

Ｄ(ｘꎬｙꎬｔ)＝ Ｋ(ｘꎬｔ) ｆ(ｘꎬｙꎬｔ) ∫∞
０
ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｓꎮ (３)

Ｋ(ｘꎬｔ)为碰撞因子ꎬ它仅取决于环境ꎬ而不依赖于粒子的形状、尺寸和质量ꎮ Ｂ(ｘꎬｙꎬｔ) －Ｄ(ｘꎬｙꎬｔ)为粒子的

净形成率ꎬ式(２)、(３)代入方程(１)ꎬ得到

　 ∂ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)
∂ｔ

＋ ∂
∂ｘ

[ｖ(ｘꎬｔ) ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)]

＝Ｋ(ｘꎬｔ) [ １
２ ∫

∞

０
ｆ(ｘꎬｙ－ｓꎬｔ) ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｓ－ｆ(ｘꎬｙꎬｔ) ∫∞

０
ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｓ ]ꎮ

(４)

１　 (３＋１)维宏观群体平衡方程

假设粒子以恒定速率沿轴线单向运动ꎬ碰撞核是 β 次齐次的ꎬ但不一定满足对称性ꎬ对常数 λꎬ满足

Ｋ(λｘꎬλｔ)＝ λβＫ(ｘꎬｔ)ꎬ但 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ Ｋ( ｔꎬｘ)不一定成立ꎬ则考虑恒定速率和齐次碰撞核

ｖ(ｘꎬｔ)＝ νｉ( ｉ＝ １ꎬ２)ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ１ｘｐ ｔｑꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ｘα＋κ３ ｔαꎬ (５)
其中 ν１、ν２、κ１、κ２、κ３、ｐ、ｑ、α 都是常数ꎮ 式(５)代入方程(４)ꎬ得到

∂ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)
∂ｔ

＋ν１
∂ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)

∂ｘ
＝κ１ｘｐ ｔｑ [ １

２ ∫
∞

０
ｆ(ｘꎬｙ－ｓꎬｔ) ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｓ－ｆ(ｘꎬｙꎬｔ) ∫∞

０
ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｓ ]ꎬ (６)

　 ∂ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)
∂ｔ

＋ν２
∂ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)

∂ｘ

＝(κ２ｘα＋κ３ ｔα) [ １
２ ∫

∞

０
ｆ(ｘꎬｙ－ｓꎬｔ) ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｓ－ｆ(ｘꎬｙꎬｔ) ∫∞

０
ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｓ ]ꎮ (７)

方程(４)、(６)、(７)的精确解常采用数值方法[３￣６]研究ꎬ例如文献[４]利用矩方法探究方程(４)的数值解ꎮ
群体平衡方程的解析求解方法有改进的李群方法[１６￣１８]ꎬ尺度变换群方法[８￣１３ꎬ１６]ꎬ相似方法[１５]和矩方法[１９]等ꎮ
本文利用矩方法研究方程(４)的矩方程组ꎬ采用尺度变换群方法研究矩方程及方程(６)、(７)的算子、约化方

程、自相似解、精确解及解的动力学性态ꎮ

２　 方程(６)、(７)的尺度变换群分析

考虑方程(６)的变换系统

􀭰ｘ＝ ｘａλ１ꎬ　 􀭰ｙ＝ ｙａλ２ꎬ　 􀭰ｔ＝ ｔａλ３ꎬ　 －ｆ ＝ ｆａ μꎬ (８)
其中 λ ｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３)、μ、ａ 是常数ꎬ式(８)对应的算子为

Ｘ＝λ１ｘ
∂
∂ｘ

＋λ２ｙ
∂
∂ｙ

＋λ３ ｔ
∂
∂ｔ

＋μ ｆ ∂
∂ｆ

ꎮ (９)

由式(８)得
－ｆ (􀭰ｘꎬ􀭰ｙꎬ􀭰ｔ)＝ ｆ(􀭰ｘａ－λ１ꎬ􀭰ｙａ－λ２ꎬ􀭰ｔａ－λ３)ａ μꎬ　 －ｆ (􀭰ｘꎬ􀭰ｙ－􀭰ｓꎬ􀭰ｔ)＝ ｆ(􀭰ｘａ－λ１ꎬ􀭰ｙａ－λ２－􀭰ｓａ－λ２ꎬ􀭰ｔａ－λ３)ａ μꎮ (１０)

式(８)、(１０)代入方程ꎬ得

∂－ｆ (􀭰ｘꎬ􀭰ｙꎬ􀭰ｔ)
∂􀭰ｔ

＋ν１
∂－ｆ (􀭰ｘꎬ􀭰ｙꎬ􀭰ｔ)

∂􀭰ｘ
＝κ１􀭰ｘ ｐ􀭰ｔｑ [ １

２ ∫
∞

０

－ｆ (􀭰ｘꎬ􀭰ｙ－􀭰ｓꎬ􀭰ｔ)
－ｆ (􀭰ｘꎬ􀭰ｓꎬ􀭰ｔ)ｄ􀭰ｓ－

－ｆ (􀭰ｘꎬ􀭰ｙꎬ􀭰ｔ) ∫∞
０

－ｆ (􀭰ｘꎬ􀭰ｓꎬ􀭰ｔ)ｄ􀭰ｓ ]ꎬ

进一步地ꎬ得
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ａ μ－λ３
∂ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)

∂ｔ
＋ν１ａ μ－λ１

∂ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)
∂ｘ

＝κ１ａ２μ＋λ２＋ｐλ１＋ｑλ３ｘ ｐ ｔｑ [ １
２ ∫

∞

０
ｆ(ｘꎬｙ－ｓꎬｔ) ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｓ－ｆ(ｘꎬｙꎬｔ) ∫∞

０
ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｓ ]ꎮ (１１)

利用假设条件ꎬ式(８)将方程(６)的任一解变成同一方程的解ꎬ由方程(１１)ꎬ得到

λ３ ＝λ１ꎬ　 μ＝ －λ２－(ｐ＋ｑ＋１)λ１ꎮ (１２)
式(１２)代入式(９)ꎬ得

Ｘ１ ＝ ｘ
∂
∂ｘ

＋ｔ ∂
∂ｔ

－(ｐ＋ｑ＋１)ｙ ∂
∂ｙ

ꎬ　 Ｘ２ ＝ ｘ
∂
∂ｘ

＋ｔ ∂
∂ｔ

－(ｐ＋ｑ＋１) ｆ ∂
∂ｆ

ꎮ

类似地ꎬ考虑方程(７)ꎬ得

Ｙ１ ＝ ｘ
∂
∂ｘ

＋ｔ ∂
∂ｔ

－(α＋１)ｙ ∂
∂ｙ

ꎬ　 Ｙ２ ＝ ｘ
∂
∂ｘ

＋ｔ ∂
∂ｔ

－(α＋１) ｆ ∂
∂ｆ

ꎮ

３　 方程(６)、(７)的自相似解

３.１　 方程(６)的自相似解

子李代数 ｓｐａｎ{Ｘ１ꎬＸ２}对应的群不变量仅有一个ꎬ因此方程(６)的自相似解没有找到ꎮ 假设 Ｊ ＝ Ｊ(ｘꎬｙꎬ
ｔꎬ ｆ)ꎬ则方程 Ｘ１Ｊ＝ ０ 的特征方程为

ｄｆ
０

＝ｄｘ
ｘ
＝ ｄｔ

ｔ
＝ ｄｙ
－(ｐ＋ｑ＋１)ｙ

ꎮ

算子 Ｘ１ 的群不变量为 Ｊ１ ＝ ｆꎬ Ｊ２ ＝ ｘｔ
－１ꎬ Ｊ３ ＝ ｙｔ ｐ

＋ｑ＋１ꎬ因此方程(６)的解为

ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)＝ ｇ(ｕꎬｚ)ꎬ　 ｕ＝ ｙｔ ｐ＋ｑ＋１ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ
其中 ｇ(ｕꎬｚ)满足

　 (ｐ＋ｑ＋１)ｕ ∂ｇ(ｕꎬｚ)
∂ｕ

＋(ν１－ｚ)
∂ｇ(ｕꎬｚ)

∂ｚ

＝κ１ｚ ｐ [ １
２ ∫

∞

０
ｇ(ｕ－θꎬｚ)ｇ(θꎬｚ)ｄθ－ｇ(ｕꎬｚ) ∫∞

０
ｇ(θꎬｚ)ｄθ ]ꎮ (１３)

记 Ｊ＝ Ｊ(ｘꎬｙꎬｔꎬｆ)ꎬ方程 Ｘ２Ｊ＝ ０ 的特征方程为

ｄｆ
－(ｐ＋ｑ＋１) ｆ

＝ｄｘ
ｘ
＝ ｄｔ

ｔ
＝ｄｙ

０
ꎮ

算子 Ｘ２ 的群不变量为 Ｊ１ ＝ ｙꎬ Ｊ２ ＝ ｘｔ
－１ꎬ Ｊ３ ＝ ｆｔ ｐ

＋ｑ＋１ꎬ因此方程(６)的解为

ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)＝ ｔ－(ｐ＋ｑ＋１)ｇ(ｙꎬｚ)ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ
其中 ｇ(ｙꎬｚ)满足

(ν１－ｚ)
∂ｇ(ｙꎬｚ)

∂ｚ
－(ｐ＋ｑ＋１)ｇ(ｙꎬｚ)＝ κ１ｚ ｐ [ １

２ ∫
∞

０
ｇ(ｙ－ｓꎬｚ)ｇ(ｓꎬｚ)ｄｓ－ｇ(ｙꎬｚ) ∫∞

０
ｇ(ｓꎬｚ)ｄｓ ]ꎮ (１４)

３.２　 方程(７)的自相似解

子李代数 ｓｐａｎ{Ｙ１ꎬＹ２}对应的群不变量仅找到一个ꎬ因此方程(７)的自相似解没有找到ꎮ 假设 Ｊ ＝ Ｊ(ｘꎬ
ｙꎬｔꎬ ｆ)ꎬ则方程 Ｙ１Ｊ＝ ０ 的特征方程为

ｄｆ
０

＝ｄｘ
ｘ
＝ ｄｔ

ｔ
＝ ｄｙ
－(α＋１)ｙ

ꎮ

算子 Ｙ１ 的群不变量为 Ｊ１ ＝ ｆꎬ Ｊ２ ＝ ｘｔ
－１ꎬ Ｊ３ ＝ ｙｔα

＋１ꎬ因此方程(７)的解为

ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)＝ φ(ｕꎬｚ)ꎬ　 ｕ＝ ｙｔα＋１ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ
其中 φ(ｕꎬｚ)满足

　 (α＋１)ｕ ∂φ(ｕꎬｚ)
∂ｕ

＋(ν２－ｚ)
∂φ(ｕꎬｚ)

∂ｚ

＝(κ２ｚα＋κ３) [ １
２ ∫

∞

０
φ(ｕ－θꎬｚ)φ(ｕꎬθ)ｄθ－φ(ｕꎬｚ) ∫∞

０
φ(θꎬｚ)ｄθ ]ꎮ (１５)
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设 Ｊ＝ Ｊ(ｘꎬｙꎬｔꎬｆ)ꎬ方程 Ｙ２Ｊ＝ ０ 的特征方程为

ｄｆ
－(α＋１) ｆ

＝ｄｘ
ｘ
＝ ｄｔ

ｔ
＝ｄｙ

０
ꎮ

算子 Ｙ２ 的群不变量为 Ｊ１ ＝ ｙꎬ Ｊ２ ＝ ｘｔ
－１ꎬ Ｊ３ ＝ ｆｔα

＋１ꎬ因此方程(７)的解为

ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)＝ ｔ－(α＋１)φ(ｙꎬｚ)ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ
其中 φ(ｙꎬｚ)满足

　 (ν２－ｚ)
∂φ(ｙꎬｚ)

∂ｚ
－(α＋１)φ(ｙꎬｚ)

＝ (κ２ｚα＋κ３) [ １
２ ∫

∞

０
φ(ｙ－ｓꎬｚ)φ(ｓꎬｚ)ｄｓ－φ(ｙꎬｚ) ∫∞

０
φ(ｓꎬｚ)ｄｓ ]ꎮ (１６)

３.３　 约化方程(１３)—(１６)的尺度变换群分析

若能找到方程(１３)—(１６)的算子和群不变量ꎬ就可以再次将这些方程约化为(１＋１)维常微分方程ꎬ以
及获得对应的自相似解ꎮ 采用类似的方法ꎬ可以获得方程(１３)—(１６)的算子:

Ｚ１ ＝ｕ
∂
∂ｕ

－ｇ ∂
∂ｇ

ꎬ　 Ｚ２ ＝ ｙ
∂
∂ｙ

－ｇ ∂
∂ｇ

ꎬ　 Ｚ３ ＝ｕ
∂
∂ｕ

－φ ∂
∂φ

ꎬ　 Ｚ４ ＝ ｙ
∂
∂ｙ

－φ ∂
∂φ

ꎮ

算子 Ｚｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４)的群不变量都存在ꎬ但鉴于广义积分的收敛性条件ꎬ导致对应的自相似解没有找

到ꎮ 例如算子 Ｚ１ 的群不变量为 Ｊ１ ＝ ｚꎬ Ｊ２ ＝ｇｕꎬ自相似解为 ｇ(ｕꎬｚ)＝ ｕ－１φ(ｚ)ꎬ但当将解代入方程(１３)时ꎬ广
义积分的收敛性条件ꎬ导致函数 φ(ｚ)没有找到ꎬ因此对应的自相似解没有找到ꎮ

４　 矩方法及自相似解

４.１　 方程(４)的矩方程组

设 ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)满足方程(４)ꎬ ｊ 阶矩定义为

ｍｊ(ｘꎬｔ)＝∫∞
０
ｙｊ ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)ｄｙꎬ　 ｊ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ (１７)

其中 ｍ０(ｘꎬｔ)为粒子的总数量ꎬｍ１(ｘꎬｔ)为粒子的总质量ꎬｍ２(ｘꎬｔ)为粒子密度分布的方差ꎬ高阶矩 ｍｊ(ｘꎬｔ)( ｊ ＝
３ꎬ４ꎬ􀆺)的含义参见文献[１０]ꎮ 方程(４)两边关于 ｙ 从 ０ 到∞积分ꎬ得到

　 ∫∞
０

∂ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)
∂ｔ

ｄｙ＋ ∫∞
０

∂[ｖ(ｘꎬｔ) ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)]
∂ｘ

ｄｙ

＝Ｋ(ｘꎬｔ) [ １
２ ∫

∞

０
( ∫∞

０
ｆ(ｘꎬｙ－ｓꎬｔ) ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｓ )ｄｙ－ ∫∞

０
ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)ｄｙ ∫∞

０
ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｓ ]ꎮ (１８)

假设 ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)和 ｖ(ｘꎬｔ)满足求导与积分运算的可交换性条件ꎬ则由方程(１８)ꎬ得到

　 ∂
∂ｔ ∫

∞

０
ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)ｄｙ＋ ∂

∂ｘ [ ｖ(ｘꎬｔ) ∫∞
０
ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)ｄｙ ]

＝Ｋ(ｘꎬｔ) [ １
２ ∫

∞

０
( ∫∞

０
ｆ(ｘꎬｙ－ｓꎬｔ) ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｓ )ｄｙ－ ( ∫∞

０
ｆ(ｘꎬｙꎬｔ)ｄｙ )

２

]ꎮ (１９)
交换方程(１９)中二重积分项的积分次序ꎬ得到

∫∞
０

(∫∞
０
ｆ(ｘꎬｙ－ｓꎬｔ) ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｓ )ｄｙ ＝ ∫∞

０
( ∫∞

０
ｆ(ｘꎬｙ－ｓꎬｔ) ｆ(ｘꎬｓꎬｔ)ｄｙ )ｄｓ

＝ ∫∞
０

( ｆ(ｘꎬｓꎬｔ) ∫∞
０
ｆ(ｘꎬｙ－ｓꎬｔ)ｄｙ )ｄｓꎮ (２０)

注意到 ｓ≤ｙꎬ若令变换 θ＝ ｙ－ｓꎬ则

∫∞
０
ｆ(ｘꎬｙ－ｓꎬｔ)ｄｙ＝ ∫０

－ｓ
ｆ(ｘꎬθꎬｔ)ｄθ＋ ∫∞

０
ｆ(ｘꎬθꎬｔ)ｄθ＝ ∫∞

０
ｆ(ｘꎬθꎬｔ)ｄθꎮ (２１)

因此ꎬ针对方程(４)ꎬ由式(１７)—(２１)得
∂ｍ０(ｘꎬｔ)

∂ｔ
＋
∂[ｖ(ｘꎬｔ)ｍ０(ｘꎬｔ)]

∂ｘ
＝ － １

２
Ｋ(ｘꎬｔ)ｍ２

０(ｘꎬｔ)ꎮ (２２)

方程(２２)的解用于描述粒子互相碰撞时ꎬ粒子凝聚的总数量在空间的演化性态分布ꎮ
一般地ꎬ在方程(４)两边同时乘以 ｙｎ( ｎ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺)ꎬ关于 ｙ 从 ０ 到∞ 同时积分ꎬ记组合系数为 Ｃ ｉ

ｎ ＝
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ｎ!
ｉ! (ｎ－ｉ)!

ꎬ得到

∂ｍ１(ｘꎬｔ)
∂ｔ

＋
∂[ｖ(ｘꎬｔ)ｍ１(ｘꎬｔ)]

∂ｘ
＝ ０ꎬ (２３)

∂ｍ２(ｘꎬｔ)
∂ｔ

＋
∂[ｖ(ｘꎬｔ)ｍ２(ｘꎬｔ)]

∂ｘ
＝Ｋ(ｘꎬｔ)ｍ２

１(ｘꎬｔ)ꎬ (２４)

∂ｍ３(ｘꎬｔ)
∂ｔ

＋
∂[ｖ(ｘꎬｔ)ｍ３(ｘꎬｔ)]

∂ｘ
＝ ３Ｋ(ｘꎬｔ)ｍ１(ｘꎬｔ)ｍ２(ｘꎬｔ)ꎬ (２５)

􀆺
∂ｍｎ(ｘꎬｔ)

∂ｔ
＋
∂[ｖ(ｘꎬｔ)ｍｎ(ｘꎬｔ)]

∂ｘ
＝Ｋ(ｘꎬｔ) [ １

２ ∑
ｎ

ｉ ＝０
Ｃ ｉ

ｎ ｍｉ(ｘꎬｔ)ｍｎ－ｉ(ｘꎬｔ)－ｍ０(ｘꎬｔ)ｍｎ(ｘꎬｔ) ]ꎮ (２６)

采用递归方法求解方程(２３)—(２６)ꎬ特别地ꎬ若考虑粒子作等速单向运动ꎬ碰撞系数是常数ꎬ选取

ｖ(ｘꎬｔ)＝ ν０ꎬ Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ０ꎬ其中 ν０、κ０ 均是常数ꎬφｊ( ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺)是一元函数ꎬ则
ｍ１(ｘꎬｔ)＝ φ１(ｘ－ν０ ｔ)ꎬ
ｍ２(ｘꎬｔ)＝ κ０ ｔφ２

１(ｘ－ν０ ｔ)＋φ２(ｘ－ν０ ｔ)ꎬ

ｍ３(ｘꎬｔ)＝
３
２
κ２

０ ｔ２φ３
１(ｘ－ν０ ｔ)＋３κ０ ｔφ１(ｘ－ν０ ｔ)φ２(ｘ－ν０ ｔ)＋φ３(ｘ－ν０ ｔ)ꎬ

􀆺ꎮ
４.２　 矩方程的尺度变换群分析

采用式(５)和方程(２２)ꎬ得到

∂ｍ０(ｘꎬｔ)
∂ｔ

＋ν１

∂ｍ０(ｘꎬｔ)
∂ｘ

＝ － １
２
κ１ｘｐ ｔｑｍ２

０(ｘꎬｔ)ꎬ (２７)

∂ｍ０(ｘꎬｔ)
∂ｔ

＋ν２

∂ｍ０(ｘꎬｔ)
∂ｘ

＝ － １
２
(κ２ｘα＋κ３ ｔα)ｍ２

０(ｘꎬｔ)ꎮ (２８)

考虑方程(２７)的变换系统ꎬ有
􀭰ｘ＝ｂ β１ｘꎬ　 􀭰ｔ＝ｂ β２ ｔꎬ　 􀭺ｍ０ ＝ｂ βｍ０ꎬ (２９)

其中 ｂ、β１、β２、β 是常数ꎬ式(２９)对应的算子为

􀭹Ｙ＝β１ｘ
∂
∂ｘ

＋β２ ｔ
∂
∂ｔ

＋βｍ０
∂

∂ｍ０
ꎮ (３０)

将式(２９)代入方程

∂􀭺ｍ０(􀭰ｘꎬ􀭰ｔ)
∂􀭰ｔ

＋ν１

∂􀭺ｍ０(􀭰ｘꎬ􀭰ｔ)
∂􀭰ｘ

＝ － １
２
κ１􀭰ｘｐ􀭰ｔｑ􀭺ｍ２

０(􀭰ｘꎬ􀭰ｔ)ꎬ

得到

ａ β－β２
∂ｍ０(ｘꎬｔ)

∂ｔ
＋ａ β－β１ν１

∂ｍ０(ｘꎬｔ)
∂ｘ

＝ － １
２
κ１ａ２β＋ｐβ１＋ｑβ２ｘ ｐ ｔｑｍ２

０(ｘꎬｔ)ꎮ (３１)

由假设条件ꎬ式(２９)将方程(２７)的任一解变成同一方程的解ꎬ则由方程(３１)ꎬ得
β２ ＝β１ꎬ　 β＝ －(ｐ＋ｑ＋１)β１ꎮ (３２)

将式(３２)代入式(３０)ꎬ得

Ｙ＝ ｘ ∂
∂ｘ

＋ｔ ∂
∂ｔ

－(ｐ＋ｑ＋１)ｍ０
∂

∂ｍ０
ꎮ

类似地ꎬ针对方程(２８)ꎬ得

Ｚ＝ ｘ ∂
∂ｘ

＋ｔ ∂
∂ｔ

－(α＋１)ｍ０
∂

∂ｍ０
ꎮ

４.３　 矩方程(２７)的自相似解

设 Ｖ＝Ｖ(ｘꎬｔꎬｍ０)ꎬ则方程 ＹＶ＝ ０ 的特征方程为
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ｄｘ
ｘ
＝ ｄｔ

ｔ
＝

ｄｍ０

－(ｐ＋ｑ＋１)ｍ０
ꎮ

算子 Ｙ 的群不变量为 Ｊ１ ＝ｍ０ ｔ ｐ
＋ｑ＋１ꎬ Ｊ２ ＝ ｘｔ

－１ꎬ因此ꎬ方程(２７)的解为

ｍ０(ｘꎬｔ)＝ ｔ－(ｐ＋ｑ＋１)φ(ｚ)ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ (３３)
其中 φ(ｚ)满足

(ν１－ｚ)φ′＝(ｐ＋ｑ＋１)φ－ １
２
κ１ｚ ｐφ２ꎮ (３４)

方程(３４)的解为

φ(ｚ)＝ (ｚ－ν１)
－(ｐ＋ｑ＋１) ( ｃ－

κ１

２ ∫
ｚ ｐ

(ｚ－ν１) ｐ＋ｑ＋２ ｄｚ )
－１
ꎬ (３５)

其中 ｃ 是常数ꎮ 由式(３３)和(３５)ꎬ得到方程(２７)的解为

ｍ０(ｘꎬｔ)＝ (ｘ－ν１ ｔ)
－(ｐ＋ｑ＋１) ( ｃ－

κ１

２ ∫
ｚ ｐ

(ｚ－ν１) ｐ＋ｑ＋２ ｄｚ )
－１
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎮ (３６)

取 ｑ＝ －(ｐ＋１)ꎬ ｐ＝ ０ꎬ±１ꎬ􀆺ꎬ±５ꎬ由式(３６)ꎬ得到方程(２７)的解的表达式如下:

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
２

ｃ－κ１ ｌｎ ｜ ｚ－ν１ ｜
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ１ ｔ

－１ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
２ν１

κ１(ｃν１＋ｌｎ ｜ ｚ ｜ －ｌｎ ｜ ｚ－ν１ ｜ )
ꎬ　 ｚ ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ１ｘ

－１ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
２ν２

１ｚ
κ１[ｃν２

１ｚ＋ｚ( ｌｎ ｜ ｚ ｜ －ｌｎ ｜ ｚ－ν１ ｜ )－ν１]
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ１ｘ

－２ ｔꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
４ν３

１ｚ２

κ１[２ｃν３
１ｚ２－２ν１ｚ＋２ｚ２( ｌｎ ｜ ｚ ｜ －ｌｎ ｜ ｚ－ν１ ｜ )－ν２

１]
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ１ｘ

－３ ｔ２ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
１２ν４

１ｚ３

κ１[６ｃν４
１ｚ３－６ν１ｚ２－３ν２

１ｚ＋６ｚ３( ｌｎ ｜ ｚ ｜ －ｌｎ ｜ ｚ－ν１ ｜ )－２ν３
１]

ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ１ｘ
－４ ｔ３ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
２４ν５

１ｚ４

κ１[１２ｃν５
１ｚ４－１２ν１ｚ３－６ν２

１ｚ２－４ν３
１ｚ＋１２ｚ４( ｌｎ ｜ ｚ ｜ －ｌｎ ｜ ｚ－ν１ ｜ )－３ν４

１]
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ

Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ１ｘ
－５ ｔ４ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
２

κ１(ｃ－ν１ ｌｎ ｜ ｚ－ν１ ｜ －ｚ)
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ１ｘｔ

－２ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
４

κ１(２ｃ－２ν２
１ ｌｎ ｜ ｚ－ν１ ｜ －ｚ２－２ν１ｚ)

ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ１ｘ２ ｔ－３ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
１２

κ１(６ｃ－６ν３
１ ｌｎ ｜ ｚ－ν１ ｜ －２ｚ３－３ν１ｚ２－６ν２

１ ｚ)
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ１ｘ３ ｔ－４ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
２４

κ１(１２ｃ－１２ν４
１ ｌｎ ｜ ｚ－ν１ ｜ －３ｚ４－４ν１ｚ３－６ν２

１ｚ２－１２ν３
１ｚ)

ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ１ｘ４ ｔ－５ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
１２０

κ１(６０ｃ－６０ν５
１ ｌｎ ｜ ｚ－ν１ ｜ －１２ｚ５－１５ν１ｚ４－２０ν２

１ｚ３－３０ν３
１ｚ２－６０ν４

１ｚ)
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ

Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ１ｘ５ ｔ－６ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝ (
κ１

２ ∫
ｚ ｐ

ν１－ｚ
ｄｚ )

－１
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ１ｘ ｐ ｔ－(ｐ＋１)ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
２(ν１－σ)

κ１(ｘ－σｔ)＋２ｃ(ν１－σ)
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ１ꎬ
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其中 σ、ν１、κ１、ｃ 为常数ꎮ
假设 ｐ＝ｑ＝ ０ꎬ σ 是常数ꎬ设方程(２７)的解为

ｍ０(ｘꎬｔ)＝ φ(ξ)ꎬ　 ξ＝ ｘ－σｔꎬ
其中 φ(ξ)满足

(ν１－σ)φ′＝ － １
２
κ１φ２ꎮ (３７)

求解方程(３７)ꎬ得到方程(２７)的解为

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
２(ν１－σ)

κ１(ｘ－σｔ)＋２ｃ(ν１－σ)
ꎮ (３８)

观察解(３８)发现ꎬ当 ｘ→∞时ꎬｍ０(ｘꎬｔ)→０ꎬ记 ｍ０(∞ ꎬｔ)＝ ０ꎻ当 ｔ→∞时ꎬｍ０(ｘꎬｔ)→０ꎬ记ｍ０(ｘꎬ∞ )＝ ０ꎬ表
明粒子的碰撞和凝聚随着时间的演化ꎬ解(３８)是渐近稳定的ꎬ对应的边值和初值条件分别为:

ｍ０(０ꎬｔ)＝
２(σ－ν１)

κ１σｔ＋２ｃ(σ－ν１)
ꎬ　 ｍ０(∞ ꎬｔ)＝ ０ꎻ

ｍ０(ｘꎬ０)＝
２(ν１－σ)

κ１ｘ＋２ｃ(ν１－σ)
ꎬ　 ｍ０(ｘꎬ∞ )＝ ０ꎮ

类似地ꎬ得到解(３８)在[０ꎬＬ]×[０ꎬＴ]上的边值和初值条件ꎬ其中 Ｌ、Ｔ 都是正常数ꎮ 取 κ１ ＝ ０.５ꎬ ν１ ＝ ０.１ꎬ
σ＝ －０.００１ꎬ ｃ＝ ４ꎬ解(３８)在[０ꎬ８]×[０ꎬ８]上ꎬ图 １(ａ)为粒子凝聚的总数量动力学性态演化投影ꎮ 边值条件

ｍ０(０ꎬｔ)在[０ꎬ８×１０４]上的动力学性态演化见图 １(ｂ)ꎮ 初值条件 ｍ０(ｘꎬ０)在[０ꎬ８]上的动力学性态演化见

图 １(ｃ)ꎮ 方程(２７)和(２８)的解的边值和初值条件及动力学演化性态可类似分析ꎬ略ꎮ

图 １　 解(３８)及边值和初值条件的动力学演化性态分布
Ｆｉｇ.１　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ (３８) ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ａｎｄ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

４.４　 矩方程(２８)的自相似解

设 Ｖ＝Ｖ(ｘꎬｔꎬｍ０)ꎬ则方程 ＺＶ＝ ０ 的特征方程为

ｄｘ
ｘ
＝ ｄｔ

ｔ
＝

ｄｍ０

－(α＋１)ｍ０
ꎮ

算子 Ｚ 的群不变量为 Ｊ１ ＝ｍ０ ｔα
＋１ꎬ Ｊ２ ＝ ｘｔ

－１ꎬ因此方程(２８)的解为

ｍ０(ｘꎬｔ)＝ ｔ－(α＋１)φ(ｚ)ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ (３９)
其中 φ(ｚ)满足

(ν２－ｚ)φ′＝(α＋１)φ－ １
２
(κ２ｚα＋κ３)φ２ꎮ (４０)

方程(４０)的解为

φ(ｚ)＝ (ｚ－ν２)
－(α＋１) ( ｃ－ １

２ ∫
κ２ｚα＋κ３

(ｚ－ν２) α＋２ ｄｚ )
－１
ꎬ (４１)
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其中 ｃ 是常数ꎮ 采用式(４０)ꎬ得到方程(２８)的解为

ｍ０(ｘꎬｔ)＝ (ｘ－ν２ ｔ)
－(α＋１) ( ｃ－ １

２ ∫
κ２ｚα＋κ３

(ｚ－ν２) α＋２ ｄｚ )
－１
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎮ (４２)

取 α＝ ０ꎬ±１ꎬ􀆺ꎬ±６ꎬ± １
２
ꎬ± １

３
ꎬ ３
２
ꎬｎꎬ其中 ｎ＝ ２ꎬ３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬ利用式(４２)ꎬ得到方程(２８)的解如下:

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
２ν２(ν２－ｚ)

(ｘ－ν２ ｔ)[２ｃν２(ν２－ｚ)－(κ２＋κ３)ｚ]
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２＋κ３ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
２ν２

２ｃν２＋κ２ ｌｎ ｜ ｚ ｜ －(κ２＋κ３ν２) ｌｎ ｜ ｚ－ν２ ｜
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ｘ

－１＋κ３ ｔ
－１ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
２(ｘ－ν２ ｔ)ｚ
κ２＋２ｃｚ－κ３ｚ２

ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ｘ
－２＋κ３ ｔ

－２ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
４(ｘ－ν２ ｔ) ２ｚ２

(２ν２－ｚ)κ３ｚ３＋(２ｚ－ν２)κ２＋４ｃｚ２
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ｘ

－３＋κ３ ｔ
－３ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
６(ｘ－ν２ ｔ) ３ｚ３

(ν２
２－３ν２ｚ＋３ｚ２)κ２＋６ｃｚ３－(３ν２

２－３ν２ｚ＋ｚ２)κ３ｚ４
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ｘ

－４＋κ３ ｔ
－４ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
８(ｘ－ν２ ｔ) ４ｚ４

(２ν２
２－２ν２ｚ＋ｚ２)(２ν２－ｚ)κ３ｚ５＋８ｃｚ４－Ａ

ꎬ　 Ａ＝(ν２
２－２ν２ｚ＋２ｚ２)(ν２－２ｚ)κ２ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ

　 　 　 　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ｘ
－５＋κ３ ｔ

－５ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
１０(ｘ－ν２ ｔ) ５ｚ５

(ν４
２－５ν３

２ｚ＋１０ν２
２ｚ２－１０ν２ｚ３＋５ｚ４)κ２＋１０ｃｚ５－Ｂ

ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ｘ
－６＋κ３ ｔ

－６ꎬ

　 　 　 　 Ｂ＝(５ν４
２－１０ν３

２ｚ＋１０ν２
２ｚ２－５ν２ｚ３＋ｚ４)κ３ｚ６ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
４ν２(ν２－ｚ) ２

(ｘ－ν２ ｔ) ２(４ｃν２(ν２－ｚ) ２＋κ２ｚ２＋κ３ν２)
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ｘ＋κ３ ｔꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
６ν２(ν２－ｚ) ３

(ｘ－ν２ ｔ) ３(６ｃν２(ν２－ｚ) ３－κ２ｚ３－κ３ν２)
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ｘ２＋κ３ ｔ２ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
８ν２(ν２－ｚ) ４

(ｘ－ν２ ｔ) ４(８ｃν２(ν２－ｚ) ４＋κ２ｚ４＋κ３ν２)
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ｘ３＋κ３ ｔ３ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
１０ν２(ν２－ｚ) ５

(ｘ－ν２ ｔ) ５(１０ｃν２(ν２－ｚ) ５－κ２ｚ５－κ３ν２)
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ｘ４＋κ３ ｔ４ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
１２ν２(ν２－ｚ) ６

(ｘ－ν２ ｔ) ６(１２ｃν２(ν２－ｚ) ６＋κ２ｚ６＋κ３ν２)
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ｘ５＋κ３ ｔ５ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
１４ν２(ν２－ｚ) ７

(ｘ－ν２ ｔ) ７(１４ｃν２(ν２－ｚ) ７－κ２ｚ７－κ３ν２)
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ｘ６＋κ３ ｔ６ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
２ｎν２(ν２－ｚ) ｎ

(ｘ－ν２ ｔ) ｎ(２ｎｃν２(ν２－ｚ) ｎ＋(－１) ｎκ２ｚｎ＋(－１) ｎκ３ν２)
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ｘｎ－１＋κ３ ｔｎ

－１ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
３ν２ (ｚ－ν２) ３

(ｘ－ν２ ｔ) ３ [κ２ ｚ３ ＋κ３ν２＋(κ２＋３ｃν２) (ｚ－ν２) ３ ]
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ ｘ ＋κ３ ｔ ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
ν２ ｚ－ν２

ｘ－ν２ ｔ [ ｚκ２＋κ３ν２＋(κ２＋ｃν２) ｚ－ν２ ]
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝

κ２

ｘ
＋
κ３

ｔ
ꎬ
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ｍ０(ｘꎬｔ)＝
８ν２

３
(ｚ－ν２) ４

３
(ｘ－ν２ ｔ) ４ [３(κ２

３
ｚ４ ＋κ３ν２)＋８ｃν２

３
(ｚ－ν２) ４ ]

ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２
３ｘ ＋κ３

３ｔ ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
４ν２

３
ｚ(ｚ－ν２) ２

３
(ｘ－ν２ ｔ) ２ [３(κ３ν２

３ｚ ＋κ２ｚ)＋４ｃν２
３
ｚ(ｚ－ν２) ２ ]

ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝
κ２
３ｘ

＋
κ３
３ｔ

ꎬ

ｍ０(ｘꎬｔ)＝
５ν２ (ｚ－ν２) ５

(ｘ－ν２ ｔ) ５ [κ２ ｚ５ ＋κ３ν２＋(κ２＋５ｃν２) (ｚ－ν２) ５ ]
ꎬ　 ｚ＝ ｘｔ－１ꎬ

　 　 　 　 Ｋ(ｘꎬｔ)＝ κ２ ｘ３ ＋κ３ ｔ３ ꎬ
其中 ν２、κ２、κ３、ｃ 为常数ꎮ
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