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三圈图的 Ｍｏｓｔａｒ 指标的下界

王辉ꎬ刘蒙蒙∗

(兰州交通大学数理学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:连通图 Ｇ 的 Ｍｏｓｔａｒ 指标 Ｍ(Ｇ)的定义为 Ｍ(Ｇ)＝ ∑
ｅ ＝ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)

｜ ｎｕ(ｅ)－ｎｖ(ｅ) ｜ ꎬ其中 ｎｕ(ｅ)表示图 Ｇ 中到点 ｕ 的距离比到点

ｖ 的距离近的顶点的数目ꎬｎｖ(ｅ)表示图 Ｇ 中到点 ｖ 的距离比到点 ｕ 的距离近的顶点的数目ꎮ 得到了连通三圈图的Ｍｏｓｔａｒ指标

的下界ꎬ 刻画了相应的极值图ꎮ
关键词:Ｍｏｓｔａｒ 指标ꎻ三圈图ꎻ极值图

中图分类号:Ｏ１５７.５　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:王辉ꎬ刘蒙蒙.三圈图的 Ｍｏｓｔａｒ 指标的下界[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２５ꎬ６０(８):６８￣７７ꎬ１０５.
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ｅ ＝ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)

｜ ｎｕ( ｅ) －ｎｖ( ｅ) ｜ ꎬ ｗｈｅｒｅ ｎｕ( ｅ) ａｎｄ

ｎｖ(ｅ) ａｒｅꎬ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙꎬ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃｅｓ ｏｆ Ｇ ｌｙｉｎｇ ｃｌｏｓｅｒ ｔｏ ｖｅｒｔｅｘ ｕ ｔｈａｎ ｔｏ ｖｅｒｔｅｘ ｖ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃｅｓ ｏｆ Ｇ ｌｙｉｎｇ
ｃｌｏｓｅｒ ｔｏ ｖｅｒｔｅｘ ｖ ｔｈａｎ ｔｏ ｖｅｒｔｅｘ ｕ. Ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄ ｏｆ ｔｈｅ Ｍｏｓｔａｒ ｉｎｄｅｘ ａｍｏｎｇ ａｌｌ ｔｒｉｃｙｃｌｉｃ ｇｒａｐｈｓ ｉｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘｔｒｅｍａｌ
ｇｒａｐｈｓ ｔｈａｔ ａｔｔａｉｎｅｄ ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄ ａｒｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: Ｍｏｓｔａｒ ｉｎｄｅｘꎻ ｔｒｉｃｙｃｌｉｃ ｇｒａｐｈꎻ ｅｘｔｒｅｍａｌ ｇｒａｐｈ

０　 引言

本文中所考虑的图都是简单、有限的无向图ꎮ 文中术语和符号请参考文献[１]ꎮ 对于简单连通图 Ｇꎬ定
义图 Ｇ 的边集为 Ｅ(Ｇ)ꎬ顶点集为 Ｖ(Ｇ)ꎮ 对顶点 ｕ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ ｄＧ(ｕ)(可简写为 ｄ(ｕ)) 表示图 Ｇ 中顶点 ｕ 的

度ꎬ即图 Ｇ 中与顶点 ｕ 关联的边的数目ꎮ 当 ｄ(ｕ)＝ １ 时ꎬ称点 ｕ 为悬挂点ꎬ并将与点 ｕ 关联的边称为悬挂边ꎮ
对于顶点 ｕꎬｖ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ ｄ(ｕꎬｖ)表示顶点 ｕ 和顶点 ｖ 之间的距离ꎬ即连接 ｕꎬｖ 的最短路径的长度ꎮ

对于边 ｅ＝ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)ꎬ根据图 Ｇ 中顶点间距离的定义ꎬ可定义以下集合:
Ｎｕ(ｅ)＝ {ｗ∈Ｖ(Ｇ):ｄ(ｕꎬｗ)<ｄ(ｖꎬｗ)}ꎬ

Ｎｖ(ｅ)＝ {ｗ∈Ｖ(Ｇ):ｄ(ｖꎬｗ)<ｄ(ｕꎬｗ)}ꎬ

Ｎ０(ｅ)＝ {ｗ∈Ｖ(Ｇ):ｄ(ｕꎬｗ)＝ ｄ(ｖꎬｗ)}ꎮ
显然ꎬ集合{Ｎｕ(ｅ)ꎬＮｖ(ｅ)ꎬＮ０(ｅ)}是对图 Ｇ 中顶点的划分ꎮ 令 ｎｕ(ｅ)ꎬｎｖ(ｅ)和 ｎ０(ｅ)分别表示集合Ｎｕ(ｅ)ꎬ
Ｎｖ(ｅ) 和 Ｎ０(ｅ)中的顶点数目ꎮ 如果图 Ｇ 有 ｎ 个顶点ꎬ则 ｎｕ(ｅ)＋ｎｖ(ｅ)＋ｎ０(ｅ)＝ ｎꎮ

在众多拓扑指标中ꎬ有一类指标是通过对单个边的贡献求和来获得整个图的相关性质ꎮ 此类指标被称
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为键加型指标ꎮ
Ｄｏšｌｉｃ' 等[２]提出了一个新的键加型指标ꎬ并将其命名为 Ｍｏｓｔａｒ 指标ꎮ 对于连通图 Ｇꎬ其 Ｍｏｓｔａｒ 指标的

定义为

Ｍ(Ｇ)＝ ∑
ｅ ＝ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)

｜ ｎｕ(ｅ)－ｎｖ(ｅ) ｜ ꎬ

其中 ｎｕ(ｅ)表示图 Ｇ 中到点 ｕ 的距离比到点 ｖ 的距离近的顶点的数目ꎬｎｖ(ｅ)表示图 Ｇ 中到点 ｖ 的距离比到

点 ｕ 的距离近的顶点的数目ꎮ 文献[２]首先提出 Ｍｏｓｔａｒ 指标ꎬ并研究了树图和单圈图的极值ꎮ 文献[３]研
究了限定条件下树图的极值ꎬ文献[４]研究了仙人掌图的极值ꎬ文献[５]研究了双圈图的极值ꎬ文献[６]介绍

了 Ｍｏｓｔａｒ 指标在分子图中的应用ꎬ其余关于 Ｍｏｓｔａｒ 指标的结果可参考文献[７￣１０]ꎮ
本文在三圈图的修正 Ｓｚｅｇｅｄ 指标极值问题的基础上ꎬ得到了连通三圈图的 Ｍｏｓｔａｒ 指标的下界ꎬ并对达

到相应极值的三圈图进行了刻画ꎮ
定理 １　 令 Ｇｎ 是一个 ｎ≥４１ 的连通三圈图ꎮ 则

Ｍ(Ｇｎ)≥
８ꎬ　 ｎ 为偶数ꎬ
１０ꎬ　 ｎ 为奇数ꎮ{

等号成立当且仅当 Ｇ≅Ｆｎ(图 １)ꎮ

图 １　 顶点数 ｎ 分别为偶数和奇数的三圈图
Ｆｉｇ.１　 Ｔｒｉｃｙｃｌｉｃ ｇｒａｐｈｓ ｗｉｔｈ ｅｖｅｎ ａｎｄ ｏｄｄ ｖｅｒｔｉｃｅｓ ｎ

１　 预备知识

为方便起见ꎬ令 ϕ(ｅ)＝ ｜ ｎｕ(ｅ)－ｎｖ(ｅ) ｜ ꎬ则图 Ｇ 的 Ｍｏｓｔａｒ 指标可进一步写为

Ｍ(Ｇ)＝ ∑
ｅ ＝ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)

｜ ｎｕ(ｅ)－ｎｖ(ｅ) ｜ ＝ ∑
ｅ ＝ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)

ϕ(ｅ)ꎮ

引理 １[１１] 　 令 ｅ＝ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)ꎮ 则

ϕ(ｅ)＝ ｜ ｎｕ(ｅ)－ｎｖ(ｅ) ｜≤ｎ－２ꎬ
等号成立当且仅当 ｅ＝ｕｖ 是一条悬挂边ꎮ

根据图 Ｆｎ 的构造ꎬ可证明定理 １ 中等式成立ꎮ
接下来证明ꎬ对于任何 ｎ≥４１ 的连通三圈图 Ｇｎꎬ除 Ｆｎ 外ꎬ都有 Ｍ(Ｇｎ) >Ｍ(Ｆｎ)ꎮ 根据存在割点的连通

三圈图和不存在割点的连通三圈图两种情形进行证明ꎮ

２　 存在割点的连通三圈图

引理 ２　 设 Ｇｎ 是一个 ｎ≥１３ 的连通三圈图并且至少有一条悬挂边ꎮ 则

Ｍ(Ｇｎ)>Ｍ(Ｆｎ)ꎮ
证明　 令 ｅ＝ｕｖ 是 Ｇｎ 中的一条悬挂边ꎮ 于是ꎬ当 ｎ≥１３ 时ꎬ 根据引理 １ꎬ有

Ｍ(Ｇｎ)≥｜ ｎｕ(ｅ)－ｎｖ(ｅ) ｜ ＝ｎ－２≥１１>１０ꎬ
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结论成立ꎮ
引理 ３　 设 Ｇｎ 是一个 ｎ≥１３ 的连通三圈图存在一个割点并且没有悬挂边ꎬ则

Ｍ(Ｇｎ)>Ｍ(Ｆｎ)ꎮ
证明　 假设顶点 ｕ 是图 Ｇｎ 中的割点ꎮ 因为 Ｇｎ 是没有悬挂边的连通三圈图ꎬ则 Ｇｎ可以看成由双圈图 Ｂ

和单圈图 Ｃ 组合得到ꎮ 并且ꎬＶ(Ｂ)∩Ｖ(Ｃ)＝ {ｕ}ꎮ 因为图 Ｂ 是双圈图ꎬ所以显然有 ｜Ｖ(Ｂ) ｜≥４ꎮ
如果单圈图 Ｃ 是偶圈ꎬ则对于 Ｃ 中的每条边 ｅ 有ꎬ ϕ(ｅ)＝ ｜Ｖ(Ｂ) ｜ －１＝ｎ－ ｜Ｖ(Ｃ) ｜ ꎮ 因此ꎬ

Ｍ(Ｇｎ)≥ ∑
ｅ ＝ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)

ϕ(ｅ)＝ ｜Ｅ(Ｃ) ｜ ( ｜Ｖ(Ｂ) ｜ －１)≥４×３>１０ꎮ

如果单圈图 Ｃ 是奇圈ꎬ对于 Ｃ 中的一条边 ｅ ＝ ｘｙꎬ有 ｄ( ｘꎬｕ) ＝ ｄ( ｙꎬｕ)ꎮ 对于 Ｃ 中剩余的边 ｅ′ꎬ有
ϕ(ｅ′)＝ ｜Ｖ(Ｂ) ｜ －１＝ｎ－ ｜Ｖ(Ｃ) ｜ ꎮ 所以ꎬ

Ｍ(Ｇｎ)≥ ∑
ｅ ＝ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)

ϕ(ｅ)＝ ( ｜Ｅ(Ｃ) ｜ －１)( ｜Ｖ(Ｂ) ｜ －１)ꎮ

如果 ｜Ｅ(Ｃ) ｜≥５ꎬ则有 Ｍ(Ｇｎ)≥４×３>１０ꎻ如果 ｜ Ｅ(Ｃ ｜ ＝ ３ꎬ则 ｜ Ｖ(Ｂ) ｜ －１ ＝ ｎ－ ｜ Ｖ(Ｃ) ｜ ≥１０ꎮ 此时ꎬ
Ｍ(Ｇｎ)≥２×１０>１０ꎮ

３　 不存在割点的连通三圈图

在本节中ꎬ考虑不存在割点的连通三圈图ꎬ令符号 ａ、ｂ、ｃ、ｄ、 ｆ、ｇ 表示度大于 ２ 的顶点之间路径的长度ꎮ
为了简便起见ꎬ将这些路径分别称为 Ｐ(ａ)、Ｐ(ｂ)、Ｐ(ｃ)、Ｐ(ｄ)、Ｐ( ｆ)、Ｐ(ｇ)ꎬ 将这 ４ 个图分别用符号 Θ１、
Θ２、Θ３、Θ４ 表示ꎮ 如图 ２ 所示[１２]:

图 ２　 不存在割点的连通三圈图
Ｆｉｇ.２　 Ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｔｒｉｃｙｃｌｉｃ ｇｒａｐｈｓ ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｕｔ ｖｅｒｔｉｃｅｓ

　 　 引理 ４[１３] 　 设 Ｇｎ 是由 ４ 条路径 Ｐ(ａ)ꎬＰ( ｂ)ꎬＰ( ｃ)ꎬＰ( ｄ)组成的 Θ１ 图ꎬ 并且 ｅ ＝ ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)ꎮ 则ꎬ
｜ ｎｕ(ｅ)－ｎｖ(ｅ) ｜≤１ 当且仅当 ｅ 是 Ｐ(ａ)ꎬＰ(ｂ)ꎬＰ(ｃ)ꎬＰ(ｄ) ４ 条路径中奇数长度路径的中间那条边ꎮ

引理 ５　 设 Ｇｎ 是一个 ｎ≥１３ 的 Θ１ 图ꎮ 则

Ｍ(Ｇｎ)>Ｍ(Ｆｎ)ꎮ
证明　 不失一般性ꎬ假设 ａ≤ｂ≤ｃ≤ｄꎬ其中 ｂ≥２ꎮ
现在考虑与顶点 ｘꎬｙ 分别关联但不属于 Ｐ( ａ)中的 ６ 条边 ｅｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４ꎬ５ꎬ６)ꎮ 根据引理 ４ 有ꎬ

ϕ(ｅｉ)≥２ꎮ 于是

Ｍ(Ｇｎ)≥６×２>１０ꎮ
由此ꎬ可以证明结论成立ꎮ
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引理 ６　 设 Ｇｎ 是一个 ｎ≥１３ 的 Θ２ 图ꎮ 则

Ｍ(Ｇｎ)>Ｍ(Ｆｎ)ꎮ
证明　 不失一般性ꎬ假设 ｄ≥ｂꎬ ｇ≥ｃꎮ 为了证明结论成立ꎬ 分以下 ４ 种情形证明ꎮ
情形 １　 ｄ≥ｂ＋２ꎮ
考虑 Ｐ(ｄ)中的两条边 ｘｘ１ꎬ ｙｙ１ꎬ 有

ϕ(ｘｘ１)＝ ϕ(ｙｙ１)＝
ａ＋ｃ＋ｇ－２ꎬ　 ｂ≤ａ＋ｃꎬ
ｂ＋ｇ－２ꎬ　 ｂ≥ａ＋ｃꎮ{

由此ꎬ可以得到 ϕ(ｘｘ１)＝ ϕ(ｙｙ１)≥ａ＋ｃ＋ｇ－２ꎮ
因为 ｃ＋ｇ≥３ꎬ则有 ａ＋ｃ＋ｇ≥４ꎮ 如果 ａ＋ｃ＋ｇ≥８ꎬ可以得到 ϕ(ｘｘ１)＝ ϕ(ｙｙ１)≥６ꎮ 此时 Ｍ(Ｇｎ)≥２×６>１０ꎮ
如果 ａ＋ｃ＋ｇ＝ ７ꎬ此时 ϕ(ｘｘ１)＝ ϕ(ｙｙ１)≥５ꎮ 再考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ总有 ϕ(ｘｘ′)≥２ꎮ 故 Ｍ(Ｇｎ)≥２×５＋

２>１０ꎮ
如果 ａ＋ｃ＋ｇ＝ ６ꎬ此时 ϕ(ｘｘ１)＝ ϕ(ｙｙ１)≥４ꎮ 再考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ总有 ϕ(ｘｘ′)≥３ꎮ 故Ｍ(Ｇｎ)≥２×４＋３>

１０ꎮ
如果 ａ＋ｃ＋ｇ＝ ５ꎬ此时 ϕ(ｘｘ１)＝ ϕ(ｙｙ１)≥３ꎮ
如果 ａ＝ １ꎬ ｃ＝ １ꎬ ｇ＝ ３ꎮ 此时考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ′)＝ ｎ－２－２≥９ꎮ 故 Ｍ(Ｇｎ)≥２×３＋９>１０ꎮ
如果 ａ＝１ꎬ ｃ＝２ꎬ ｇ＝２ꎮ 此时考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ ｘｘ″∈Ｐ(ｃ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ′)＝ ϕ(ｘｘ″)≥３ꎮ 故 Ｍ(Ｇｎ)≥４×３>１０ꎮ
如果 ａ＝ ２ꎬ ｃ＝ １ꎬ ｇ ＝ ２ꎮ 此时考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ ｘｚ∈Ｐ(ｃ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ′)≥３ꎬ ϕ(ｘｚ)≥２ꎮ 故 Ｍ(Ｇｎ)≥

２×３＋３＋２>１０ꎮ
如果 ａ＋ｃ＋ｇ＝ ４ꎬ此时 ａ＝ １ꎬ ｃ＝ １ꎬ ｇ＝ ２ꎮ 如果 ｂ≥６>２ ＝ ａ＋ｃꎬ则有 ϕ(ｘｘ１)＝ ϕ(ｙｙ１)≥６ꎮ 此时 Ｍ(Ｇｎ)≥

２×６>１０ꎻ 如果 ｂ＝ ５ 或 ｂ＝ ４ꎬ 考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ′)≥３ꎮ 则 Ｍ(Ｇｎ)≥２×４＋３>１０ꎻ
如果 ｂ＝ ３ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ′)≥５ꎮ 则 Ｍ(Ｇｎ)≥２×３＋５>１０ꎻ如果 ｂ ＝ ２ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ

ｚｘ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ′)≥６ꎬϕ(ｚｘ′)≥４ꎮ 则 Ｍ(Ｇｎ)≥２×２＋６＋４>１０ꎻ如果 ｂ＝ １ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ有ϕ(ｘｘ′)＝
ｎ－２－１≥１０ꎮ 所以 Ｍ(Ｇｎ)≥２×２＋１０>１０ꎮ

情形 ２　 ｄ＝ｂ＋１ꎬ ｇ＝ ｃ＋１ꎮ
情形 ２.１　 ａ＋ｃ－１≥ｂꎮ
考虑边 ｘｘ１∈Ｐ(ｃ)和边 ｘｘ２∈Ｐ(ｇ)ꎮ 有 ϕ(ｘｘ１)＝ ｄ－１＋ｇ－２＝ｂ＋ｇ－２ꎬ再考虑边 ｘｘ２∈Ｐ(ｇ)ꎬ有

ϕ(ｘｘ２)≥
ｄ＋ｂ－１ꎬ　 ｃ≤ａ＋ｂꎬ
ｄ＋ｃ－２ꎬ　 ｃ≥ａ＋ｂꎮ{

因此ꎬ可以得到 ϕ(ｘｘ２)≥ｄ＋ｂ－１＝ ２ｂꎮ 于是ꎬ有
ϕ(ｘｘ１)＋ϕ(ｘｘ２)≥ｂ＋ｇ－２＋２ｂ＝ ３ｂ＋ｇ－２ꎮ

如果 ｂ≥４ 或 ｇ≥１０ꎬ 则显然有 Ｍ(Ｇｎ)≥ϕ(ｘｘ１)＋ϕ(ｘｘ２)>１０ꎮ 如果 ｂ ＝ １ꎬ则需考虑 ｇ≤９ꎮ 当 ４≤ｇ≤９
时ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ总有ϕ(ｘｘ′)≥６ꎮ 此时ꎬＭ(Ｇｎ)≥５＋６>１０ꎻ当 ｇ＝ ３ 时ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ有ϕ(ｘｘ′)≥
６ꎬ再考虑边 ｙｘ′∈Ｐ( ｄ)ꎬ有 ϕ( ｙｘ′)≥４ꎮ 此时ꎬＭ(Ｇｎ)≥４＋４＋６>１０ꎻ 当 ｇ ＝ ２ 时ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ有
ϕ(ｘｘ′)≥６ꎬ再考虑边 ｙｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ有 ϕ(ｙｘ′)≥５ꎮ 此时ꎬＭ(Ｇｎ)≥３＋５＋６>１０ꎮ

如果 ｂ＝２ꎬ则需考虑 ｇ≤６ꎮ 当 ２≤ｇ≤６ 时ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ总有 ϕ(ｘｘ′)≥５ꎮ 此时ꎬＭ(Ｇｎ)≥６＋５>１０ꎮ
如果 ｂ＝３ꎬ则需考虑 ｇ≤３ꎮ 当 ２≤ｇ≤３ 时ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ总有 ϕ(ｘｘ′)≥５ꎮ 此时ꎬＭ(Ｇｎ)≥９＋５>１０ꎮ
情形 ２.２　 ｂ≥ａ＋ｃ＋１ꎮ
考虑边 ｘｘ１∈Ｐ(ｂ)和边 ｘｘ２∈Ｐ(ｄ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ１)＝ ｄ－２＋ｇ－１ ＝ ｂ＋ｃ－１ꎮ 再考虑边 ｘｘ２∈Ｐ(ｄ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ２)＝

ｂ＋ｃ－１ꎬ于是ꎬ有 ϕ(ｘｘ１)＋ϕ(ｘｘ２)≥２(ｂ＋ｃ－１)ꎮ
如果 ｂ＋ｃ≥７ꎬ则显然有 Ｍ(Ｇｎ)≥ϕ(ｘｘ１)＋ϕ(ｘｘ２)>１０ꎮ
因为 ｂ≥ａ＋ｃ＋１ꎬ所以 ｂ≥３ꎮ 故ꎬｂ＋ｃ≥４ꎮ 因此ꎬ现在需要考虑 ４≤ｂ＋ｃ≤６ 的情形ꎮ 又因为 ｜Ｖ(Ｇｎ) ｜ ＝ｎ＝

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｇ－２＝ａ＋２(ｂ＋ｃ)≥１３ꎬ故分为以下几种情形:
如果 ｂ＋ｃ＝ ４ꎬ则有 ａ≥５ꎬ此时与 ｂ≥ａ＋ｃ＋１ 矛盾ꎻ
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如果 ｂ＋ｃ＝ ５ꎬ则有 ａ≥３ꎬ此时与 ｂ≥ａ＋ｃ＋１ 矛盾ꎻ
如果 ｂ＋ｃ＝ ６ꎬ则有 ａ≥１ꎮ 此时为满足 ｂ≥ａ＋ｃ＋１ꎬ有 ｂ＝ ４ꎬ ｃ＝ ２ 或 ｂ＝ ５ꎬ ｃ＝ １ꎮ 当 ｂ＝ ４ꎬ ｃ＝ ２ 时ꎬ考虑边

ｘｘ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ′)≥２ꎮ 此时 Ｍ(Ｇｎ)≥２×５＋２>１０ꎻ 当 ｂ＝ ５ꎬ ｃ＝ １ 时ꎬ 考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ′)≥２ꎮ
此时 Ｍ(Ｇｎ)≥２×５＋２>１０ꎮ

情形 ２.３　 ｂ＝ａ＋ｃꎮ
考虑边 ｘｘ１∈Ｐ(ｇ)ꎮ 有ꎬϕ(ｘｘ１)＝ ｄ－１＋ｂ－１＝ ２ｂ－１ꎮ 如果 ｂ≥６ꎬ则显然有 Ｍ(Ｇｎ)≥ϕ(ｘｘ１)>１０ꎮ
因为 ｜Ｖ(Ｇｎ) ｜ ＝ｎ＝ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｇ－２＝ ３ｂ＋ｃ≥１３ꎬ故 ｂ≥４ꎮ 因此ꎬ现在需要考虑 ４≤ｂ≤５ 的情形ꎮ
如果 ｂ＝ ５ꎬ则有 ａ＝ １ꎬ ｃ＝ ４ 或 ａ ＝ ２ꎬ ｃ ＝ ３ 或 ａ ＝ ３ꎬ ｃ ＝ ２ 或 ａ ＝ ４ꎬ ｃ ＝ １ꎮ 在此 ４ 种情形下ꎬ考虑边ｘｘ２∈

Ｐ(ｄ)ꎬ都有 ϕ(ｘｘ２)≥２ꎮ 于是 Ｍ(Ｇｎ)≥９＋２>１０ꎮ
如果 ｂ＝ ４ꎬ则有 ａ ＝ １ꎬ ｃ ＝ ３ 或 ａ ＝ ２ꎬ ｃ ＝ ２ 或 ａ ＝ ３ꎬ ｃ ＝ １ꎮ 在此 ３ 种情形下ꎬ考虑边ｘｘ２∈Ｐ(ｄ)ꎬ都有

ϕ(ｘｘ２)≥４ꎮ 于是 Ｍ(Ｇｎ)≥７＋４>１０ꎮ
情形 ３　 ｄ＝ｂ＋１ꎬ ｇ＝ ｃꎮ
在此情形下ꎬ 显然有 ｇ＝ ｃ≥２ꎮ
情形 ３.１　 ａ＋ｃ－１≥ｂꎮ
考虑边 ｘｘ１∈Ｐ(ｃ)和边 ｘｘ２∈Ｐ(ｇ)ꎬ有

ϕ(ｘｘ１)＝ ϕ(ｘｘ２)≥ｄ－１＋ｇ－１＝ｂ＋ｇ－１ꎮ
因为 ｂ≥１ꎬ ｇ≥２ꎬ 于是有 ｂ＋ｇ≥３ꎮ

如果 ｂ＋ｇ≥７ꎬ则有 Ｍ(Ｇｎ)≥２×６>１０ꎮ
如果 ｂ＋ｇ＝ ６ꎬ则有 ｂ ＝ １ꎬｇ ＝ ５ 或 ｂ ＝ ２ꎬ ｇ ＝ ４ 或 ｂ ＝ ３ꎬ ｇ ＝ ３ 或 ｂ ＝ ４ꎬ ｇ ＝ ２ꎮ 在此 ４ 种情形下ꎬ考虑边

ｘｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ都有 ϕ(ｘｘ′)≥５ꎮ 于是 Ｍ(Ｇｎ)≥２×５＋５>１０ꎮ
如果 ｂ＋ｇ＝ ５ꎬ则有 ｂ＝ １ꎬ ｇ＝ ４ 或 ｂ＝ ２ꎬ ｇ＝ ３ 或 ｂ ＝ ３ꎬ ｇ ＝ ２ꎮ 在此 ３ 种情形下ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ都有

ϕ(ｘｘ′)≥５ꎮ 于是 Ｍ(Ｇｎ)≥２×４＋５>１０ꎮ
如果 ｂ＋ｇ＝ ４ꎬ则有 ｂ＝ １ꎬ ｇ＝ ３ 或 ｂ＝ ２ꎬ ｇ＝ ２ꎮ 在此 ２ 种情形下ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ都有 ϕ(ｘｘ′)≥５ꎮ 于

是 Ｍ(Ｇｎ)≥２×３＋５>１０ꎮ
如果 ｂ＋ｇ＝ ３ꎬ 则有 ｂ＝ １ꎬ ｇ＝ ２ꎮ 在此情形下ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ′)≥６ꎻ再考虑边 ｘｙ∈Ｐ(ｂ)ꎬ有

ϕ(ｘｙ)＝ １ꎮ 于是 Ｍ(Ｇｎ)≥２×２＋６＋１>１０ꎮ
情形 ３.２　 ｂ>ａ＋ｃ－１ꎮ
考虑边 ｘｘ１∈Ｐ(ｃ)ꎮ 因为 ｂ>ａ＋ｃ－１ꎬ则 ｙ∈Ｎｘ１(ｘｘ１)ꎮ 令 ｕ 是 Ｐ(ｄ)上满足 ｕ∈Ｎｘ(ｘｘ１)的最远的顶点ꎬ而

ｕ′是 ｕ 的邻点但是它不在集合 Ｎｘ(ｘｘ１)中ꎮ 如果圈 Ｐ(ｄ)∪Ｐ(ｃ)∪Ｐ(ａ)是奇圈ꎬ则 ｄ(ｘꎬｕ)＋１＝ ｄ(ｕ′ꎬｙ)＋ａ＋
ｃ－１ꎮ 于是ꎬ有 ｄ(ｘꎬｕ)－(ｄ(ｕ′ꎬｙ)－１)＝ ａ＋ｃ－１ꎻ如果圈 Ｐ(ｄ)∪Ｐ(ｃ)∪Ｐ(ａ)是偶圈ꎬ则 ｄ(ｘꎬｕ)＝ ｄ(ｕ′ꎬｙ)＋ａ＋
ｃ－１ꎮ 于是有ꎬｄ(ｘꎬｕ)－ｄ(ｕ′ꎬｙ)＝ ａ＋ｃ－１ꎮ 于是ꎬϕ(ｘｘ１)＝ ａ＋ｃ－１＋ｇ－１ ＝ ａ＋２ｃ－２ꎮ 同理ꎬ对于边 ｘｘ２∈Ｐ(ｇ)ꎬ
也有 ϕ(ｘｘ２)＝ ａ＋２ｃ－２ꎮ

因为 ｃ≥２ꎬ则 ａ＋２ｃ≥５ꎮ 如果 ａ＋２ｃ≥８ꎬ则有 Ｍ(Ｇｎ)≥２×６>１０ꎮ
如果 ａ＋２ｃ＝ ７ꎬ则有 ａ＝ １ꎬ ｃ＝ ３ 或 ａ＝ ３ꎬ ｃ＝ ２ꎮ 在此 ２ 种情形下ꎬ考虑边 ｙｙ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ都有 ϕ(ｙｙ′)≥５ꎮ 于

是 Ｍ(Ｇｎ)≥２×５＋５>１０ꎮ
如果 ａ＋２ｃ＝ ６ꎬ则有 ａ＝ ２ꎬ ｃ＝ ２ꎮ 在此情形下ꎬ 考虑边 ｙｙ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ有 ϕ(ｙｙ′)≥４ꎮ 于是 Ｍ(Ｇｎ)≥２×４＋

４>１０ꎮ
如果 ａ＋２ｃ＝ ５ꎮ 则有 ａ ＝ １ꎬ ｃ ＝ ２ꎮ 于是ꎬｂ≥５ꎮ 在此情形下ꎬ考虑边 ｙｙ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ有 ϕ( ｙｙ′)≥５ꎮ 于是

Ｍ(Ｇｎ)≥２×３＋５>１０ꎮ
情形 ４　 ｄ＝ｂꎬ ｇ＝ ｃꎮ
情形 ４.１　 ｂ＝ｄ＝ ｃ＝ｇ≥２ꎮ
考虑边 ｘｘ１∈Ｐ(ｂ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ１)＝ ２(ｇ－１)ꎮ 对于其余与 ｘ 关联的 ３ 条边有相同的结果ꎮ
如果 ｇ≥３ꎬ则有 Ｍ(Ｇｎ)≥４×４>１０ꎮ
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如果 ｇ＝ ２ꎮ 因为 ｎ≥１３ꎬ所以 ａ≥７ꎮ 现在考虑边 ｙｙ′∈Ｐ(ａ)和边 ｚｚ′∈Ｐ(ａ)ꎬ有 ϕ(ｙｙ′)＝ ϕ( ｚｚ′)＝ ２ꎮ 于

是 Ｍ(Ｇｎ)≥４×２＋２×２>１０ꎮ
情形 ４.２　 ｂ＝ｄ>ｃ＝ｇ≥２ꎮ
考虑边 ｘｘ１∈Ｐ(ｂ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ１)＝ ｄ－１＋ｇ－１＝ｄ＋ｇ－２ꎮ 同样地ꎬ对于边 ｘｘ２∈Ｐ(ｄ)ꎬ也有 ϕ(ｘｘ２)＝ ｄ＋ｇ－２ꎮ
如果 ｄ＋ｇ≥８ꎬ则有 Ｍ(Ｇｎ)≥２×６>１０ꎮ
如果 ｄ＋ｇ＝ ７ꎮ 则有 ｄ＝ ５ꎬ ｇ ＝ ２ 或 ｄ ＝ ４ꎬ ｇ ＝ ３ꎮ 在此 ２ 种情形下ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｃ)ꎬ都有 ϕ(ｘｘ′)≥３ꎮ

于是 Ｍ(Ｇｎ)≥２×５＋３>１０ꎮ
如果 ｄ＋ｇ＝ ６ꎬ则有 ｄ＝ ４ꎬ ｇ＝ ２ꎮ 在此情形下ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｃ)ꎬ 都有 ϕ(ｘｘ′)≥４ꎮ 于是 Ｍ(Ｇｎ)≥２×４＋

４>１０ꎻ
如果 ｄ＋ｇ＝ ５ꎮ 则有 ｄ＝ ３ꎬ ｇ＝ ２ꎮ 在此情形下ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｃ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ′)≥３ꎮ 同理有 ｘｘ″∈Ｐ(ｇ)ꎬ也

有 ϕ(ｘｘ″)≥３ꎮ 于是 Ｍ(Ｇｎ)≥２×３＋２×３>１０ꎮ
引理 ７　 设 Ｇｎ 是一个 ｎ≥１３ 的 Θ３ 图ꎮ 则

Ｍ(Ｇｎ)>Ｍ(Ｆｎ)ꎮ
证明　 不失一般性ꎬ假设 ｆ≥ｄꎬ ｇ≥ｃꎮ 为了证明结论成立ꎬ 分以下 ４ 种情形证明ꎮ
情形 １　 ｇ≥ｃ＋２ꎮ
考虑 Ｐ(ｇ)中的 ２ 条边 ｗｗ１ꎬ ｙｙ１ꎬ 有

ϕ(ｗｗ１)＝ ϕ(ｙｙ１)＝
ａ＋ｂ＋ｄ＋ｆ－２ꎬ　 ｃ≤ａ＋ｂ＋ｄꎬ
ｃ＋ｆ－２ꎬ　 　 　 ｃ≥ａ＋ｂ＋ｄꎮ{

　 　 由此可以得到 ϕ(ｗｗ１)＝ ϕ(ｙｙ１)≥ａ＋ｂ＋ｄ＋ｆ－２ꎮ
因为 ｄ＋ｆ≥３ꎬ则有 ａ＋ｂ＋ｄ＋ｆ≥５ꎮ 如果 ａ＋ｂ＋ｄ＋ｆ≥８ꎬ可以得到 ϕ(ｗｗ１)＝ ϕ(ｙｙ１)≥６ꎮ 此时 Ｍ(Ｇｎ)≥

２×６>１０ꎮ
如果 ａ＋ｂ＋ｄ＋ｆ ＝ ７ꎬ此时 ϕ(ｗｗ１)＝ ϕ(ｙｙ１)≥５ꎮ 再考虑边 ｘｘ′∈Ｐ( ｆ)ꎬ总有 ϕ(ｘｘ′)≥１ꎮ 故 Ｍ(Ｇｎ)≥

２×５＋１>１０ꎮ
如果 ａ＋ｂ＋ｄ＋ｆ＝ ６ꎬ此时 ϕ(ｗｗ１)＝ ϕ(ｙｙ１)≥４ꎮ
如果 ａ＝ １ꎬ ｂ＝ １ꎬ ｄ＝ １ꎬ ｆ＝ ３ꎮ 此时考虑边 ｘｘ′∈Ｐ( ｆ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ′)＝ ｎ－２－２≥９ꎮ 故 Ｍ(Ｇｎ)≥２×４＋９>１０ꎮ
如果 ａ＝ １ꎬ ｂ＝ １ꎬ ｄ＝ ２ꎬ ｆ＝ ２ꎮ 此时考虑边 ｘｘ′∈Ｐ( ｆ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ′)≥２ꎻ同理有 ｘｘ″∈Ｐ(ｄ)ꎬ也有 ϕ(ｘｘ″)≥

２ꎮ 故ꎬＭ(Ｇｎ)≥２×４＋２×２>１０ꎮ
如果 ａ＝ １ꎬ ｂ＝ ２ꎬ ｄ＝ １ꎬ ｆ＝ ２ꎮ 此时考虑边 ｘｘ′∈Ｐ( ｆ)ꎬ 有 ϕ(ｘｘ′)≥３ꎮ 故 Ｍ(Ｇｎ)≥２×４＋３>１０ꎮ
如果 ａ＝ ２ꎬ ｂ＝ １ꎬ ｄ＝ １ꎬ ｆ＝ ２ꎮ 此时考虑边 ｘｘ′∈Ｐ( ｆ)ꎬ 有 ϕ(ｘｘ′)≥３ꎮ 故 Ｍ(Ｇｎ)≥２×４＋３>１０ꎮ
如果 ａ＋ｂ＋ｄ＋ｆ＝ ５ꎬ则有 ａ ＝ １ꎬ ｂ ＝ １ꎬ ｄ ＝ １ꎬ ｆ ＝ ２ꎮ 此时 ϕ(ｗｗ１)＝ ϕ(ｙｙ１)≥３ꎮ 再考虑边 ｘｘ′∈Ｐ( ｆ)ꎬ有

ϕ(ｘｘ′)≥３ꎮ 同样有边 ｚｘ′∈Ｐ( ｆ)ꎬ有 ϕ(ｚｘ′)≥３ꎮ 故 Ｍ(Ｇｎ)≥２×３＋２×３>１０ꎮ
情形 ２　 ｇ＝ ｃ＋１ꎬ ｆ＝ｄ＋１ꎮ
情形 ２.１　 ａ＋ｃ－１≥ｂ＋ｄꎮ
考虑边 ｙｙ１∈Ｐ(ｃ)和边 ｙｙ２∈Ｐ(ｇ)ꎮ 有ꎬϕ(ｙｙ１)＝ ｇ－２＋ｆ－１＝ ｃ＋ｄ－１ꎮ 再考虑边 ｙｙ２∈Ｐ(ｇ)ꎬ有

ϕ(ｙｙ２)≥
ｂ＋ｄ＋ｆ－１ꎬ　 ｃ≤ａ＋ｂ＋ｄꎬ
ｃ＋ｆ－２ꎬ　 　 ｃ≥ａ＋ｂ＋ｄꎮ{

因此ꎬ可以得到 ϕ(ｙｙ２)≥ｂ＋ｄ＋ｆ－１＝ｂ＋２ｄꎮ 于是有

ϕ(ｙｙ１)＋ϕ(ｙｙ２)≥ｃ＋ｄ－１＋ｂ＋２ｄ＝ｂ＋ｃ＋３ｄ－１ꎮ
　 　 如果 ｄ≥４ 或 ｂ≥８ 或 ｃ≥８ 时ꎬ则显然有 Ｍ(Ｇｎ)≥ϕ(ｙｙ１)＋ϕ(ｙｙ２)>１０ꎮ

如果 ｄ＝ １ꎬ则需考虑 ｂ＋ｃ≤８ꎮ 当 ４≤ｂ＋ｃ≤８ 时ꎬ考虑边 ｚｚ′∈Ｐ( ｆ)ꎬ总有 ϕ( ｚｚ′)≥５ꎬ此时ꎬＭ(Ｇｎ)≥６＋
５>１０ꎻ 当 ｂ＋ｃ＝ ３ 时ꎬ考虑边 ｚｚ′∈Ｐ( ｆ)ꎬ都有 ϕ(ｚｚ′)≥６ꎮ 于是有ꎬＭ(Ｇｎ)≥５＋６>１０ꎻ当 ｂ＋ｃ ＝ ２ 时ꎬ有 ｂ ＝ １ꎬ
ｃ＝ １ꎮ 考虑边 ｚｚ′∈Ｐ( ｆ)ꎬ有 ϕ(ｚｚ′)≥６ꎬ再考虑边 ｚｘ∈Ｐ(ｄ)ꎬ 有 ϕ(ｚｘ)＝ １ꎬ此时ꎬＭ(Ｇｎ)≥４＋６＋１>１０ꎮ

如果 ｄ＝ ２ꎬ 则需考虑 ｂ＋ｃ≤５ꎮ 当 ２≤ｂ＋ｃ≤５ 时ꎬ 考虑边 ｚｚ′∈Ｐ( ｆ)ꎬ 总有 ϕ( ｚｚ′)≥４ꎬ此时ꎬＭ(Ｇｎ)≥
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７＋４>１０ꎮ
如果 ｄ＝ ３ꎬ则需考虑 ｂ＋ｃ≤２ꎮ 又因为 ｂ＋ｃ≥２ꎮ 故ꎬｂ＋ｃ ＝ ２ꎮ 此时ꎬｂ ＝ １ꎬｃ ＝ １ꎮ 考虑边 ｚｚ′∈Ｐ( ｆ)ꎬ有

ϕ(ｚｚ′)≥３ꎬ 此时ꎬＭ(Ｇｎ)≥１０＋３>１０ꎮ
情形 ２.２　 ａ＋ｃ≤ｂ＋ｄ－１ꎮ
考虑边ｘｘ１∈Ｐ(ｄ)和边ｘｘ２∈Ｐ( ｆ)ꎮ 有ꎬϕ(ｘｘ１)＝ ｇ－１＋ｆ－２＝ ｃ＋ｄ－１ꎮ 再考虑边 ｘｘ２∈Ｐ( ｆ)ꎬ 有

ϕ(ｘｘ２)≥
ａ＋２ｃꎬ　 ｄ≤ａ＋ｂ＋ｃꎬ
ｃ＋ｄ－１ꎬ　 ｄ≥ａ＋ｂ＋ｃꎮ{

因此ꎬ可以得到 ϕ(ｘｘ２)≥ａ＋２ｃꎮ 于是ꎬ有
ϕ(ｘｘ１)＋ϕ(ｘｘ２)≥ａ＋２ｃ＋ｃ＋ｄ－１＝ａ＋ｄ＋３ｃ－１ꎮ

此情形与情形 ２.１ 相似ꎬ 同理可证明ꎮ
情形 ２.３　 ｂ＋ｄ＝ａ＋ｃꎮ
考虑边 ｙｙ１∈Ｐ(ｇ)ꎬ ｘｘ１∈Ｐ( ｆ)ꎮ 有 ϕ(ｙｙ１)＝ ｂ＋ｄ＋ｆ－２ꎬ ϕ(ｘｘ１)＝ ａ＋ｃ＋ｇ－２ꎮ 因为 ｎ ＝ ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｇ＋ｆ－２≥

１３ꎬ 所以有 Ｍ(Ｇｎ)≥ϕ(ｘｘ１)＋ϕ(ｙｙ１)＝ ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｇ＋ｆ－４≥１１>１０ꎮ
情形 ３　 ｇ＝ ｃ＋１ꎬ ｆ＝ｄꎮ
在此情形下ꎬ 显然有 ｆ＝ｄ≥２ꎮ
情形 ３.１　 ａ＋ｄ－１≥ｂ＋ｃꎮ
考虑边ｚｚ１∈Ｐ(ｄ)和边ｚｚ２∈Ｐ( ｆ)ꎬ有

ϕ(ｚｚ１)＝ ϕ(ｚｚ２)＝ ｇ－１＋ｆ－１＝ ｃ＋ｄ－１ꎮ
因为 ｄ≥２ꎬ于是有 ｃ＋ｄ≥３ꎮ
如果 ｃ＋ｄ≥７ꎬ则有 Ｍ(Ｇｎ)≥２×６>１０ꎮ
如果 ｃ＋ｄ＝ ６ꎬ则有 ｃ＝ １ꎬ ｄ＝ ５ 或 ｃ＝ ２ꎬ ｄ＝ ４ 或 ｃ＝ ３ꎬ ｄ＝ ３ 或 ｃ＝ ４ꎬ ｄ＝ ２ꎮ 在此 ４ 种情形下ꎬ考虑边 ｙｙ′∈

Ｐ(ｇ)ꎬ 都有 ϕ(ｙｙ′)≥３ꎮ 于是ꎬＭ(Ｇｎ)≥２×５＋３>１０ꎮ
如果 ｃ＋ｄ＝ ５ꎬ则有 ｃ＝ １ꎬ ｄ＝ ４ 或 ｃ＝ ２ꎬ ｄ ＝ ３ 或 ｃ ＝ ３ꎬ ｄ ＝ ２ꎮ 在此 ３ 种情形下ꎬ考虑边 ｙｙ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ 都有

ϕ(ｙｙ′)≥３ꎮ 于是ꎬ Ｍ(Ｇｎ)≥２×４＋３>１０ꎮ
如果 ｃ＋ｄ＝ ４ꎬ则有 ｃ＝ １ꎬ ｄ＝ ３ 或 ｃ＝ ２ꎬ ｄ＝ ２ꎮ 当 ｃ＝ １ꎬ ｄ＝ ３ 时ꎬ考虑边 ｙｙ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ 有 ϕ(ｙｙ′)≥３ꎻ 再考

虑边 ｗｙ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ 有 ϕ(ｗｙ′)≥２ꎮ 于是ꎬＭ(Ｇｎ)≥２×３＋３＋２>１０ꎻ当 ｃ ＝ ２ꎬ ｄ ＝ ２ 时ꎬ考虑边 ｙｙ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ有
ϕ(ｙｙ′)≥４ꎻ再考虑边 ｗｙ″∈Ｐ(ｇ)ꎬ有 ϕ(ｗｙ″)≥２ꎮ 于是ꎬＭ(Ｇｎ)≥２×３＋４＋２>１０ꎮ

如果 ｃ＋ｄ＝ ３ꎬ则有 ｃ＝ １ꎬ ｄ＝ ２ꎮ 在此情形下ꎬ考虑边 ｙｙ′∈Ｐ(ｇ)ꎮ 无论 ｂ≥２ 或者 ｂ ＝ １ꎬ都有 ϕ(ｙｙ′)≥４ꎻ
再考虑边 ｗｙ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ 有 ϕ(ｗｙ′)≥３ꎮ 于是ꎬＭ(Ｇｎ)≥２×２＋４＋３>１０ꎮ

情形 ３.２　 ａ＋ｄ≤ｂ＋ｃꎮ
考虑边 ｗｗ１∈Ｐ(ｃ)和边 ｗｗ２∈Ｐ(ｇ)ꎮ 有ꎬϕ(ｗｗ１)≥ｇ－２＋ｄ－１＝ ｃ＋ｄ－２ꎮ 再考虑边 ｗｗ２∈Ｐ(ｇ)ꎬ有

ϕ(ｗｗ２)≥
ａ＋ｄ＋ｆ－２ꎬ　 　 ｃ≤ａ＋ｂ＋ｄꎬ
ｃ＋ｆ－２ꎬ　 　 　 ｃ≥ａ＋ｂ＋ｄꎮ{

因此ꎬ可以得到 ϕ(ｗｗ２)≥ａ＋ｄ＋ｆ－２＝ａ＋２ｄ－２ꎮ 于是ꎬ有
ϕ(ｗｗ１)＋ϕ(ｗｗ２)≥ａ＋ｃ＋３ｄ－４ꎮ

如果ꎬｄ≥５ 或 ａ≥８ 或 ｃ≥８ 时ꎬ则显然有 Ｍ(Ｇｎ)≥ϕ(ｗｗ１)＋ϕ(ｗｗ２)>１０ꎮ
如果 ｄ＝ ２ꎬ则需考虑 ａ＋ｃ≤８ꎮ 当 ５≤ａ＋ｃ≤８ 时ꎬ考虑边 ｙｙ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ 有 ϕ( ｙｙ′)≥４ꎮ 故ꎬ Ｍ(Ｇｎ)≥

７＋４>１０ꎮ
当 ａ＋ｃ＝ ４ 时ꎬ则有 ａ＝ １ꎬ ｃ＝ ３ꎻ ａ＝ ２ꎬ ｃ＝ ２ꎻ ａ＝ ３ꎬ ｃ ＝ １ꎮ 当 ａ ＝ １ꎬ ｃ ＝ ３ 和 ａ ＝ ２ꎬ ｃ ＝ ２ 时ꎬ考虑边 ｘｘ′∈

Ｐ(ｄ)ꎬ都有 ϕ(ｘｘ′)≥３ꎮ 同理 ｘｘ″∈Ｐ( ｆ)ꎬ也有 ϕ(ｘｘ′)≥３ꎮ 故ꎬＭ(Ｇｎ)≥６＋２×３>１０ꎻ当 ａ ＝ ３ꎬ ｃ ＝ １ 时ꎬ考虑

边 ｙｙ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ有 ϕ(ｙｙ′)≥５ꎮ 故ꎬＭ(Ｇｎ)≥６＋５>１０ꎮ
当 ａ＋ｃ＝ ３ 时ꎬ则有 ａ＝ １ꎬ ｃ＝ ２ꎻ ａ＝ ２ꎬ ｃ＝ １ꎮ 当 ａ＝ １ꎬ ｃ ＝ ２ 时ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ都有 ϕ(ｘｘ′)≥３ꎮ 同
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理 ｘｘ″∈Ｐ( ｆ)ꎬ也有 ϕ(ｘｘ′)≥３ꎮ 故ꎬＭ(Ｇｎ)≥５＋２×３>１０ꎻ当 ａ＝ ２ꎬ ｃ＝ １ 时ꎬ考虑边 ｙｙ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ有 ϕ(ｙｙ′)≥
５ꎮ 再考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ都有 ϕ(ｘｘ′)≥２ꎮ 故ꎬＭ(Ｇｎ)≥５＋５＋２>１０ꎮ

当 ａ＋ｃ ＝ ２ 时ꎬ则有 ａ ＝ １ꎬ ｃ ＝ １ꎮ 考虑边 ｙｙ′∈Ｐ( ｇ)ꎬ有 ϕ( ｙｙ′)≥５ꎮ 再考虑边 ｘｘ′∈Ｐ ( ｄ)ꎬ都有

ϕ(ｘｘ′)≥２ꎮ 故ꎬＭ(Ｇｎ)≥４＋５＋２>１０ꎮ
如果 ｄ＝ ３ꎬ则需考虑 ａ＋ｃ≤５ꎮ 当 ２≤ａ＋ｃ≤５ 时ꎬ考虑边 ｙｙ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ总有 ϕ(ｙｙ′)≥４ꎮ 此时ꎬＭ(Ｇｎ)≥

７＋４>１０ꎮ
如果 ｄ＝ ４ꎬ则需考虑 ａ＋ｃ≤２ꎮ 又因为 ａ＋ｃ≥２ꎮ 故ꎬａ＋ｃ ＝ ２ꎮ 此时ꎬａ ＝ １ꎬｃ ＝ １ꎮ 考虑边 ｙｙ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ有

ϕ(ｙｙ′)≥１ꎮ 此时ꎬＭ(Ｇｎ)≥１０＋１>１０ꎮ
情形 ４　 ｇ＝ ｃꎬ ｆ＝ｄꎮ
在此情形下ꎬ 不妨假设 ａ≤ｂꎮ
情形 ４.１　 ｇ＝ ｃ>ｆ＝ｄ≥２ꎮ
考虑边 ｗｗ１∈Ｐ(ｇ)ꎬ 有 ϕ(ｗｗ１)＝ ｃ－１＋ｄ－１＝ ｃ＋ｄ－２ꎮ 同理ꎬ对于边 ｗｗ２∈Ｐ(ｃ)ꎬ也有 ϕ(ｗｗ２)＝ ｃ＋ｄ－２ꎮ

因为 ｃ≥３ 且 ｄ≥２ꎬ于是有 ｃ＋ｄ≥５ꎮ
如果 ｃ＋ｄ≥８ꎬ则有 Ｍ(Ｇｎ)≥２×６>１０ꎻ
如果 ｃ＋ｄ＝ ７ꎮ 则有 ｃ＝ ５ꎬ ｄ＝ ２ 或 ｃ＝ ４ꎬ ｄ＝ ３ꎮ 在此 ２ 种情形下ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ都有 ϕ(ｘｘ′)≥２ꎮ 于

是ꎬＭ(Ｇｎ)≥２×５＋２>１０ꎻ
如果 ｃ＋ｄ＝ ６ꎮ 则有 ｃ＝ ４ꎬ ｄ＝ ２ꎮ 在此情形下ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ′)≥２ꎮ 同理有 ｘｘ″∈Ｐ( ｆ)ꎬ有

ϕ(ｘｘ″)≥２ꎮ 于是ꎬＭ(Ｇｎ)≥２×４＋２×２>１０ꎻ
如果 ｃ＋ｄ＝ ５ꎮ 则有 ｃ＝ ３ꎬ ｄ＝ ２ꎮ 在此情形下ꎬ考虑边 ｘｘ′∈Ｐ(ｄ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ′)≥２ꎮ 同理有 ｘｘ″∈Ｐ( ｆ)ꎬ有

ϕ(ｘｘ″)≥２ꎮ 再考虑边 ｙｙ′∈Ｐ(ｇ)ꎬ有 ϕ(ｙｙ′)≥１ꎮ 于是ꎬＭ(Ｇｎ)≥２×３＋２×２＋１>１０ꎮ
情形 ４.２　 ｃ＝ｇ＝ｄ＝ ｆ≥３ꎮ
考虑边 ｗｗ１∈Ｐ(ｇ)ꎬ有 ϕ(ｗｗ１)＝ ｃ－１＋ｆ－１＝ ２(ｃ－１)ꎮ 因为 ｃ≥３ꎬ则 ϕ(ｗｗ１)＝ ２(ｃ－１)≥４ꎮ 同理ꎬ对于

边 ｗｗ２∈Ｐ(ｃ)ꎬ也有 ϕ(ｗｗ２) ＝ ２( ｃ－１)≥４ꎮ 再根据对称性ꎬ对于边ｘｘ１∈Ｐ(ｄ)ꎬｘｘ２∈Ｐ( ｆ)ꎬ有 ϕ( ｘｘ１) ＝
ϕ(ｘｘ２)＝ ２(ｃ－１)≥４ꎮ 故ꎬＭ(Ｇｎ)≥４×４>１０ꎮ

情形 ４.３　 ｃ＝ｇ＝ｄ＝ ｆ＝ ２ꎮ
如果 ｂ≥ａ＋４ꎬ则考虑边 ｗｗ１∈Ｐ(ｇ)ꎬ有 ϕ(ｗｗ１)＝ ２ꎮ 同样地ꎬ对于边 ｗｗ２∈Ｐ(ｃ)ꎬ ｘｘ１∈Ｐ(ｄ)ꎬ ｘｘ２∈

Ｐ( ｆ)ꎬ 有相同的结果ꎻ 再考虑边 ｙｙ′∈Ｐ(ｂ)ꎬ 有 ϕ(ｙｙ′)≥２ꎮ 同理ꎬ 对于边 ｚｚ′∈Ｐ(ｂ)ꎬ 有 ϕ( ｚｚ′)≥２ꎮ 故ꎬ
Ｍ(Ｇｎ)≥６×２>１０ꎮ

如果 ａ≤ｂ≤ａ＋１ꎬ则考虑边 ｗｗ１∈Ｐ(ｇ)ꎬ有 ϕ(ｗｗ１)＝ ２ꎮ 同样地ꎬ对于边ｗｗ２∈Ｐ(ｃ)ꎬｘｘ１∈Ｐ(ｄ)ꎬ ｘｘ２∈
Ｐ( ｆ)ꎬ 有相同的结果ꎻ 再考虑边 ｙｗｉꎬ ｚｘｉ(ｉ＝１ꎬ２)ꎬ 有 ϕ(ｙｗｉ)≥１ꎬ ϕ(ｚｘｉ)≥１ꎮ 故ꎬＭ(Ｇｎ)≥４×２＋４×１>１０ꎮ

如果 ｂ＝ａ＋３ꎮ 则有图 Ｆｎꎬｎ 为奇数ꎻ如果 ｂ＝ａ＋２ꎮ 则有图 Ｆｎꎬｎ 为偶数ꎮ
综上所述ꎬ结果成立ꎮ
引理 ８　 设 Ｇｎ 是一个 ｎ≥４１ 的 Θ４ 图ꎬ则

Ｍ(Ｇｎ)>Ｍ(Ｆｎ)ꎮ
证明　 不失一般性ꎬ假设 ａ＝ｍａｘ{ａꎬｂꎬｃꎬｄꎬｆꎬｇ}ꎮ 因为 ｎ≥４１ꎬ则有 ｍ ＝ ｎ＋２≥４３ꎮ 故ꎬａ≥８ꎮ 现在考虑

边ｗｗ１∈Ｐ(ａ)ꎮ 由于 ａ＝ｍａｘ{ａꎬｂꎬｃꎬｄꎬｆꎬｇ}ꎬ于是有 ｄ(ｚꎬｗ)≤ｄ(ｚꎬｗ１)ꎮ 则有 ｚ∈Ｎｗ(ｗｗ１)或 ｚ∈Ｎ０(ｗｗ１)ꎮ
如果 ｚ∈Ｎ０(ｗｗ１)ꎬ当且仅当 ａ＝ ｃ≤ｂ＋ｄꎬ ｇ＝ １ꎮ 同理ꎬ对于 ｙ 可以得到相同的结果ꎮ

令 Ｃ 是包含 ｗｗ１ 的最短圈ꎮ 当 ａ> ｜Ｃ ｜ ＋１
２

时ꎬｘ∈Ｎｗ(ｗｗ１)ꎻ当 ａ ＝ ｜Ｃ ｜ ＋１
２

时ꎬｘ∈Ｎ０(ｗｗ１)ꎻ当 ａ< ｜Ｃ ｜ ＋１
２

时ꎬｘ∈Ｎｗ１
(ｗｗ１)ꎮ

情形 １　 ａ> ｜Ｃ ｜ ＋１
２

ꎮ

因为 ｘ∈Ｎｗ(ｗｗ１)ꎬ则有 ｙꎬｚ∈Ｎｗ(ｗｗ１)ꎮ 于是ꎬϕ(ｗｗ１) ＝ ｎ－ ｜ Ｃ ｜ ꎮ 同理ꎬ对于边ｘｘ１ ∈Ｐ( ａ)ꎬ也有
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ϕ(ｘｘ１)＝ ｎ－ ｜Ｃ ｜ ꎮ
如果 ｎ－ ｜Ｃ ｜≥６ꎬ则有 Ｍ(Ｇｎ)≥２×６>１０ꎮ
如果 ｎ－ ｜Ｃ ｜ ＝ １ 且 Ｃ 由路 Ｐ(ａ)ꎬ Ｐ( ｆ)ꎬ Ｐ(ｂ)组成ꎬ则 Ｖ(Ｇ)－Ｖ(Ｃ)＝ {ｚ}并且 ｄ＝ ｃ＝ｇ＝ １ꎮ 因为 Ｐ(ａ)∪

Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｂ)是最短圈ꎬ则 ｆ＝ｂ＝ １ꎮ 再根据 ｍ＝ｎ＋２＝ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｆ＋ｇ≥４３ꎬ则 ａ≥３８ꎮ 现在考虑Ｐ(ａ)中的每条

边 ｅꎬ除了当 ａ 是奇数时 Ｐ(ａ)中间那条边ꎬ其余边都有 ϕ(ｅ)＝ １ꎮ 于是ꎬ Ｍ(Ｇｎ)≥ａ－１>１０ꎮ
如果 ｎ－ ｜Ｃ ｜ ＝ １ 且 Ｃ 由路 Ｐ(ａ)ꎬ Ｐ( ｆ)ꎬ Ｐ(ｄ)ꎬ Ｐ(ｃ)组成ꎮ 则ꎬｂ＋ｇ＝ ３ꎮ 于是分为 ２ 种情形: ｂ＝ １ꎬ ｇ＝ ２

或 ｂ＝ ２ꎬ ｇ＝ １ꎮ 若 ｂ＝ １ꎬ ｇ＝ ２ꎬ 则圈 Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｂ)比圈 Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｄ)∪Ｐ(ｃ) 的长度更短ꎬ矛
盾ꎻ 若 ｂ＝ ２ꎬ ｇ＝ １ꎬ则圈 Ｐ(ａ)∪Ｐ(ｇ)∪Ｐ(ｃ)是包含边 ｗｗ１ 的最短圈ꎬ矛盾ꎮ

如果 ｎ－ ｜Ｃ ｜ ＝ ２ 且 Ｃ 由路 Ｐ(ａ)ꎬ Ｐ( ｆ)ꎬ Ｐ(ｂ)组成ꎮ 则ꎬｄ＋ｃ＋ｇ＝ ４ 并且 ｆ＋ｂ≤３ꎮ 因为 ｎ≥４１ꎬ 则有 ａ≥
３６ꎮ 下面考虑 Ｐ(ａ)上的六条边 ｅｉ(１≤ｉ≤６)ꎬ 使得 ｅｉ 到 ｘ 或 ｗ 的距离不超过 ２ꎮ 则有 ϕ( ｅｉ)＝ ２ꎮ 所以ꎬ
Ｍ(Ｇｎ)≥６×２>１０ꎮ

如果 ｎ－ ｜Ｃ ｜ ＝ ２ 且 Ｃ 由路 Ｐ(ａ)ꎬ Ｐ( ｆ)ꎬ Ｐ(ｄ)ꎬ Ｐ(ｃ)组成ꎮ 则ꎬｂ＋ｇ＝ ４ꎮ 于是ꎬ有 ｂ ＝ ２ꎬ ｇ ＝ ２ꎬ否则与圈

Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｄ)∪Ｐ(ｃ) 是最短圈ꎬ矛盾ꎮ 这种情形与 Ｃ 由 Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｂ) 组成的证明是一样的ꎮ
如果 ｎ－ ｜Ｃ ｜ ＝ ３ 且 Ｃ 由路 Ｐ(ａ)ꎬ Ｐ( ｆ)ꎬ Ｐ(ｂ)组成ꎬ则 ｄ＋ｃ＋ｇ＝ ５ 并且 ｆ＋ｂ≤４ꎮ 因为 ｎ≥４１ꎬ 所以有 ａ≥

３４ꎮ 下面考虑 Ｐ(ａ)上的 ４ 条边 ｅｉ(１≤ ｉ≤４)ꎬ 使得 ｅｉ 到 ｘ 或 ｗ 的距离不超过 １ꎬ则有 ϕ( ｅｉ) ＝ ３ꎬ所以ꎬ
Ｍ(Ｇｎ)≥４×３>１０ꎮ

如果 ｎ－ ｜Ｃ ｜ ＝ ３ 且 Ｃ 由路 Ｐ(ａ)ꎬ Ｐ( ｆ)ꎬ Ｐ(ｄ)ꎬ Ｐ(ｃ)组成ꎮ 则ꎬｂ＋ｇ＝ ５ꎮ 于是有 ｂ＝ ２ꎬ ｇ＝ ３ 或 ｂ＝ ３ꎬ ｇ＝
２ꎮ 否则与圈 Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｄ)∪Ｐ(ｃ)是最短圈ꎬ 矛盾ꎮ 这种情形与 Ｃ 由 Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｂ)组成的证

明是一样的ꎮ
如果 ｎ－ ｜Ｃ ｜ ＝ ４ 且 Ｃ 由路 Ｐ(ａ)ꎬ Ｐ( ｆ)ꎬ Ｐ(ｂ)组成ꎬ则 ｄ＋ｃ＋ｇ＝ ６ 并且 ｆ＋ｂ≤５ꎮ 因为 ｎ≥４１ꎬ 则有 ａ≥３２ꎮ

下面考虑 Ｐ(ａ)上的 ４ 条边 ｅｉ(１≤ｉ≤４)ꎬ 使得 ｅｉ 到 ｘ 或 ｗ 的距离不超过 １ꎬ则有 ϕ(ｅｉ)＝ ４ꎬ所以ꎬＭ(Ｇｎ)≥
４×４>１０ꎮ

如果 ｎ－ ｜Ｃ ｜ ＝ ４ 且 Ｃ 由路 Ｐ(ａ)ꎬ Ｐ( ｆ)ꎬ Ｐ(ｄ)ꎬ Ｐ(ｃ)组成ꎬ则ꎬｂ＋ｇ＝ ６ꎮ 于是有 ｂ＝ ２ꎬ ｇ＝ ４ 或 ｂ＝ ３ꎬ ｇ＝ ３
或 ｂ＝ ４ꎬ ｇ＝ ２ꎬ否则与圈 Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｄ)∪Ｐ(ｃ)是最短圈ꎬ 矛盾ꎮ 这种情形与 Ｃ 由 Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪
Ｐ(ｂ)组成的证明是一样的ꎮ

如果 ｎ－ ｜Ｃ ｜ ＝ ５ 且 Ｃ 由路 Ｐ(ａ)ꎬ Ｐ( ｆ)ꎬ Ｐ(ｂ)组成ꎬ则ꎬｄ＋ｃ＋ｇ ＝ ７ 并且 ｆ＋ｂ≤６ꎮ 因为 ｎ≥４１ꎬ 则有 ａ≥
３０ꎮ 下面考虑 Ｐ(ａ)上的 ４ 条边 ｅｉ(１≤ｉ≤４)ꎬ 使得 ｅｉ 到 ｘ 或 ｗ 的距离不超过 １ꎬ则有 ϕ(ｅｉ) ＝ ５ꎮ 所以ꎬ
Ｍ(Ｇｎ)≥４×５>１０ꎮ

如果 ｎ－ ｜Ｃ ｜ ＝ ５ 且 Ｃ 由路 Ｐ(ａ)ꎬ Ｐ( ｆ)ꎬ Ｐ(ｄ)ꎬ Ｐ(ｃ)组成ꎬ则ꎬ ｂ＋ｇ＝ ７ꎮ 于是有 ｂ＝ ２ꎬ ｇ＝ ５ 或 ｂ＝ ３ꎬ ｇ＝
４ 或 ｂ＝ ４ꎬ ｇ ＝ ３ 或 ｂ ＝ ５ꎬ ｇ ＝ ２ꎬ否则与圈 Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｄ)∪Ｐ(ｃ)是最短圈ꎬ 矛盾ꎮ 这种情形与 Ｃ 由

Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｂ) 组成的证明是一样的ꎮ

情形 ２　 ａ＝ ｜Ｃ ｜ ＋１
２

ꎮ

情形 ２.１　 Ｃ 由路 Ｐ(ａ)ꎬ Ｐ( ｆ)ꎬ Ｐ(ｄ)ꎬ Ｐ(ｃ)组成ꎮ
在这种情形下ꎬｙꎬｚ∈Ｎｗ(ｗｗ１)并且 ｂ≥ｄ＋ｃꎮ 令 ｕ 是 Ｐ(ｇ)上最远的顶点使得 ｕ∈Ｎｗ(ｗｗ１)ꎬ ｕ′是与 ｕ 关

联的顶点但它不在集合 Ｎｗ(ｗｗ１)中ꎮ 如果圈 Ｐ(ａ)∪Ｐ(ｃ)∪Ｐ(ｇ)是偶圈ꎬ则 ｃ＋ｄ( ｚꎬｕ)＝ ａ－１＋ｄ(ｘꎬｕ′)ꎮ 于

是ꎬｄ(ｚꎬｕ)＝ ａ－ｃ－１＋ｄ(ｘꎬｕ′)ꎻ如果圈 Ｐ(ａ)∪Ｐ(ｃ)∪Ｐ(ｇ)是奇圈ꎬ则 ｃ＋ｄ( ｚꎬｕ) ＋１ ＝ ａ－１＋ｄ(ｘꎬｕ′)ꎻ 于是ꎬ
ｄ(ｚꎬｕ)＝ ａ－ｃ－２＋ｄ(ｘꎬｕ′)ꎮ 所以ꎬ ϕ(ｗｗ１)＝ ｂ－１＋ｄ(ｚꎬｕ)≥ｂ－１＋ａ－ｃ－２＋ｄ(ｘꎬｕ′)≥ａ－２≥６ꎮ

再考虑边 ｘｘ１∈Ｐ(ａ)ꎮ 此时ꎬｙꎬｚ∈Ｎｘ(ｘｘ１)并且 ｇ≥ｆ＋ｄꎮ 令 ｖ 是 Ｐ(ｂ)上最远的顶点使得 ｕ∈Ｎｘ(ｘｘ１)ꎬ
ｖ′是与 ｖ 关联的顶点但它不在集合 Ｎｘ(ｘｘ１)中ꎮ 如果圈 Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｂ)是偶圈ꎬ则 ｆ＋ｄ(ｙꎬｖ)＝ ａ－１＋
ｄ(ｗꎬｖ′)ꎮ 于是ꎬｄ(ｙꎬｖ)＝ ａ－ ｆ－１＋ｄ(ｗꎬｖ′)ꎻ如果圈 Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｂ)是奇圈ꎬ则 ｆ＋ｄ( ｙꎬｖ) ＋１ ＝ ａ－１＋
ｄ (ｗꎬｖ′)ꎻ于是ꎬｄ(ｙꎬｖ)＝ ａ－ｆ－２＋ｄ(ｗꎬｖ′)ꎬ所以ꎬϕ(ｘｘ１)＝ ｇ－１＋ｄ(ｙꎬｖ)≥ｇ－１＋ａ－ｆ－２＋ｄ(ｗꎬｖ′)≥ａ－２≥６ꎮ

最终ꎬＭ(Ｇｎ)≥２×６>１０ꎮ
情形 ２.２　 Ｃ 由路 Ｐ(ａ)ꎬＰ( ｆ)ꎬＰ(ｂ)组成ꎮ
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在这种情形下ꎬｙ∈Ｎｗ(ｗｗ１)并且 ｂ≤ｄ＋ｃꎮ
如果 ｚ∈Ｎ０(ｗｗ１)ꎬ 则 ａ＝ ｃ≤ｂ＋ｄꎬ ｇ ＝ １ꎬ此时ꎬϕ(ｗｗ１)≥ａ－１≥７ꎻ再考虑边ｘｘ１∈Ｐ(ａ)ꎬ则 ϕ(ｘｘ１)≥

ａ－１＋ｄ－１≥７ꎬ则 Ｍ(Ｇｎ)≥２×７>１０ꎻ
如果 ｚ∈Ｎｗ(ｗｗ１)ꎬ则与情形 ２.１ 相似ꎮ 令 ｕ 是 Ｐ(ｇ)上最远的顶点使得 ｕ∈Ｎｗ(ｗｗ１)ꎬ ｕ′是与 ｕ 关联的

顶点但它不在集合 Ｎｗ(ｗｗ１)中ꎮ 于是ꎬ

ｄ(ｚꎬｕ)≥
ａ－(ｂ＋ｄ)－２ꎬ　 ｃ≥ｂ＋ｄꎬ
ａ－ｃ－２ꎬ　 　 　 ｃ≤ｂ＋ｄꎮ{

所以ꎬϕ(ｗｗ１)≥ｄ－１＋ｃ－１＋１＋ｄ(ｚꎬｕ)≥ｄ＋ｃ－１＋ａ－ｃ－２≥ａ－２≥６ꎻ 现在再考虑边 ｘｘ１∈Ｐ(ａ)ꎬ在这种情形下ꎬ
有 ｗ∈Ｎ０(ｘｘ１)ꎬ ｙ∈Ｎｘ (ｘｘ１)ꎮ 如果 ｚ∈Ｎ０(ｘｘ１)ꎬ则有 ϕ(ｘｘ１)≥ａ－１≥７ꎮ 于是ꎬＭ(Ｇｎ)≥６＋７>１０ꎻ如果

ｚ∈Ｎｘ(ｘｘ１)ꎬ则有 ϕ(ｘｘ１)≥ａ－ｇ－２＋ｄ－１＋ｇ－１＋１≥ａ－２≥６ꎮ 于是ꎬＭ(Ｇｎ)≥６＋６>１０ꎻ

情形 ３　 ａ< ｜Ｃ ｜ ＋１
２

ꎮ

情形 ３.１　 ｙ 和 ｚ 都在 Ｎ０(ｗｗ１)中ꎮ
在这种情形下ꎬ有 ａ ＝ ｂ ＝ ｃꎬ ｆ ＝ ｇ ＝ １ꎮ 于是有 ϕ(ｗｗ１) ＝ ａ－ １≥７ꎻ此时ꎬ再考虑边ｘｘ１ ∈Ｐ( ａ)ꎬ 则有

ϕ(ｘｘ１)＝ ａ－１＋ｄ－１≥ａ－１≥７ꎬ所以ꎬ Ｍ(Ｇｎ)≥７＋７>１０ꎻ
情形 ３.２　 ｙ 和 ｚ 其中一个在 Ｎ０(ｗｗ１)中ꎮ
不妨假设 ｚ∈Ｎ０(ｗｗ１)ꎮ 则有ꎬ ａ＝ ｃ≤ｂ＋ｄꎬ ｇ＝ １ꎮ
如果 ｚ∉Ｖ(Ｃ)ꎬ则 Ｃ＝Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｂ)ꎮ 于是 ϕ(ｗｗ１)≥ａ－１≥７ꎻ再考虑边 ｘｘ１∈Ｐ(ａ)ꎬ在这种情形

下ꎬ有 ｗ∈Ｎｘ１(ｘｘ１)ꎬ ｚ∈Ｎｘ(ｘｘ１)ꎮ 如果 ｙ∈Ｎｘ(ｘｘ１)ꎬ则有 ϕ(ｘｘ１)≥ａ－１＋ｄ－１≥ａ－１≥７ꎮ 此时ꎬ Ｍ(Ｇｎ)≥

７＋７>１０ꎻ 如果 ｙ∈Ｎ０(ｘｘ１)ꎬ则有 ａ＝ ｆꎬ ｂ＝ １ꎮ
如果 ｚ∈Ｖ(Ｃ)ꎬ则 Ｃ＝Ｐ(ａ)∪Ｐ(ｇ)∪Ｐ( ｃ)ꎮ 否则ꎬ如果 Ｃ ＝ Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｄ)∪Ｐ( ｃ)ꎬ 由于 ｚ∈

Ｎ０(ｗｗ１)ꎬ 则 ｙ∈Ｎｗ１
(ｗｗ１)ꎬ 矛盾ꎻ 令 ｕ 是 Ｐ( ｆ)上最远的顶点使得 ｕ∈Ｎｗ(ｗｗ１)ꎬ ｕ′是与 ｕ 关联的顶点但它

不在集合 Ｎｗ(ｗｗ１)中ꎮ 如果圈 Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｂ)是偶圈ꎬ则 ｂ＋ｄ(ｙꎬｕ)＝ ａ－１＋ｄ(ｘꎬｕ′)ꎮ 于是ꎬｄ(ｙꎬｕ) －
ｄ(ｘꎬｕ′)＝ ａ－ｂ－１ꎻ 如果圈 Ｐ(ａ)∪Ｐ( ｆ)∪Ｐ(ｂ)是奇圈ꎬ 则 ｂ＋ｄ( ｙꎬｕ) ＋１ ＝ ａ－１＋ｄ( ｘꎬｕ′)ꎻ于是ꎬｄ( ｙꎬｕ) －
(ｄ(ｘꎬｕ′)－１)＝ ａ－ｂ－１ꎮ 所以ꎬ ϕ(ｗｗ１)≥ｂ＋ａ－ｂ－１≥ａ－１≥７ꎮ

再考虑边 ｘｘ１∈Ｐ(ａ)ꎬ在这种情形下ꎬ有 ｗ∈Ｎｘ１(ｘｘ１)ꎬ ｚ∈Ｎｘ(ｘｘ１)ꎮ 如果 ｙ∈Ｎｘ(ｘｘ１)ꎬ则有 ϕ(ｘｘ１)≥

ａ－１－ｆ＋ｆ－１＋ｄ－１＋１≥ａ－１≥７ꎮ 此时ꎬＭ(Ｇｎ)≥７＋７>１０ꎻ如果 ｙ∈Ｎ０(ｘｘ１)ꎬ则有 ａ＝ ｆꎬ ｂ＝ １ꎮ
情形 ３.３　 ｙ 和 ｚ 都在 Ｎｗ(ｗｗ１)中ꎮ
在这种情形下ꎬ 可以得到

ϕ(ｗｗ１)≥
ａ＋(ｂ－ｃ)－２ꎬ　 ｂ≥ｄ＋ｃꎬ
ａ＋ｄ－２ꎬ　 　 　 ｂ≤ｄ＋ｃꎮ{

所以ꎬϕ(ｗｗ１)≥ａ＋ｄ－２≥ａ－１≥７ꎻ
再考虑边ｘｘ１∈Ｐ(ａ)ꎬ此时 ｗ∈Ｎｘ１(ｘｘ１)ꎬ而 ｙ∈Ｎ０(ｘｘ１)或 ｙ∈Ｎｘ(ｘｘ１)ꎮ 同理ꎬ对 ｚ 也有相同的结果ꎮ 如

同上述分析一样ꎬ对于边ｘｘ１∈Ｐ(ａ)ꎬ有 ϕ(ｘｘ１)≥ａ－１≥７ꎮ 于是ꎬＭ(Ｇｎ)≥７＋７>１０ꎮ
综上所述ꎬ 结果成立ꎮ
最后ꎬ 通过引理 ２ꎬ引理 ３ꎬ引理 ５—８ꎬ 定理 １ 获证ꎮ
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