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２￣奇异变换半群 Ｔｎ(２)的秩
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摘要:设自然数 ｎ≥４ꎬ Ｘｎ ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ Ｓｉｎｇｎ 为 Ｘｎ 上的奇异变换半群ꎬ对 α∈Ｓｉｎｇｎꎬ或者存在 ｘ∈Ｘｎ ＼{１}ꎬ使得 ｘα＝ １αꎬ或者

存在 ｘ∈Ｘｎ ＼{２}ꎬ使得 ｘα＝ ２αꎬ称 α 为 ２￣奇异变换ꎮ 由Ｓｉｎｇｎ中所有的 ２￣奇异变换构成的半群记为 Ｔｎ(２)ꎬ通过元素的生成关

系得到半群 Ｔｎ(２)的最小生成集ꎬ确定了 Ｔｎ(２)的秩为 ２ｎ－３ꎮ
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Ｒａｎｋ ｏｆ ｔｈｅ ２￣ｓｉｎｇｕｌａｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐ Ｔｎ(２)

ＧＡＯ Ｒｏｎｇｈａｉ１ꎬ ＸＵ Ｂｏ２

(１. Ｊｏｕｒｎａｌ Ｅｄｉｔｏｒｉａｌ Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔꎬ Ｇｕｉｚｈｏｕ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｇｕｉｙａｎｇ ５５００２５ꎬ Ｇｕｉｚｈｏｕꎬ Ｃｈｉｎａꎻ ２. Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ Ｇｕｉｚｈｏｕ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｇｕｉｙａｎｇ ５５００２５ꎬ Ｇｕｉｚｈｏｕꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｌｅｔ ｎ≥４ꎬ Ｘｎ ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ} . Ｓｉｎｇｎ ｉｓ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐ ｏｎ Ｘｎ . ｆｏｒ α∈Ｓｉｎｇｎꎬ α ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ２￣ｓｉｎｇｕｌａｒ ｔｒａｎｓ￣
ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｉｆ ｉｔ ｅｘｉｓｔｓ ｘ∈Ｘｎ ＼{１} ｔｈａｔ ｓａｔｉｓｆｙ ｘα＝ １α ｏｒ ｅｘｉｓｔｓ ｘ∈Ｘｎ ＼{２} ｔｈａｔ ｓａｔｉｓｆｙ ｘα＝ ２α. Ｌｅｔ Ｔｎ(２) ｂｅ ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇ ｏｆ ａｌｌ ２￣ｓｉｎｇｕ￣
ｌａｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｓｉｎｇｎ . Ａ ｍｉｎｉｍｕｍ ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ｓｅｔ ｉｓ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄꎬ ａｎｄ ｉｔ ｉｓ ｐｒｏｖｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｒａｎｋ
ｏｆ Ｔｎ(２) ｉｓ ２ｎ－３.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ２￣ｓｉｎｇｕｌａｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎꎻ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐꎻ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｓｅｔꎻ ｒａｎｋ

０　 引言

半群理论中的 Ｃａｙｌｅｙ 定理不仅强调开展变换半群理论研究的重要意义ꎬ也让人们认识到变换半群理论

中丰富的具体模型与实例ꎬ为认识和掌握抽象半群理论提供重要参照ꎮ 自然地ꎬ对变换半群理论中具有某些

限制的变换构成的子半类的研究就成为变换半群理论研究中的重要内容ꎮ 而在各类变换半群子类研究的课

题中ꎬ变换半群的极大子半群[１￣３]、变换半群的分类[４]、半群的正则性[５] 等是重要的研究方向ꎮ 在半群中由

某些子集生成的子半群的研究方面ꎬＨｏｗｉｅ[６]给出全变换半群中由幂等元生成的子半群结构ꎬ又给出有限全

变换半群幂等生成元集的特点[７]ꎮ 后来关于某些具有特殊性质的变换构成的子半群的生成集(秩或者幂等

元秩)受到广大研究者的高度关注ꎬ如ꎬ文献[８]考虑有限全变换半群中具有保序和压缩性质的变换构成的

半群的秩ꎬ该类半群的元素特点是像具有连续性ꎬ因此文献[９]依据文献[８]中元素的对偶特点ꎬ即元素是核

具有连续横截面的保序变换ꎬ并得到该类半群的秩ꎮ 其他关于具有特殊性质的变换构成的子半群的秩、幂等

元秩的众多研究结果见文献[１０￣１４]ꎮ 考虑在 Ｘｎ 上的奇异变换半群中的变换 α(满足:存在Ｘｎ ＼{１}中的元

素 ｘꎬ使得 ｘα＝ １α)所构成的子半群ꎬ给出该类半群的格林等价划分和秩[１５￣１６]ꎮ 本文将此类半群稍加推广ꎬ考
虑如下半群ꎮ
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　 　 设自然数 ｎ≥４ꎬ Ｘｎ ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ Ｘｎ 上奇异变换之集 Ｓｉｎｇｎ 在变换的复合下作成一个半群ꎮ 如果 Ｓｉｎｇｎ

中的一个变换 α 满足:或者存在 Ｘｎ ＼{１}中的元素 ｘꎬ使得 ｘα＝ １αꎬ或者存在 Ｘｎ ＼{２}中的元素 ｘꎬ使得 ｘα＝ ２αꎬ
则称 α 为一个 ２￣奇异变换ꎮ Ｘｎ 上一切 ２￣奇异变换构成的集合记作 Ｔｎ(２)ꎬ关于变换的复合运算构成 Ｓｉｎｇｎ

的子半群ꎮ 得到 Ｓｉｎｇｎ(２)的一个最小生成集ꎬ当 ｎ≥４ 时ꎬＴｎ(２)的秩为 ２ｎ－３ꎮ
为了方便阅读ꎬ给出半群的秩的定义ꎬ设 Ｓ 是一个半群ꎬ半群 Ｓ 的秩ꎬ通常记作 ｒａｎｋ(Ｓ)ꎬ是指 Ｓ 的最小

生成集的元素个数ꎬ即 ｒａｎｋ(Ｓ)＝ ｍｉｎ{ ｜Ａ ｜ :Ａ⊆Ｓꎬ ‹Ａ› ＝Ｓ}ꎮ

１　 预备知识

设 α∈Ｔｎ(２)ꎬ用 ｉｍ(α)ꎬ ｜ ｉｍ(α) ｜以及 ｋｅｒ(α)分别表示 α 的象集ꎬα 的象集中元素的个数以及等价关系

α－１ 􀳱α＝{(ｘꎬｙ)∈Ｘｎ×Ｘｎ:ｘα＝ ｙα}ꎬ若 ｜ ｉｍ(α) ｜ ＝ ｒꎬ １≤ｒ≤ｎ－１ꎬ则 α 为

α＝
Ａ１ Ａ２ 􀆺 Ａｒ

ａ１ ａ２ 􀆺 ａｒ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

其中ꎬＸｎ 关于等价关系 ｋｅｒ(α)的商集 Ｘｎ / ｋｅｒ(α)＝ {Ａ１ꎬＡ２ꎬ􀆺ꎬＡｒ}ꎬ而 Ａ ｉ 在 α 之下的象为 ａｉꎬ ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｒꎮ
为了表达上的方便ꎬ在 Ｔｎ(２)上引入以下几个二元关系ꎬ对任意 αꎬβ∈Ｔｎ(２)ꎬ定义

(αꎬβ)∈Ｌ▲⇔ｉｍ(α)＝ ｉｍ(β)ꎬ
(αꎬβ)∈Ｒ▲⇔ｋｅｒ(α)＝ ｋｅｒ(β)ꎬ
(αꎬβ)∈Ｊ ▲⇔｜ ｉｍ(α) ｜ ＝ ｜ ｉｍ(β) ｜ ꎬ
(αꎬβ)∈Ｈ▲⇔ｉｍ(α)＝ ｉｍ(β)且 ｋｅｒ(α)＝ ｋｅｒ(β)ꎬ

则 Ｈ▲ꎬＬ▲ꎬＲ▲与Ｊ▲都是 Ｔｎ(２)上的等价关系ꎬ易见Ｈ▲ ＝Ｌ▲∩Ｒ▲且Ｌ▲⊆Ｊ▲ꎬ Ｒ▲⊆Ｊ▲ꎮ 对 １≤ｒ≤
ｎ－１ꎬ记 Ｊ▲

ｒ ＝{α∈Ｔｎ(２): ｜ ｉｍ(α) ｜ ＝ ｒ}ꎬ则 Ｊ▲
１ ꎬＪ▲

２ ꎬ􀆺ꎬＪ▲
ｎ－１恰好是 Ｔｎ(２)的 ｎ－１ 个 Ｊ ▲￣等价类ꎬ并且Ｔｎ(２)＝

∪ｎ－１
ｒ＝１Ｊ▲

ｒ ꎮ 顶端 Ｊ ▲￣类 Ｊ▲
ｎ－１中有如下的 ２ｎ－３ 个 Ｒ▲￣类ꎬｎ 个 Ｌ▲￣类以及 ｎ(２ｎ－３)个 Ｈ▲￣类

Ｒ▲( ｉꎬｊ)＝ {α∈Ｊ▲
ｎ－１:ｉα＝ ｊα}ꎬ　 ｉ<ｊ≤ｎꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ

Ｌ▲(ｍ)＝ {α∈Ｊ▲
ｎ－１:ｉｍ(α)＝ Ｘｎ ＼{ｍ}}ꎬ　 １≤ｍ≤ｎꎬ

Ｈ▲( ｉꎬｊꎻｍ)＝ Ｒ▲( ｉꎬｊ)∩Ｌ▲(ｍ)ꎬ　 ｉ<ｊ≤ｎꎬ　 ｉ＝ １ꎬ２ꎬ　 １≤ｍ≤ｎꎮ

２　 主要结果及其证明

定理 １　 设自然数 ｎ≥４ꎬ则 ｒａｎｋ Ｔｎ(２)＝ ２ｎ－３ꎮ
为完成定理 １ 的证明先给出若干引理与推论ꎮ
引理 １　 对任意 αꎬβ∈Ｔｎ(２)ꎬ若(αꎬβ)ꎬ(αꎬαβ)∈Ｊ ▲ꎬ则(αꎬαβ)∈Ｒ▲ꎬ (αβꎬβ)∈Ｌ▲ꎮ
证明　 对任意 αꎬβ∈Ｔｎ(２)ꎬ若(αꎬβ)ꎬ(αꎬαβ)∈Ｊ ▲ꎬ则 ｜ ｉｍ(α) ｜ ＝ ｜ ｉｍ(β) ｜ ＝ ｜ ｉｍ(αβ) ｜ ꎮ
由 Ｘｎ 的有限性与 ｉｍ(α β)⊆ｉｍ(β)ꎬ ｋｅｒ(α)⊆ｋｅｒ(α β)ꎬ知 ｉｍ(α β)＝ ｉｍ(β)ꎬ ｋｅｒ(α)＝ ｋｅｒ(α β)ꎬ即

(αꎬαβ)∈Ｒ▲ꎬ (αβꎬβ)∈Ｌ▲ꎬ证毕ꎮ
由引理 １ 知 Ｔｎ(２)的任意一个生成集都必须覆盖 Ｊ▲

ｎ－１中每个 Ｒ▲￣类和每个 Ｌ ▲￣类ꎬ而 Ｊ▲
ｎ－１中共有 ２ｎ－３

个 Ｒ▲￣类与 ｎ 个 Ｌ▲￣类ꎮ
推论 １　 设自然数 ｎ≥４ꎬ则 ｒａｎｋ(Ｔｎ(２))≥２ｎ－３ꎮ
引理 ２　 对 １≤ｒ≤ｎ－２ꎬ有 Ｊ▲

ｒ ⊆‹Ｊ▲
ｒ＋１›ꎮ

证明

１≤ｒ≤ｎ－２ꎬ或者存在 ｉ(１≤ｉ≤ｒ)ꎬ使得 ｜Ａ ｉ ｜≥３ꎻ或者存在 ｊꎬｋ(１≤ｊ<ｋ≤ｒ)ꎬ使得 ｜Ａ ｊ ｜ ＝ ｜ Ａｋ ｜ ＝ ２ꎮ 下面分

情况证明ꎮ
情形 １　 存在 ｉꎬ１≤ｉ≤ｒꎬ使得 ｜Ａ ｉ ｜≥３ꎬ此时ꎬ讨论 ２ 种可能ꎮ
子情形 １.１　 存在 ａ∈{１ꎬ２}∩Ａ ｉꎮ
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由 ｜Ａ ｉ ｜≥３ꎬ故存在与 ａ 不相等且互不相同的元素 ｘꎬｙ∈Ｘｎꎬ使得{ａꎬｘꎬｙ}⊆Ａ ｉꎮ 为构造所需变换ꎬ取 ｚ∈

Ｘｎ ＼ ｉｍ(α)ꎬ并对 １≤ｓ≤ｒꎬ ｓ≠ｉꎬ取元素ｂｓ∈Ａｓꎬ记 Ｙ１ ＝Ｘｎ ＼({ｂｓ ｜ １≤ｓ≤ｒꎬ ｓ≠ｉ}∪{ ｔꎬｘ})ꎮ 构造 Ｘｎ 上的变换

β、γ为

β＝
Ａ１ Ａ２ 􀆺 Ａ ｉ－１ {ｘ} Ａ ｉ ＼{ｘ} 􀆺 Ａｒ

ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｉ－１ ｘ ａ 􀆺 ｂｒ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

γ＝
ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｉ－１ {ｘꎬａ} 􀆺 ｂｒ Ｙ１

ａ１ ａ２ 􀆺 ａｉ－１ ａｉ 􀆺 ａｒ ｚ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

则 βꎬγ∈Ｊ▲
ｒ＋１且 α＝βγ∈‹Ｊ▲

ｒ＋１›ꎮ
子情形 １.２　 {１ꎬ２}与 Ａ ｉ 不相交ꎬ即{１ꎬ２}∩Ａ ｉ ＝⌀ꎮ
此时必存在 ｍ≠ｉꎬ １≤ｍ≤ｒ(不失一般性可设 ｍ<ｉ)ꎬ存在 ａ∈{１ꎬ２}ꎬ以及与 ａ 不相等且互不相同的元素

ｔꎬｘꎬｙ∈Ｘｎꎬ使得{ａꎬｔ}⊆Ａｍꎬ {ｘꎬｙ}⊆Ａ ｉꎮ 为构造变换ꎬ取 ｚ∈Ｘｎ ＼ ｉｍ(α)ꎬ并对 １≤ｓ≤ｒꎬ ｓ∉{ｍꎬｉ}ꎬ ｂｓ∈Ａｓꎮ
记 Ｙ２ ＝Ｘｎ ＼({ｂｓ ｜ １≤ｓ≤ｒꎬ ｓ∉{ｍꎬｉ}}∪{ａꎬｔ}∪{ｘꎬｙ})ꎮ 构造 Ｘｎ 上的变换 β、γ 为

β＝
Ａ１ Ａ２ 􀆺 Ａｍ－１ Ａｍ 􀆺 Ａ ｉ－１ {ｘ} Ａ ｉ ＼{ｘ} 􀆺 Ａｒ

ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｍ－１ ａ 􀆺 ｂｉ－１ ｘ ｙ 􀆺 ｂｒ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

γ＝
ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｍ－１ {ａꎬｔ} 􀆺 ｂｉ－１ {ｘꎬｙ} 􀆺 ｂｒ Ｙ２

ａ１ ａ２ 􀆺 ａｍ－１ ａｍ 􀆺 ａｉ－１ ａｉ 􀆺 ａｒ ｚ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

则 βꎬγ∈Ｊ▲
ｒ＋１且 α＝βγ∈‹Ｊ▲

ｒ＋１›ꎮ
情形 ２　 对每一个 ｉ(１≤ｉ≤ｒ)ꎬ都有 ｜Ａ ｉ ｜≤２ꎮ
此时ꎬ由 ｎ≥４ꎬ １≤ｒ≤ｎ－２ꎬ必存在 ｊꎬｋ(１≤ｊ<ｋ≤ｒ)ꎬ使得 ｜Ａ ｊ ｜ ＝ ｜Ａｋ ｜ ＝ ２ꎮ 下面讨论 ２ 种可能ꎮ
子情形 ２.１　 存在 ａ∈{１ꎬ２}∩(Ａ ｊ∪Ａｋ)ꎮ
不失一般性可设 ａ∈Ａ ｊꎬ由 ｜Ａ ｊ ｜ ＝ ｜Ａｋ ｜ ＝ ２ꎬ存在与 ａ 不相等且互不相同的元素 ｔꎬｘꎬｙ∈Ｘｎꎬ使得{ａꎬｔ}⊆

Ａ ｊꎬ {ｘꎬｙ}⊆Ａｋꎮ 为构造变换ꎬｚ∈Ｘｎ ＼ ｉｍ(α)ꎬ对 １≤ｓ≤ｒꎬ ｓ∉{ ｊꎬｋ}ꎬ ｂｓ∈Ａｓꎬ记 Ｙ３ ＝Ｘｎ ＼ ({ｂｓ ｜ １≤ｓ≤ｒꎬ ｓ∉
{ ｊꎬｋ}}∪{ａꎬｔꎬｙ})ꎮ 构造 Ｘｎ 上的变换 β、γ 为

β＝
Ａ１ Ａ２ 􀆺 Ａ ｊ－１ Ａ ｊ 􀆺 Ａｋ－１ {ｘ} {ｙ} 􀆺 Ａｒ

ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｊ－１ ｔ 􀆺 ｂｋ－１ ａ ｙ 􀆺 ｂｒ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

γ＝
ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｊ－１ { ｔ} 􀆺 ｂｋ－１ {ａꎬｙ} 􀆺 ｂｒ Ｙ３

ａ１ ａ２ 􀆺 ａｊ－１ ａｊ 􀆺 ａｋ－１ ａｋ 􀆺 ａｒ ｚ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

则 βꎬγ∈Ｊ▲
ｒ＋１且 α＝βγ∈‹Ｊ▲

ｒ＋１›ꎮ
子情形 ２.２　 {１ꎬ２}∩(Ａ ｊ∪Ａｋ)＝ ⌀ꎮ
必存在 ｍ∉{ ｊꎬｋ}ꎬ １≤ｍ≤ｒꎬ不失一般性可设 ｍ< ｊꎬ存在 ａ∈{１ꎬ２}ꎬ与 ａ 不相等且互不相同的元素

ｔꎬｘꎬｙ∈Ｘｎꎬ使得{ａꎬｔ}⊆Ａｍꎬ {ｘꎬｙ}⊆Ａ ｊꎮ
为构造变换ꎬｚ∈Ｘｎ ＼ ｉｍ(α)ꎬ对 １≤ｓ≤ｒꎬ ｓ∉{ｍꎬｊ}ꎬ ｂｓ∈Ａｓꎮ 记 Ｙ４ ＝Ｘｎ ＼ ({ｂｓ ｜ １≤ｓ≤ｒꎬ ｓ∉{ｍꎬｊ}}∪

{ａꎬｔꎬｙ})ꎮ 构造 Ｘｎ 上的变换 β、γ 为

β＝
Ａ１ Ａ２ 􀆺 Ａｍ－１ Ａｍ 􀆺 Ａ ｊ－１ {ｘ} {ｙ} 􀆺 Ａｒ

ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｍ－１ ｔ 􀆺 ｂｊ－１ ａ ｙ 􀆺 ｂｒ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

γ＝
ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｍ－１ { ｔ} 􀆺 ｂｊ－１ {ａꎬｙ} 􀆺 ｂｒ Ｙ４

ａ１ ａ２ 􀆺 ａｍ－１ ａｍ 􀆺 ａｊ－１ ａｊ 􀆺 ａｒ ｚ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ

则 βꎬγ∈Ｊ▲
ｒ＋１且 α＝βγ∈‹Ｊ▲

ｒ＋１›ꎮ
推论 ２　 设自然数 ｎ≥４ꎬ则 Ｊ▲

ｎ－１是 Ｔｎ(２)的生成集ꎬ即 Ｔｎ(２)＝ ‹Ｊ▲
ｎ－１›ꎮ

为构造最小生成集ꎬ设自然数 ｎ≥４ꎬ考察 Ｔｎ(２)中的变换

α０ꎬθ０ꎬβ１ꎬβ２ꎬ􀆺ꎬβｎ－２ꎬγ１ꎬγ２ꎬ􀆺ꎬγｎ－１ꎬσ１ꎬσ２ꎬ􀆺ꎬσｎ－２ꎮ
上述变换分别定义为
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α０ ＝
{１ꎬ２} {３} {４} 􀆺 {ｎ}

３ ２ ４ 􀆺 ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

θ０ ＝
{１ꎬ２} {３} {４} 􀆺 {ｎ－１} {ｎ}

３ ４ ５ 􀆺 ｎ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

β１ ＝
{１ꎬ２} {３} {４} 􀆺 {ｎ}

１ ２ ４ 􀆺 ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

βｎ－２ ＝
{１ꎬｎ－１} {２} 􀆺 {ｎ－２} {ｎ}

１ ２ 􀆺 ｎ－２ ｎ－１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

γ１ ＝
{１ꎬ２} {３} 􀆺 {ｎ－１} {ｎ}

１ ４ 􀆺 ｎ ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

γｎ－１ ＝
{１ꎬｎ} {２} 􀆺 {ｎ－２} {ｎ－１}

１ ４ 􀆺 ｎ ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

σ１ ＝
{１} {２３} {４} {５} 􀆺 {ｎ}
３ ｎ ２ ４ 􀆺 ｎ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

σｎ－２ ＝
{１} {２ꎬｎ} {３} 􀆺 {ｎ－１}
２ ｎ ３ 􀆺 ｎ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

对 ２≤ｉ≤ｎ－３ꎬ

βｉ ＝
{１ꎬｉ＋１} {２} 􀆺 { ｉ} { ｉ＋２} { ｉ＋３} 􀆺 {ｎ}

１ ２ 􀆺 ｉ ｉ＋１ ｉ＋３ 􀆺 ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

对 ２≤ｉ≤ｎ－２ꎬ

γｉ ＝
{１ꎬｉ＋１} {２} 􀆺 { ｉ} { ｉ＋２} 􀆺 {ｎ－１} {ｎ}

１ ４ 􀆺 ｉ＋２ ｉ＋３ 􀆺 ｎ ３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

对 ２≤ｉ≤ｎ－３ꎬ

σｉ ＝
{１} {２ꎬｉ＋２} {３} 􀆺 { ｉ＋１} { ｉ＋３} 􀆺 {ｎ}
２ ｉ＋２ ３ 􀆺 ｉ＋１ ｉ＋３ 􀆺 ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

引理 ３　 设自然数 ｎ≥４ꎬ α０ꎬθ０ꎬβ１ꎬβ２ꎬ􀆺ꎬβｎ－２ꎬγ１ꎬγ２ꎬ􀆺ꎬγｎ－１ꎬσ１ꎬσ２ꎬ􀆺ꎬσｎ－２定义如前ꎬ则
(１) θ０ ＝γ１α０ꎬ α０ ＝γ１σ１ꎬ且 γｉ ＝βｉγｉ＋１ꎬ １≤ｉ≤ｎ－２ꎻ
(２) Ｈ▲(１ꎬｋꎻ１)＝ γｍ－１Ｈ▲(１ꎬ２ꎻ１)ꎬ ３≤ｋ≤ｎꎻ
(３) Ｈ▲(１ꎬ２ꎻ２)＝ Ｈ▲(１ꎬ２ꎻ１)γ１ꎬ Ｈ▲(１ꎬ２ꎻｊ)＝ Ｈ▲(１ꎬ２ꎻ１)βｊ－２ꎬ ３≤ｊ≤ｎꎻ
(４) Ｈ▲(２ꎬｋ＋２ꎻ１)＝ σｋＨ▲(１ꎬ２ꎻ１)ꎬ １≤ｋ≤ｎ－２ꎻ
(５) Ｈ▲(１ꎬｊꎻｍ)＝ Ｈ▲(１ꎬｊꎻ１)Ｈ▲(１ꎬ２ꎻｍ)ꎬ ３≤ｊ≤ｎꎬ ２≤ｍ≤ｎꎮ
(６) Ｈ▲(２ꎬｊꎻｍ)＝ Ｈ▲(２ꎬｊꎻ１)Ｈ▲(１ꎬ２ꎻｍ)ꎬ ３≤ｊ≤ｎꎬ ２≤ｍ≤ｎꎮ
证明　 这里以(６)为例证明ꎬ其余可类似证得ꎮ 对给定的 ｊꎬｍꎬ３≤ｊ≤ｎꎬ ２≤ｍ≤ｎꎬ只须证明 Ｈ▲(２ꎬｊꎻｍ)⊆

Ｈ▲(２ꎬｊꎻ１)Ｈ▲(１ꎬ２ꎻｍ)ꎬＨ▲(２ꎬｊꎻ１)Ｈ▲(１ꎬ２ꎻｍ)⊆Ｈ▲(２ꎬｊꎻｍ)即可ꎮ
先证 Ｈ▲(２ꎬｊꎻｍ)⊆Ｈ▲(２ꎬｊꎻ１)Ｈ▲(１ꎬ２ꎻｍ)ꎮ 任取 σ∈Ｈ▲(２ꎬｊꎻｍ)ꎬ则 ｉｍ(σ)＝ Ｘｎ ＼ {ｍ}ꎬ Ｘｎ / ｋｅｒ(σ)中

惟一的非单点核类为{２ꎬｊ}ꎬ故 σ 为

σ＝
{１} {２ꎬｊ} 􀆺 { ｊ－１} { ｊ＋１} 􀆺 {ｎ}
ａ１ ａ２ 􀆺 ａｊ－１ ａｊ 􀆺 ａｎ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

其中 ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｊ－１ꎬａｊꎬ􀆺ꎬａｎ－１是 Ｘｎ ＼{ｍ}的一个全排列ꎮ 构造 μ、ϕ 为

μ＝
{１} {２ꎬｊ} 􀆺 { ｊ－１} { ｊ＋１} 􀆺 {ｎ}
２ ３ 􀆺 ｊ ｊ＋１ 􀆺 ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ϕ＝
{１ꎬ２} {３} 􀆺 { ｊ} { ｊ＋１} 􀆺 {ｎ}
ａ１ ａ２ 􀆺 ａｊ－１ ａｊ 􀆺 ａｎ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

则 μ∈Ｈ▲(２ꎬｊꎻ１)ꎬ ϕ∈Ｈ▲(１ꎬ２ꎻｍ)ꎬ且 σ＝μϕꎮ
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再证 Ｈ▲(２ꎬｊꎻ１)Ｈ▲(１ꎬ２ꎻｍ)⊆Ｈ▲(２ꎬｊꎻｍ)ꎮ 任取 μ∈Ｈ▲(２ꎬｊꎻ１)ꎬ ϕ∈Ｈ▲(１ꎬ２ꎻｍ)ꎬ则 μ、ϕ 为

μ＝
{１} {２ꎬｊ} 􀆺 { ｊ－１} { ｊ＋１} 􀆺 {ｎ}
ｂ１ ｂ２ 􀆺 ｂｊ－１ ｂｊ 􀆺 ｂｎ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

ϕ＝
{１ꎬ２} {３} 􀆺 { ｊ－１} { ｊ} 􀆺 {ｎ}
ａ１ ａ２ 􀆺 ａｊ－１ ａｊ 􀆺 ａｎ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

其中ꎬｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｊ－１ꎬｂｊꎬ􀆺ꎬｂｎ－１是 Ｘｎ ＼{１}的一个全排列ꎬａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｊ－１ꎬａｊꎬ􀆺ꎬａｎ－１是 Ｘｎ ＼{ｍ}的一个全排列ꎮ
注意到 ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｊ－１ꎬｂｊꎬ􀆺ꎬｂｎ－１是 Ｘｎ ＼{１}的一个全排列ꎬ所以 ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｊ－１ꎬｂｊꎬ􀆺ꎬｂｎ－１是 Ｘｎ / ｋｅｒ(ϕ)的

一个横截面(或者代表元系)ꎮ ｋｅｒ(μϕ)＝ ｋｅｒ(μ)ꎬ ｉｍ(μϕ)＝ ｉｍ(ϕ)ꎬ μϕ∈Ｈ▲(２ꎬｊꎻｍ)ꎮ 由 μ、ϕ 的任意性ꎬ
得 Ｈ▲(２ꎬｊꎻ１)Ｈ▲(１ꎬ２ꎻｍ)⊆Ｈ▲(２ꎬｊꎻｍ)ꎮ

引理 ４　 设自然数 ｎ≥４ꎬ α０、θ０ 定义如前ꎬ则 Ｈ▲(１ꎬ２ꎻ１)由 α０、θ０ 生成ꎮ
证明　 注意到 Ｈ▲(１ꎬ２ꎻ１)与 ｎ－１ 元集合 Ｙ＝{２ꎬ３ꎬ􀆺ꎬｎ}上的对称群 ＳＹ 同构ꎬ而 ＳＹ 由一个对换(２３)和

一个 ｎ－１ 元循环置换(２３􀆺ｎ)生成ꎬ由此可知 Ｈ▲(１ꎬ２ꎻ１)由 α０ꎬθ０ 生成ꎮ
推论 ３　 设自然数 ｎ≥４ꎬ Ｗ０ ＝{β１ꎬβ２ꎬ􀆺ꎬβｎ－２ꎬγｎ－１ꎬσ１ꎬσ２ꎬ􀆺ꎬσｎ－２}ꎬ则 Ｊ▲

ｎ－１⊆‹Ｗ０›ꎮ
定理 １ 的证明ꎮ 由推论 ２、３ꎬ得 Ｔｎ(２) ＝ ‹Ｗ０›ꎬ注意到 Ｗ０ 的元素个数 ｜Ｗ０ ｜ ＝ ２ｎ－３ꎬ结合推论 １ 即证

ｒａｎｋ Ｔｎ(２)＝ ２ｎ－３ꎮ
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