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摘要:在相容定向完备偏序集上引入 ｃｅ￣拓扑和 ｃρ￣拓扑的概念ꎬ给出在相容连续偏序集上的两类拓扑若干性质ꎬ证明相容连续

偏序集上的基是 ｃρ￣拓扑的稠密集ꎮ
关键词:相容连续偏序集ꎻｃｅ￣拓扑ꎻｃρ￣拓扑ꎻ连续格

中图分类号:Ｏ１５３.１　 　 　 文献标志码:Ａ
引用格式:郭智莲ꎬ杨海龙. 相容连续偏序集上的 ｃｅ￣拓扑和 ｃρ￣拓扑[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２５ꎬ６０(１１):１５３￣１５８.

Ｔｈｅ ｃｅ￣ｔｏｐｏｌｏｇｙ ａｎｄ ｃρ￣ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｏｎ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｐｏｓｅｔｓ

ＧＵＯ Ｚｈｉｌｉａｎ１ꎬ ＹＡＮＧ Ｈａｉｌｏｎｇ２∗

(１. Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｅｃｏｎｏｍｉｃｓꎬ Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｐｏｌｉｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｌａｗꎬ Ｘｉ ̓ａｎ ７１００６３ꎬ Ｓｈａａｎｘｉꎬ Ｃｈｉｎａꎻ ２. Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ Ｓｈａａｎｘｉ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｘｉ̓ａｎ ７１０１１９ꎬ Ｓｈａａｎｘｉꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃｅ￣ｔｏｐｏｌｏｇｙ ａｎｄ ｃρ￣ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｏｎ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｌｙ ｄｉｒｅｃｔｅｄｌｙ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｐｏｓｅｔｓ ａｒｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ. Ｓｏｍｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ
ｏｆ ｔｈｅｍ ｏｎ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｐｏｓｅｔｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ. Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬ ｉｔ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｂａｓｉｓ ｏｎ ａ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｐａｒｔｉａｌ
ｏｒｄｅｒ ｓｅｔ ｉｓ ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｌｙ ｄｅｎｓｅ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｌｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｐｏｓｅｔｓꎻ ｃｅ￣ｔｏｐｏｌｏｇｙꎻ ｃρ￣ｔｏｐｏｌｏｇｙꎻ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｌａｔｔｉｃｅ

０　 引言

连续格理论[１]自提出以来ꎬ学者们进一步将连续格概念推广到连续偏序集概念ꎬＤｏｍａｉｎ[２] 是特殊的连

续偏序集ꎬＤｏｍａｉｎ 理论为计算机程序设计语言指称语义学奠定了数学基础ꎬ学者们也推广了 Ｄｏｍａｉｎ 理

论[３￣１２]ꎮ 文献[１３]结合 Ｒ 与 Ｎ 的序结构特点给出相容连续偏序集的概念ꎬ指出 Ｒ 是相容连续偏序集ꎬＮ 是

相容代数偏序集ꎮ 文献[１４￣１５]给出了相容连续偏序集和其上 Ｓｃｏｔｔ 拓扑的一些基本性质ꎬ刻画了 Ｓｃｏｔｔ 拓扑

的基ꎮ
受文献[１６]的启发ꎬ本文引入了相容定向完备偏序集上的 ｃｅ￣拓扑和 ｃρ￣拓扑等概念ꎬ得到了许多基本

性质ꎬ得到了相容连续偏序集上基的若干等价刻画ꎬ证明了相容连续偏序集的基恰好是 ｃρ￣拓扑的稠密集ꎮ

１　 预备知识

设(Ｌꎬ≤)是一个偏序集ꎬＬ 的全体子集记作 ２Ｌꎬ设 Ｘ⊆Ｌꎬ令↓Ｘ ＝ {ｙ∈Ｌ ｜ ∃ｘ∈Ｌꎬ使得 ｙ≤ｘ}ꎬ ↑Ｘ ＝
{ｙ∈Ｌ ∃ｘ∈Ｌꎬ使得 ｙ≥ｘ}ꎮ 特殊地ꎬ↓{ ｘ} ＝ ↓ｘꎮ 当↓Ｘ ＝ Ｘ 时ꎬ称 Ｘ 是下集ꎻ当↑Ｘ ＝ Ｘ 时ꎬ称 Ｘ 是

上集[１￣２]ꎮ
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　 　 定义 １[１３] 　 设 Ｌ 为偏序集ꎬ⌀≠Ｄ⊆Ｌꎬ如果(１)Ｄ 是定向集ꎻ (２)存在 ｘ∈Ｌꎬ使得 Ｄ⊆↓ｘꎬ则称 Ｄ 为 Ｌ
的相容定向集ꎮ

定义 ２[１３] 　 设 Ｌ 为偏序集ꎬ若对于 Ｌ 中的任意相容定向子集 Ｄꎬ在 Ｌ 中都有最小的上界(即上确界∨
Ｄ)ꎬ则称 Ｌ 是相容定向完备偏序集ꎮ

定义 ３[１３] 　 设 Ｌ 是相容定向完备偏序集ꎬ定义 Ｌ 上的 Ｗａｙ￣ｂｅｌｏｗ 关系“≪”如下:∀ｘꎬｙ∈Ｌꎬ若对于 Ｌ 中

的相容定向集 Ｄꎬ当 ｙ≤∨Ｄ 时ꎬ∃ｄ∈Ｄꎬ使得 ｘ≤ｄꎬ则称 ｘ 相容双小于 ｙꎬ记作 ｘ≪ｙꎮ 记⇓ｘ ＝ { ｓ∈Ｌ ｜ ｓ≪ｘ}ꎬ
⇑ｘ＝{ ｔ∈Ｌ ｜ ｘ≪ｔ}ꎬ分别称为 ｘ 的 Ｗａｙ￣ｂｅｌｏｗ 下集和上集ꎮ 当 ｘ≪ｘ 时ꎬ称 ｘ 是 Ｌ 的紧元ꎬＬ 的所有紧元之集
记作 Ｋｃ(Ｌ)ꎮ

定义 ４[１３] 　 设 Ｌ 是相容定向完备偏序集ꎬ如果满足以下 ２ 个条件:
(１) ∀ｘ∈Ｌꎬ ⇓ｘ 是相容定向集ꎻ
(２) ∀ｘ∈Ｌꎬ ｘ＝∨⇓ｘꎬ

则称 Ｌ 是一个相容连续偏序集ꎮ
注 １　 已有的多种广义连续偏序集ꎬ未见到能恰当体现 Ｒ、Ｎ 这些基本对象序结构特点的具体研究ꎮ 文

献[１３]引入相容连续偏序集概念ꎬ指出 Ｒ 是相容连续偏序集ꎬＮ 是相容代数偏序集ꎬ而且任一相容连续偏序

集都紧密联系一个连续偏序集ꎬ即它的定向完备化ꎮ
命题 １[１３] 　 设 Ｌ 是相容定向完备偏序集ꎬ则下列结论成立:
(１) ｘ≪ｙ⇒ｘ≤ｙꎻ
(２) ｓ≤ｘ≪ｙ≤ｔ⇒ｓ≪ｔꎻ
(３) 若 Ｌ 有最小元 ０Ｌꎬ则∀ｘ∈Ｌꎬ ０Ｌ≪ｘꎮ
命题 ２[１３] 　 设 Ｌ 是相容连续偏序集ꎬ ∀ｘꎬｙ∈Ｌꎬ若 ｘ≪ｙ 且 ｘ≠ｙꎬ则∃ｚ∈Ｌꎬ使得 ｘ≪ｚ≪ｙ 且 ｘ≠ｚꎮ
定义 ５[１３] 　 若 Ｉ＝↓Ｄꎬ其中 Ｄ 是 Ｌ 中的相容定向集ꎬ则称 Ｉ 是 Ｌ 上的相容理想ꎬＬ 的全体相容理想之集

记作 Ｉｃ(Ｌ)ꎮ
命题 ３[１４] 　 设 Ｌ 为相容定向完备偏序集ꎬｘꎬｙ∈Ｌꎬ则 ｘ≪ｙ 当且仅当∀Ｉ∈Ｉｃ(Ｌ)ꎬ若 ｙ≤∨Ｉꎬ则 ｘ∈Ｉꎮ
定义 ６[１３] 　 设 Ｌ 是一个相容定向完备偏序集ꎬＢ⊆Ｌꎬ称 Ｂ 是 Ｌ 的基当且仅当满足以下条件:
(１) ∀ｘ∈Ｌꎬ ⇓ｘ∩Ｂ 是 Ｌ 的相容定向集ꎻ
(２) ｘ＝∨(⇓ｘ∩Ｂ)ꎮ
命题 ４[１４] 　 设 Ｌ 是相容连续偏序集ꎬＢ⊆Ｌꎬ则下列条件等价:
(１) Ｂ 是 Ｌ 的基ꎻ
(２) ∀ｘꎬｙ∈Ｌꎬ若 ｘ≪ｙꎬ则存在 ｂ∈Ｂꎬ使得 ｘ≤ｂ≪ｙꎻ
(３) ∀ｘꎬｙ∈Ｌꎬ若 ｘ≪ｙꎬ则存在 ｂ∈Ｂꎬ使得 ｘ≪ｂ≪ｙꎮ
定义 ７[１３] 　 设 Ｌ 是相容定向完备偏序集ꎬＵ⊆Ｌꎬ如果 Ｕ 满足以下条件:
(１) ↑Ｕ＝Ｕꎻ
(２) 对 Ｌ 中的任意相容定向集 Ｄꎬ当∨Ｄ∈Ｕ 时ꎬ有 Ｕ∩Ｄ≠⌀ꎬ则称 Ｕ 为 Ｌ 上的 Ｓｃｏｔｔ 开集ꎬＬ 上的 Ｓｃｏｔｔ

开集全体是 Ｌ 上的一个拓扑ꎬ记为 σ(Ｌ)ꎬ称为 Ｓｃｏｔｔ 拓扑ꎮ
命题 ５[１４] 　 设 Ｌ 是相容连续偏序集ꎬ则下列性质成立:
(１) ∀ｘ∈Ｌꎬ ⇑ｘ∈σ(Ｌ)ꎻ
(２) Ｕ 是 Ｓｃｏｔｔ 开集当且仅当↑Ｕ＝Ｕ 且 ｙ∈Ｕ⇒∃ｘ∈Ｕꎬ使得 ｘ≪ｙꎻ
(３) {⇑ｘ ｜ ｘ∈Ｌ}是 Ｓｃｏｔｔ 拓扑空间(Ｌꎬσ(Ｌ))的一个基ꎻ
(４) {⇑ｘ ｜ ｘ∈Ｂ}是 Ｓｃｏｔｔ 拓扑空间(Ｌꎬσ(Ｌ))的一个基ꎬ其中 Ｂ 是 Ｌ 的基ꎻ
(５) 设 Ｉ∈Ｉｃ(Ｌ)ꎬ则 Ｕ∈σ(Ｌ)⇔当∨Ｉ∈Ｕ 时ꎬ有 Ｕ∩Ｉ≠⌀ꎮ

２　 ｃｅ￣拓扑

定义 ８　 设 Ｌ 是相容定向完备偏序集ꎬ定义映射⇓: ２Ｌ→２Ｌ 为ꎬ∀Ｍ∈２Ｌꎬ有⇓Ｍ ＝ ∪
ｘ∈Ｍ

⇓ｘꎮ 同样的ꎬ定义
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映射⇑:２Ｌ→２Ｌꎬ∀Ｍ∈２Ｌꎬ有⇑Ｍ＝ ∪
ｘ∈Ｍ

⇑ｘꎮ

定理 １　 设 Ｌ 是相容定向完备偏序集ꎬ ∀{Ｍｉ} ｉ∈Ｉ⊆２Ｌ和∀Ｍꎬ Ｎ∈２Ｌꎬ如下结论成立:
(１) ⇓⌀＝⌀ꎬ ⇑⌀＝⌀ꎻ
(２) ⇓(∪

ｉ∈Ｉ
Ｍｉ)＝ ∪

ｉ∈Ｉ
⇓Ｍｉꎬ ⇑(∪

ｉ∈Ｉ
Ｍｉ)＝ ∪

ｉ∈Ｉ
⇑Ｍｉꎻ

(３) Ｍ⊆Ｎ⇒⇓Ｍ⊆⇓Ｎꎬ Ｍ⊆Ｎ⇒⇑Ｍ⊆⇑Ｎꎻ
(４) ⇓Ｍ ＼⇓Ｎ⊆⇓(Ｍ ＼Ｎ)ꎬ ⇑Ｍ ＼⇑Ｎ⊆⇑(Ｍ ＼Ｎ)ꎻ
(５) ⇓(⇓Ｍ)⊆⇓Ｍꎬ ⇑(⇑Ｍ)⊆⇑Ｍꎮ
定义 ９　 设 Ｌ 是相容定向完备偏序集ꎬ Ｍ⊆Ｌꎬ 当⇓Ｍ⊆Ｍ 时ꎬ称Ｍ 是 Ｌ 的 ｃｅ￣开集ꎬ称 Ｌ 的 ｃｅ￣开集的补

集为 ｃｅ￣闭集ꎮ
定理 ２　 设 Ｌ 是相容定向完备偏序集ꎬ则
(１) Ｌ 的 ｃｅ￣开集全体构成拓扑ꎬ称为 ｃｅ￣拓扑ꎬ记作 ｃｅ(Ｌ)ꎮ 对于任意一族 ｃｅ￣开集ꎬ它们的交集仍是

ｃｅ￣开集ꎻ
(２) {{ｘ}∪⇓ｘ ｜ ｘ∈Ｌ}是 Ｌ 上 ｃｅ￣拓扑的一个基ꎻ
(３) 设 Ｎ⊆Ｌꎬ Ｎ 是 ｃｅ￣闭集当且仅当⇑Ｎ⊆Ｎꎻ
(４) ∀Ｍ⊆Ｌꎬ ⇓Ｍ 是 ｃｅ￣开集ꎬ ⇑Ｍ 是 ｃｅ￣闭集ꎮ
证明　 (１)由定理 １(１)知⌀∈ｃｅ(Ｌ)ꎬ显然⇓Ｌ⊆Ｌꎬ从而 Ｌ∈ｃｅ(Ｌ)ꎮ 设{Ｍｉ} ｉ∈Ｉ⊆ｃｅ(Ｌ)ꎬ由定理 １(２)

知ꎬ⇓(∪
ｉ∈Ｉ
Ｍｉ)＝ ∪

ｉ∈Ｉ
⇓Ｍｉ⊆∪

ｉ∈Ｉ
Ｍｉꎬ故∪

ｉ∈Ｉ
Ｍｉ∈ｃｅ(Ｌ)ꎬ因此 ｃｅ(Ｌ)是 Ｌ 上的拓扑ꎮ ⇓(∩

ｉ∈Ｉ
Ｍｉ)＝ ∩

ｉ∈Ｉ
⇓Ｍｉ⊆∩

ｉ∈Ｉ
Ｍｉꎬ故

∩
ｉ∈Ｉ
Ｍｉ∈ｃｅ(Ｌ)ꎮ

(２) 由定理 １(５)、(２)知ꎬ⇓({ｘ}∪⇓ｘ)＝ ⇓ｘ∪⇓(⇓ｘ)⊆⇓ｘ∪⇓ｘ ＝⇓ｘ⊆{ｘ}∪⇓ｘꎬ从而{ｘ}∪⇓
ｘ∈ｃｅ(Ｌ)ꎮ 下面证明当 Ｍ∈ｃｅ(Ｌ)且 ｘ∈Ｍ 时ꎬ{ｘ}∪⇓ｘ⊆Ｍꎮ ∀ｙ∈{ｘ}∪⇓ｘꎬ若 ｙ∈{ｘ}ꎬ则 ｙ∈Ｍꎻ若 ｙ∈

⇓ｘ⊆Ｍꎬ则 ｙ∈Ｍꎬ故{ｘ}∪⇓ｘ⊆Ｍꎮ 因此ꎬ{{ｘ}∪⇓ｘ ｜ ｘ∈Ｌ}是 Ｌ 上 ｃｅ￣拓扑的一个基ꎮ
(３) 设 Ｎ 是 ｃｅ￣闭集ꎬ∀ｘ∈⇑Ｎꎬ则存在 ｙ∈Ｎꎬ使得 ｙ≪ｘꎮ 假设 ｘ∉Ｎꎬ则 ｘ∈Ｌ ＼Ｎ∈ｃｅ(Ｌ)ꎬ从而 ｙ∈

⇓ｘ⊆Ｌ ＼Ｎꎬ与 ｙ∈Ｎ 矛盾ꎬ因此 ｘ∈Ｎꎬ从而⇑Ｎ⊆Ｎꎮ 反之ꎬ设⇑Ｎ⊆Ｎꎬ下面证明 Ｌ ＼Ｎ∈ｃｅ(Ｌ)即可ꎮ 假设

⇓(Ｌ ＼Ｎ)⊄Ｌ ＼Ｎꎬ即存在 ｓ∈⇓(Ｌ ＼Ｎ)ꎬ使得 ｓ∉Ｌ ＼Ｎꎮ 从而有 ｔ∈(Ｌ ＼Ｎ)ꎬ使得 ｓ≪ｔꎬ即 ｔ∈⇑Ｎ⊆Ｎꎬ与 ｔ∈Ｌ ＼Ｎ
矛盾ꎬ因此⇓(Ｌ ＼Ｎ)⊆Ｌ ＼Ｎꎬ则 Ｎ 是 ｃｅ￣闭集ꎮ

(４) 由(３)和定理 １(５)可以证得ꎮ
例: 对于自然数集 Ｎꎬ其上的 ｃｅ￣拓扑是⌀∪{{０ꎬ１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ} ｜ ｎ∈Ｎ}ꎬ即由 Ｎ 上的全体下集形成的拓扑ꎮ

定理 ３　 设 ＬꎬＴ 是相容定向完备偏序集ꎬ ｆ:Ｌ→Ｔ 是单射且 ｆ 保≪关系ꎬ则 ｆ:(Ｌꎬｃｅ(Ｌ))→(Ｔꎬｃｅ(Ｔ))是
连续的且∀ｋ∈Ｋｃ(Ｌ)ꎬ有 ｆ(ｋ)∈Ｋｃ(Ｔ)ꎮ

证明　 设 ｆ 保关系≪ꎬ则∀ｋ∈Ｋｃ(Ｌ)ꎬ ｆ(ｋ)∈Ｋｃ(Ｔ)成立ꎮ 下面证明 ｆ 是关于 ｃｅ￣拓扑连续的ꎮ 由定理 ２
知ꎬ只需证明ꎬ ∀ｘ∈Ｔꎬ ｆ 　－１({ｘ}∪⇓ｘ)是 Ｌ 中的 ｃｅ￣开集ꎬ即⇓( ｆ 　－１({ｘ}∪⇓ｘ))⊆ｆ 　－１({ｘ}∪⇓ｘ)ꎮ ∀ｙ∈

⇓ｆ 　－１({ｘ}∪⇓ｘ)ꎬ∃ｚ∈ｆ 　－１({ｘ}∪⇓ｘ)ꎬ使得 ｙ≪ｚꎬ由于 ｆ 保≪关系ꎬ则 ｆ(ｘ)≪ｆ( ｚ)ꎬ从而 ｆ(ｙ)∈⇓ｆ( ｚ)⊆
{ｘ}∪⇓ｘꎬ故 ｙ∈ｆ 　－１({ｘ}∪⇓ｘ)ꎮ

定理 ４　 设 Ｌ 是相容定向完备偏序集ꎬ则∀Ｍ∈２Ｌꎬ有
(１) ｃｌｃ(Ｍ)＝ Ｍ∪⇑Ｍꎬ ｉｎｔｃ(Ｍ)＝ Ｍ ＼⇑(Ｌ ＼Ｍ)ꎬ其中ꎬ ｃｌｃ(Ｍ)和ｉｎｔｃ(Ｍ)分别表示 Ｍ 在 ｃｅ(Ｌ)拓扑中的

闭包和内部ꎻ
(２) ⇑ｃｌｃ(Ｍ)＝ ｃｌｃ(⇑Ｍ)ꎻ
(３) ⇑Ｍ＝ｄｅｒｃ(Ｍ)∪ Ｍ∩Ｋｓ(Ｌ)( ) ꎬ其中 ｄｅｒｃ(Ｍ)表示 Ｍ 在拓扑 ｃｅ(Ｌ)中的导集ꎮ
证明　 (１) 下面证明 ｃｌｃ(Ｍ)＝ Ｍ∪⇑Ｍꎮ 由定理 １(２)知ꎬ⇑(Ｍ∪⇑Ｍ)＝ ⇑Ｍ∪⇑(⇑Ｍ)⊆⇑Ｍ⊆Ｍ∪

⇑Ｍꎬ故 Ｍ∪⇑Ｍ 是 ｃｅ￣闭集ꎮ 又设 Ｆ 是任意闭集且 Ｍ⊆Ｆꎬ则⇑Ｍ⊆⇑Ｆ⊆Ｆꎬ从而 Ｍ∪⇑Ｍ⊆Ｆꎬ所以

ｃｌｃ(Ｍ)＝ Ｍ∪⇑Ｍ 成立ꎮ 下面证明 ｉｎｔｃ(Ｍ) ＝ Ｍ ＼⇑(Ｌ ＼Ｍ)ꎮ 由于 ｃｌｃ(Ｌ ＼Ｍ) ＝ (Ｌ ＼Ｍ)∪⇑(Ｌ ＼Ｍ)ꎬ因此
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ｉｎｔｃ(Ｍ)＝ Ｌ ＼ｃｌｃ(Ｌ ＼Ｍ)＝ Ｌ ＼((Ｌ ＼Ｍ)∪⇑(Ｌ ＼Ｍ))＝ Ｍ ＼⇑(Ｌ ＼Ｍ)ꎮ
(２) 由 Ｍ⊆ｃｌｃ(Ｍ)和定理 １(３)知ꎬ⇑Ｍ⊆⇑ｃｌｃ(Ｍ)ꎬ再由定理 ２(４)知 ｃｌｃ(⇑Ｍ)⊆⇑ｃｌｃ(Ｍ)ꎬ由(１)知ꎬ

⇑ｃｌｃ(Ｍ)＝ ⇑Ｍ∪⇑(⇑Ｍ)⊆⇑Ｍ⊆ｃｌｃ(⇑Ｍ)ꎬ所以⇑ｃｌｃ(Ｍ)＝ ｃｌｃ(⇑Ｍ)ꎮ
(３)下面证明⇑Ｍ⊆ｄｅｒｃ(Ｍ)∪ Ｍ∩Ｋｓ(Ｌ)( ) ꎬ首先证明⇑Ｍ ＼Ｋｃ(Ｌ)⊆ｄｅｒｃ(Ｍ)ꎮ 设 ｘ∈⇑Ｍ ＼Ｋｃ(Ｌ)ꎬ由

⇑Ｍ⊆⇑(Ｍ∪{ｘ})＝ ⇑ｘ∪⇑(Ｍ ＼ {ｘ})且 ｘ∉⇑ｘꎬ再由(１)知ꎬｘ∈⇑(Ｍ ＼ { ｘ})⊆ｃｌｃ(Ｍ ＼ { ｘ})ꎬ因此 ｘ∈
ｄｅｒｃ(Ｍ)ꎮ 从而⇑Ｍ⊆ｄｅｒｃ(Ｍ)∪ Ｍ∩Ｋｓ(Ｌ)( ) ꎮ

反过来ꎬ设 ｘ∈ｄｅｒｃ(Ｍ)∪ Ｍ∩Ｋｓ(Ｌ)( ) ꎬ若 ｘ∈⇑Ｍ ＼Ｋｃ(Ｌ)ꎬ当 ｘ∈ｄｅｒｃ(Ｍ)时ꎬ则 ｘ∈ｃｌｃ(Ｍ ＼ {ｘ})＝ (Ｍ ＼
{ｘ})∪⇑(Ｍ ＼{ｘ})ꎬ从而 ｘ∈⇑(Ｍ ＼{ｘ})⊆⇑Ｍꎻ当 ｘ∈Ｍ∩Ｋｓ(Ｌ)时ꎬ则 ｘ∈⇑ｘ⊆⇑Ｍꎮ 所以 ｄｅｒｃ(Ｍ)∪
Ｍ∩Ｋｓ(Ｌ)⊆⇑Ｍꎮ 综上可知ꎬ⇑Ｍ＝ｄｅｒｃ(Ｍ)∪ Ｍ∩Ｋｓ(Ｌ)( ) ꎮ

下面在相容连续偏序集上给出一系列的基本性质ꎮ
定理 ５　 设 Ｌ 是相容连续偏序集ꎬＬ 上的 ｃｅ￣拓扑是 Ｔ１ 的当且仅当∀ｘꎬ ｙ∈Ｌꎬ ｘ≪ｙ 能推出 ｘ＝ ｙꎮ
证明　 必要性ꎮ 设 Ｌ 上的 ｃｅ￣拓扑是 Ｔ１的ꎬ则∀ｘ∈Ｌꎬ {ｘ}是 ｃｅ￣闭集ꎮ 由定理 ４(１)知ꎬ{ｘ} ＝ ｃｌｃ{ｘ} ＝

{ｘ}∪⇑ｘꎬ从而∀ｘꎬ ｙ∈Ｌꎬ由 ｘ≪ｙ 推出 ｘ＝ ｙꎮ
充分性ꎮ 设∀ｘꎬ ｙ∈Ｌꎬ由 ｘ≪ｙ 推出 ｘ＝ ｙꎬ因此 ｃｌｃ{ｘ} ＝{ｘ}∪⇑ｘ＝{ｘ}ꎬ则 Ｌ 上的 ｃｅ￣拓扑是 Ｔ１ 的ꎮ
定理 ６　 设 Ｌ 是相容连续偏序集ꎬ则∀Ｍ∈２Ｌꎬ ⇓(⇓Ｍ)＝ ⇓Ｍꎬ ⇑(⇑Ｍ)＝ ⇑Ｍꎮ
证明　 由命题 ２ 和定理 １(５)可以证得ꎮ
定理 ７　 设 Ｌ 是相容连续偏序集ꎬ Ｂ⊆Ｌꎬ则以下条件等价ꎬ
(１) Ｂ 是 Ｌ 的基ꎻ
(２) ∀ａ∈Ｌꎬ ⇑(⇑ａ∩Ｂ)＝ ⇑ａꎻ
(３) ∀Ｍ⊆Ｌꎬ ⇑(⇑Ｍ∩Ｂ)＝ ⇑Ｍꎻ
(４) 对于任意 ｃｅ￣闭集 Ｎꎬ ⇑(Ｎ∩Ｂ)＝ ⇑Ｎꎻ
(５) ∀Ｍ⊆Ｌꎬ ｃｌｃ(⇑Ｍ∩Ｂ)＝ ⇑Ｍꎻ
(６) ∀Ｕ∈σ(Ｌ)ꎬ ∀Ｒ∈ｃｅ(Ｌ)ꎬ若 Ｕ∩Ｒ≠⌀ꎬ则 Ｕ∩Ｒ∩Ｂ≠⌀ꎮ
证明　 (１)⇒(２)ꎮ 由定理 １(３)和(５)知ꎬ∀ａ∈Ｌꎬ ⇑(⇑ａ∩Ｂ)⊆⇑(⇑ａ)⊆⇑ａꎮ ∀ｘ∈⇑ａꎬ由命题 ４

知ꎬ∃ｂ∈Ｂꎬ使得 ａ≪ｂ≪ｘꎬ则 ｘ∈⇑(⇑ａ∩Ｂ)ꎬ从而⇑ａ⊆⇑(⇑ａ∩Ｂ)ꎬ综上可知ꎬ⇑(⇑ａ∩Ｂ)＝ ⇑ａꎮ
(２)⇒(３)ꎮ 设 Ｍ⊆Ｌꎬ由(２)和定理 １(２)可知ꎬ⇑(⇑Ｍ∩Ｂ)＝ ⇑(( ∪

ａ∈Ｍ
⇑ａ)∩Ｂ)＝ ⇑( ∪

ａ∈Ｍ
(⇑ａ∩Ｂ))＝

∪
ａ∈Ｍ

⇑(⇑ａ∩Ｂ)＝ ∪
ａ∈Ｍ

⇑ａ＝⇑Ｍꎮ

(３)⇒(４)ꎮ 由定理 ７(３)直接得到ꎮ
(４)⇒(５)ꎮ 设 Ｍ⊆Ｌꎬ由定理 ４(１)、定理 ２(４)和定理 ６ 及(４)知ꎬ

ｃｌｃ(⇑Ｍ∩Ｂ)＝ (⇑Ｍ∩Ｂ)∪⇑(⇑Ｍ∩Ｂ)＝ (⇑Ｍ∩Ｂ)∪⇑(⇑Ｍ)＝ (⇑Ｍ∩Ｂ)∪⇑Ｍ＝⇑Ｍ
(５)⇒(６)ꎮ ∀Ｕ∈σ(Ｌ)和∀Ｒ∈ｃｅ(Ｌ)ꎬ若 Ｕ∩Ｒ≠⌀ꎬ由命题 ５(２)知ꎬ⇑Ｕ ＝ Ｕꎬ则由(５)可得ꎬ

ｃｌｃ(Ｕ∩Ｂ)＝ ｃｌｃ(⇑Ｕ∩Ｂ)＝ ⇑Ｕ＝Ｕꎮ 若 ｘ∈Ｕ∩Ｒꎬ则 ｘ∈ｃｌｃ(Ｕ∩Ｂ)ꎬ从而 Ｕ∩Ｒ∩Ｂ≠⌀ꎮ
(６)⇒(１)ꎮ ∀ｘꎬｙ∈Ｌꎬ且 ｘ≪ｙꎬ由命题 ２ 知ꎬ存在 ｓꎬｔ∈Ｌꎬ使得 ｘ≪ｓ≪ｔ≪ｙꎬ从而 ｓ∈⇑ｘ∩({ ｔ}∪⇓ｔ)ꎮ

由命题 ５(１)知⇑ｘ∈σ(Ｌ)ꎬ又由于{ ｔ}∪⇓ｔ∈ｃｅ(Ｌ)ꎬ根据(６)可得ꎬ⇑ｘ∩({ ｔ}∪⇓ｔ)∩Ｂ≠⌀ꎬ则存在 ｂ∈
Ｂꎬ使得 ｘ≪ｂ≪ｙꎬ由命题 ４ 知ꎬＢ 是 Ｌ 的基ꎮ

３　 ｃρ￣拓扑

定义 １０　 设 Ｌ 是相容定向完备偏序集ꎬ称 ｃρ(Ｌ)＝ σ(Ｌ)∨ｃｅ(Ｌ)是 Ｌ 上的 ｃρ￣拓扑ꎮ
根据上述定义ꎬＬ 上的 ｃρ￣拓扑是以 ｃｅ 开集和 Ｓｃｏｔｔ 开集为子基生成的拓扑ꎮ
注 ２　 (１)例如ꎬＮ 是自然数集ꎬＮ 上的 ｃρ￣拓扑是以集族{(ｍꎬｎ) ｜ｍ<ｎꎬ ｍꎬｎ∈Ｎ}作为拓扑基所生成ꎮ
(２) 相容定向完备偏序集上的 Ｓｃｏｔｔ 开集是 ｃρ￣拓扑中的既开又闭集ꎮ
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由 ｃρ￣拓扑的定义以及 Ｓｃｏｔｔ 拓扑和 ｃｅ￣拓扑基的等价刻画ꎬ下面给出 ｃρ￣拓扑的一个基ꎮ
定理 ８　 设 Ｌ 是相容连续偏序集ꎬ则 Ｂ＝{⇑ｘ∩({ｙ}∪⇓ｙ) ｜ ｘꎬｙ∈Ｌ}是 Ｌ 上的 ｃρ￣拓扑的一个基ꎮ
证明　 由命题 ５ 知ꎬ{⇑ｘ ｜ ｘ∈Ｌ} 是 σ(Ｌ)拓扑基ꎬ由定理 ２(２)知ꎬ{{ｙ}∪⇓ｙ ｜ ｙ∈Ｌ}是 ｃｅ(Ｌ)的拓扑

基ꎬ所以{⇑ｘ ｜ ｘ∈Ｌ}∪{{ｙ}∪⇓ｙ ｜ ｙ∈Ｌ}是 ｃρ(Ｌ)的子基ꎮ 显然有 Ｂ ＝ {⇑ｘ∩({ ｙ}∪⇓ｙ) ｜ ｘꎬｙ∈Ｌ}⊆

ｃρ(Ｌ)ꎬ则∀ｘ∈Ｌꎬ Ｕ∈ｃρ(Ｌ) 且 ｘ∈Ｕꎬ存在有限个 ｘｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)和 ｙｊ( ｊ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ)使得 ｘ∈(∩
ｎ

ｉ＝１
⇑ｘｉ)∩

∩
ｍ

ｊ＝１
({ｙ} ｊ∪⇓ｙｊ)( ) ⊆Ｕꎬ所以 ｘｉ≪ｘ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ)ꎮ 从而有 ｚ∈Ｌꎬ使得 ｘｉ≪ｚ≪ｘꎬ故 ｘ∈⇑ｚ∩({ｘ}∪⇓ｘ)∈

Ｂꎮ 易证⇑ｚ∩({ｘ}∪⇓ｘ)⊆Ｕꎬ于是 Ｂ 是 ｃρ￣拓扑的一个基ꎮ
命题 ６　 设 Ｌ 是相容连续偏序集ꎬ则∀Ｕ∈σ(Ｌ)ꎬ Ｇ∈ｃｅ(Ｌ)ꎬ有↑(Ｕ∩Ｇ)∈σ(Ｌ)ꎮ
证明　 设 Ｕ∈σ(Ｌ)ꎬ Ｇ∈ｃｅ(Ｌ)ꎬ显然↑(Ｕ∩Ｇ)是上集ꎮ 设 Ｉ∈Ｉｃ(Ｌ) 且∨Ｉ∈↑(Ｕ∩Ｇ)ꎬ则存在 ｘ∈

Ｕ∩Ｇ使得 ｘ≤∨Ｉꎬ由命题 ５(２)知ꎬ存在 ｙ∈Ｕ 且 ｙ≪ｘꎬ则 ｙ∈Ｉ 且 ｙ∈⇓ｘ⊆⇓Ｇ⊆Ｇꎬ则 ｙ∈Ｕ∩Ｇꎬ于是 ｙ∈

↑(Ｕ∩Ｇ)∩Ｉꎬ由命题 ４(５)知ꎬ↑(Ｕ∩Ｇ)∈σ(Ｌ)ꎮ
由定理 ８ 和命题 ６ 可以得到相容连续偏序集上 ｃρ￣拓扑的一些基本性质ꎮ
定理 ９　 设 Ｌ 是相容连续偏序集ꎬ则以下均成立ꎬ
(１) 若上集 Ｕ∈ｃρ(Ｌ)ꎬ则 Ｕ∈σ(Ｌ)ꎻ
(２) 若 Ｖ∈ｃρ(Ｌ)ꎬ则↑Ｖ∈σ(Ｌ)ꎻ
(３) ∀ｘ∈Ｌꎬ若{ｘ}∈ｃρ(Ｌ)ꎬ则 ｘ∈Ｋｃ(Ｌ)ꎻ
(４) 若 Ｆ 是 ｃρ￣拓扑闭集ꎬ当 Ｉ∈Ｉｃ(Ｌ)且 Ｉ⊆Ｆ 时ꎬ ∨Ｉ∈Ｆꎮ
证明　 (１) 设上集 Ｕ∈ｃρ(Ｌ)ꎬ由定理 ８ 知ꎬ∀ｓ∈Ｕꎬ ∃ｘꎬｙ∈Ｌꎬ使得 ｓ∈↑ ⇑ｘ∩({ｙ}∪ ⇓ｙ)( ) ⊆

↑Ｕ＝Ｕꎬ根据命题 ６ 知↑ ⇑ｘ∩({ｙ}∪⇓ｙ)( ) ∈σ(Ｌ)ꎬ从而 Ｕ∈σ(Ｌ)ꎮ
(２) 设 Ｖ∈ｃρ(Ｌ)ꎬ∀ｓ∈↑Ｖꎬ存在 ｘ∈Ｖꎬ使得 ｘ≤ｓꎮ 由定理 ８ 知ꎬ存在 ｙꎬｚ∈Ｌꎬ使得 ｘ∈⇑ｙ∩({ ｚ}∪

⇓ｚ)⊆Ｖꎬ则 ｓ∈↑ｘ⊆↑ ⇑ｙ∩({ｚ}∪⇓ｚ)( ) ⊆↑Ｖꎬ从而↑Ｖ∈σ(Ｌ)ꎮ
(３) 设 ｘ∈Ｌ 且{ｘ}∈ｃρ(Ｌ)ꎬ由定理 ９(２)知↑ｘ∈σ(Ｌ)ꎬ根据≪关系和 Ｓｃｏｔｔ 开集的定义可以验证 ｘ≪

ｘꎬ即 ｘ∈Ｋｃ(Ｌ)ꎮ
(４) 设 Ｆ 是 ｃρ￣拓扑闭集且 Ｉ∈Ｉｃ(Ｌ)ꎬ Ｉ⊆Ｆꎮ 假设∨Ｉ∈Ｌ ＼Ｆꎬ根据定理 ８ 知ꎬ存在 ｘꎬｙ∈Ｌꎬ使得∨Ｉ∈

⇑ｘ∩({ｙ}∪⇓ｙ)⊆Ｌ ＼Ｆꎬ由命题 ２ 知存在 ｚ∈Ｌꎬ使得 ｘ≪ｚ≪∨Ｉꎬ从而 ｚ∈Ｉ∩Ｌ ＼Ｆꎬ这与 Ｉ⊆Ｆ 矛盾ꎬ故∨Ｉ∈
Ｆꎮ

定理 １０　 设 Ｌ 是相容连续偏序集ꎬＢ⊆Ｌꎬ则 Ｂ 是 Ｌ 的基当且仅当 Ｂ 是 ｃρ(Ｌ)的稠密集ꎮ
证明　 必要性ꎮ 由定理 ７ 和定理 ８ 知ꎬ当 Ｂ 是 Ｌ 的基时ꎬＢ 与 ｃρ(Ｌ)的任意非空基⇑ｓ∩({ ｔ}∪⇓ｔ)的

交非空ꎬ从而 Ｂ 是 ｃρ(Ｌ)的稠密集ꎮ
充分性ꎮ 设 Ｂ 是 ｃρ(Ｌ)的稠密集ꎬ∀ｘꎬｙ∈Ｌꎬ ｘ≪ｙꎬ则存在 ｓꎬｔ∈Ｌꎬ使得 ｘ≪ｓ≪ｔ≪ｙꎬ从而⇑ｓ∩({ ｔ}∪⇓

ｔ)≠⌀ꎬ故存在 ｂ∈Ｂꎬ使得 ｂ∈⇑ｓ∩({ ｔ}∪⇓ｔ)≠⌀ꎬ则 ｘ≪ｂ≪ｙꎬ所以 Ｂ 是 Ｌ 的基ꎮ
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