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半群 ＰＯｍ
(ｎ)的秩

苟昌胜ꎬ阮礼敏ꎬ赵平∗

(贵州师范大学数学科学学院ꎬ 贵州 贵阳 ５５００２５)

摘要:设 Ｐｎ 是 Ｘｎ ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}上的部分变换半群ꎬ对任意 １≤ｍ≤ｎꎬ令

ＰＯｍ
(ｎ)＝ {α∈Ｐｎ:Ｘｍ⊆ｄｏｍ(α)ꎬ α ｜ Ｘｍ∈Ｏｍ}ꎬ

则 ＰＯｍ
(ｎ)是 Ｐｎ 的子半群ꎮ 本文研究半群 ＰＯｍ

(ｎ)的秩ꎬ其中 １≤ｍ≤ｎ－１ꎮ 对于 ｎ≥３ꎬ证明

ｒａｎｋ ＰＯｍ
(ｎ)＝

２＋２ｍꎬ　 ｎ－ｍ＝ １ꎬ
３＋２ｍꎬ　 ｎ－ｍ＝ ２ꎬ
４＋２ｍꎬ　 ｎ－ｍ≥３ꎮ

{
关键词:部分变换半群ꎻ保序全变换半群ꎻ秩ꎻ生成集
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(ｎ)的秩[Ｊ] . 山东大学学报(理学版)ꎬ２０２５ꎬ６０(１１):２７￣３１.

Ｏｎ ｔｈｅ ｒａｎｋ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐ ＰＯｍ
(ｎ)

ＧＯＵ Ｃｈａｎｇｓｈｅｎｇꎬ ＲＵＡＮ Ｌｉｍｉｎꎬ ＺＨＡＯ Ｐｉｎｇ∗

(Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ Ｇｕｉｚｈｏｕ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｇｕｉｙａｎｇ ５５００２５ꎬ Ｇｕｉｚｈｏｕꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｌｅｔ Ｐｎ ｂｅ ａ ｐａｒｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐ ｏｎ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｓｅｔ Ｘｎ ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ} . Ｌｅｔ １≤ｍ≤ｎꎬ ａ ｓｕｂｓｅｍｉｇｒｏｕｐ ｏｆ Ｐｎ ｂｅ
ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ

ＰＯｍ
(ｎ)＝ {α∈Ｐｎ:Ｘｍ⊆ｄｏｍ(α)ꎬ α ｜ Ｘｍ∈Ｏｍ}ꎬ

Ｉｎ ｔｈｅ ｐａｐｅｒꎬ ｔｈｅ ｒａｎｋ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｂｓｅｍｉｇｒｏｕｐ ＰＯｍ
(ｎ) ｉｓ ｓｔｕｄｉｅｄꎬ ｗｈｅｒｅ １≤ｍ≤ｎ－１. Ｆｏｒ ｎ≥３ꎬ ｉｔ ｉｓ ｐｒｏｖｅｎ ｔｈａｔ

ｒａｎｋ ＰＯｍ
(ｎ)＝

２＋２ｍꎬ　 ｎ－ｍ＝ １ꎬ
３＋２ｍꎬ　 ｎ－ｍ＝ ２ꎬ
４＋２ｍꎬ　 ｎ－ｍ≥３.

{
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｐａｒｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐꎻ ｏｒｄｅｒ￣ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ ｆｕｌｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｓｅｍｉｇｒｏｕｐꎻ ｒａｎｋꎻ ｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ ｓｅｔ

０　 引言

设 Ｔｎ 和 Ｐｎ 分别是 Ｘｎ ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}上的全变换半群和部分变换半群ꎬ设 α∈Ｐｎꎬ ｉｍ(α)和 ｄｏｍ(α)分别

表示 α 的像和定义域ꎮ 若对任意 ｘꎬｙ∈ｄｏｍ(α)ꎬ有 ｘ≤ｙ⇒ｘα≤ｙαꎬ则称 α 是保序的ꎮ 设 Ｏｎ 和ＰＯｎ 分别为

Ｘｎ 上的所有保序全变换之集和所有保序部分变换之集ꎬ则 Ｏｎ 和ＰＯｎ 都是 Ｐｎ 的子半群ꎬ称 Ｏｎ 和ＰＯｎ 分别

为 Ｘｎ 上的保序全变换半群和保序部分变换半群ꎮ
对 １≤ｍ≤ｎ－１ꎬ设 Ｏｍ 是 Ｘｍ ＝{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ}上的保序全变换半群ꎬ令

Ｆｎꎬｍ ＝{α∈Ｔｎ:ｘα＝ ｘꎬ ｘ∈Ｘｍ}ꎬ
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则 Ｆｎꎬｍ是 Ｔｎ 的子半群ꎮ 设 α∈Ｐｎ且 Ｘｍ⊆ｄｏｍ(α)ꎬ α ｜ Ｘｍ
表示 α 在集合 Ｘｍ 下的限制ꎬ即 ｄｏｍ(α ｜ Ｘｍ

)＝ Ｘｍ 且

ｘα ｜ Ｘｍ
＝ ｘαꎬ令

Ｏｎꎬｍ ＝{α∈Ｏｎ:α ｜ Ｘｍ
∈Ｏｍ且 ｘα＝ ｘꎬ ｘ∈Ｘｎ ＼Ｘｍ}ꎬ

则 Ｏｎꎬｍ是 Ｏｎ 的子半群且 Ｏｎꎬｍ≅Ｏｍꎮ
有限半群 Ｓ 的秩定义为

ｒａｎｋ Ｓ＝ｍｉｎ{ ｜Ａ ｜ :Ａ⊆Ｓꎬ ‹Ａ› ＝Ｓ}ꎮ
半群理论中ꎬ秩的相关研究一直是热点之一[１]ꎮ 众所周知ꎬ当 ｎ≥３ꎬ全变换半群 Ｔｎ 的秩为 ３ꎬ部分变换

半群 Ｐｎ 的秩为 ４ꎮ Ｈｏｗｉｅ[２]研究了有限全变换半群中的幂等元生成集ꎬＧｏｍｅｓ 等[３] 研究半群 Ｏｎ 和ＰＯｎ 的

秩ꎬＨｏｎｙａｍ 等[４]刻画半群 Ｆｎꎬｍ的格林关系和理想ꎬ给出它的生成集及秩ꎬＧａｒｂａ[５] 研究保序变换半群的某些

理想的秩和幂等元秩ꎬＺｈａｏ 等[６]研究各种变换幺半群的理想的秩ꎬＫｏｒｋｍａｚ 等[７] 研究保序且降序变换半群

的幂零子半群的秩ꎬＡｙｉｋ 等[８]研究广义变换半群 ＧＴ (ＸꎬＹ)的秩ꎬ张建国等[９]研究半群 ＤｋＰｎ 的秩和平方幂

等元秩ꎮ 本文考虑半群

ＰＦ　 ｎꎬｍ ＝{α∈Ｐｎ:Ｘｍ⊆ｄｏｍ(α)ꎬ ｘα＝ ｘꎬ ｘ∈Ｘｍ}ꎬ ＰＯｍ
(ｎ)＝ {α∈Ｐｎ:Ｘｍ⊆ｄｏｍ(α)ꎬ α ｜ Ｘｍ

∈Ｏｍ}ꎬ

对 １≤ｍ≤ｎ－１ꎬ得到ＰＦ　 ｎꎬｍ和 ＰＯｍ
(ｎ)的秩ꎮ

１　 主要结论及证明

记 δｊ 为 Ｘｎ ＼{ ｊ} 上的恒等变换ꎬ其中 １≤ｊ≤ｎꎮ 设 ｉꎬ ｊ∈Ｘｎ ＼Ｘｍꎬ( ｉ　 ｊ)是 Ｘｎ 上的对换ꎬ即

ｘ( ｉ　 ｊ)＝
ｊꎬ　 ｘ＝ ｉꎬ
ｉꎬ　 ｘ＝ ｊꎬ
ｘꎬ　 ｘ∈Ｘｎ ＼{ ｉꎬｊ}ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 显然( ｉ　 ｊ)∈Ｆｎꎬｍꎮ

引理 １　 设 １≤ｍ≤ｎ－１ꎬ则ＰＦ　 ｎꎬｍ ＝‹δｍ＋１∪Ｆｎꎬｍ›ꎮ

证明　 任意取 α∈ＰＦ　 ｎꎬｍꎬ若 ｄｏｍ(α)＝ Ｘｎꎬ则 α∈Ｆｎꎬｍꎮ 若 ｄｏｍ(α)≠Ｘｎꎬ不妨设 Ｘｎ ＼ｄｏｍ(α)＝ { ｓ１ꎬｓ２ꎬ
􀆺ꎬｓｔ}ꎬ令

ｉβ＝
ｉαꎬ　 　 ｉ∈ｄｏｍ(α)ꎬ
ｍ＋１ꎬ ｉ∈Ｘｎ ＼ｄｏｍ(α)ꎬ{

则 β∈Ｆｎꎬｍ且 α＝ δｓ１δｓ２􀆺 δｓｔ βꎮ 若 ｓｉ≠ｍ＋１ꎬ则易验证

δｓｉ ＝(ｍ＋１　 ｓｉ)δｍ＋１(ｍ＋１　 ｓｉ)∈Ｆｎꎬｍδｍ＋１Ｆｎꎬｍ⊆‹δｍ＋１∪Ｆｎꎬｍ›ꎬ

从而 α＝ δｓ１δｓ２􀆺 δｓｔ β∈‹ δｍ＋１∪Ｆｎꎬｍ›ꎮ 再由 α 的任意性可知ꎬ ＰＦ　 ｎꎬｍ⊆‹ δｍ＋１∪Ｆｎꎬｍ›ꎮ 注意到 δｍ＋１ꎬＦｎꎬｍ⊆

ＰＦｎꎬｍꎬ则‹δｍ＋１∪Ｆｎꎬｍ›⊆ＰＦｎꎬｍꎬ因此ꎬＰＦ　 ｎꎬｍ ＝‹δｍ＋１∪Ｆｎꎬｍ›ꎮ

引理 ２　 设 １≤ｍ≤ｎ－１ꎬ Ｇ 是ＰＦ　ｎꎬｍ的生成集ꎬ则 Ｇ∩(ＰＦ　 ｎꎬｍ ＼Ｆｎꎬｍ)≠⌀ꎮ

证明　 假设 Ｇ∩(ＰＦ　ｎꎬｍ ＼Ｆｎꎬｍ)＝ ⌀ꎬ则 Ｇ⊆Ｆｎꎬｍꎬ从而‹Ｇ›⊆Ｆｎꎬｍ⊂ＰＦ　 ｎꎬｍꎬ矛盾ꎮ
设 １≤ｍ≤ｎ－１ꎬ对 ｍ≤ｓ≤ｎꎬ令

Ｊｓ ＝{α∈ＰＦ　 ｎꎬｍ: ｜ ｉｍ(α) ｜ ＝ ｓ}ꎬ ＪＴ
ｓ ＝{α∈Ｆｎꎬｍ: ｜ ｉｍ(α) ｜ ＝ ｓ}ꎬ

则 ＪＴ
ｓ⊆Ｊｓꎮ 对任意 α∈Ｐｎꎬ ｉα－１表示 α 的原像集{ｘ∈ｄｏｍ(α):ｘα＝ ｉ}ꎬ其中 ｉ∈ｉｍ(α)ꎮ 对 １≤ｉ≤ｍꎬ定义

Ｄｉ ＝{α∈ＪＴ
ｎ－１: ｜ ｉα

－１ ｜ ＝ ２}
且

Ｄ＝{α∈ＪＴ
ｎ－１: ｜ ｉα

－１ ｜ ＝ １ꎬ １≤ｉ≤ｍ}ꎮ
显然 ＪＴ

ｎ－１ ＝Ｄ１∪Ｄ２∪􀆺∪Ｄｍ∪Ｄꎮ

引理 ３　 设 １≤ｍ≤ｎ－１ꎬ若 Ｇ 是ＰＦ　 ｎꎬｍ的生成集ꎬ则 Ｇ∩Ｄｉ≠⌀ꎬ其中 １≤ｉ≤ｍꎮ
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证明　 假设存在 １≤ｉ≤ｍꎬ使得 Ｇ∩Ｄｉ ＝⌀ꎮ 取定 α∈Ｄｉꎬ则由 Ｇ 是ＰＦ　 ｎꎬｍ的生成集可知ꎬ存在 ｇ１ꎬｇ２ꎬ􀆺ꎬ
ｇｔ∈Ｇ ＼Ｄｉꎬ使得 α ＝ ｇ１ｇ２􀆺ｇｔꎮ 由 α∈Ｊｎ－１易知ꎬｇ１ꎬｇ２ꎬ􀆺ꎬｇｔ∈Ｊｎ－１∪Ｊｎ(否则ꎬ ｜ ｉｍ(α) ｜ ＝ ｜ ｉｍ(ｇ１ｇ２􀆺ｇｔ) ｜ ≤
ｎ－２ꎬ矛盾)ꎬ于是 ｇ１ꎬｇ２ꎬ􀆺ꎬｇｔ∈[Ｇ∩(Ｊｎ－１∪Ｊｎ)] ＼Ｄｉꎬ从而 ｉｇ－１

ｋ ＝ { ｉ}ꎬ其中 １≤ｋ≤ｔꎮ 进而ꎬｉｇ－１
ｔ ｇ－１

ｔ－１􀆺ｇ－１
１ ＝

ｉｇ－１
１ ＝{ ｉ}ꎮ 再由 α∈Ｄｉ可知ꎬ ｜ ｉα－１ ｜ ＝ ２ꎬ从而 ２＝ ｜ ｉα－１ ｜ ＝ ｜ ｉ(ｇ１ｇ２􀆺ｇｔ)

－１ ｜ ＝ ｜ ｉｇ－１
ｔ ｇ－１

ｔ－１􀆺ｇ－１
１ ｜ ＝ ｜ { ｉ} ｜ ＝ １ꎬ矛盾ꎮ

令 Ｊ∗
ｎ－１ ＝{α∈Ｊｎ－１: ｜ ｄｏｍ(α) ｜ ＝ｎ－１}ꎬ则 Ｊｎ－１ ＝ ＪＴ

ｎ－１∪Ｊ∗
ｎ－１ꎮ

引理 ４　 设 １≤ｍ≤ｎ－２ꎬ若 Ｇ 是ＰＦ　 ｎꎬｍ的生成集ꎬ则 Ｇ∩Ｄ≠⌀ꎮ

证明　 假设 Ｇ∩Ｄ＝⌀ꎮ 取定 α∈Ｄꎬ则由 Ｇ 是ＰＦ　 ｎꎬｍ的生成集可知ꎬ存在 ｇ１ꎬｇ２ꎬ􀆺ꎬｇｔ∈Ｇ ＼Ｄꎬ使得 α ＝
ｇ１ｇ２􀆺ｇｔꎮ 由 α∈Ｊｎ－１易知ꎬｇ１ꎬｇ２ꎬ􀆺ꎬｇｔ∈Ｊｎ－１∪Ｊｎ(否则ꎬ ｜ ｉｍ(α) ｜ ＝ ｜ ｉｍ(ｇ１ｇ２􀆺ｇｍ) ｜≤ｎ－２ꎬ矛盾)ꎬ从而 ｇ１ꎬ
ｇ２ꎬ􀆺ꎬｇｔ∈[Ｇ∩(Ｊｎ－１∪Ｊｎ)] ＼Ｄꎮ 再由 α∉Ｊｎ可知ꎬ存在 ｒ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｔ}ꎬ使得 ｇｒ∉Ｊｎꎮ 令 ｓ ＝ｍｉｎ{ｋ:ｇｋ∉Ｊｎ}ꎬ
则ｇｓ∈(Ｇ∩Ｊｎ－１) ＼Ｄꎮ 注意到

Ｊｎ－１ ＼Ｄ＝(ＪＴ
ｎ－１ ＼Ｄ)∪Ｊ∗

ｎ－１ ＝Ｄ１∪Ｄ２􀆺∪Ｄｍ∪Ｊ∗
ｎ－１ꎬ

以下分 ２ 种情形讨论:
情形 １　 ｇｓ∈Ｇ∩(Ｄ１∪Ｄ２∪􀆺∪Ｄｍ)ꎬ显然存在 ｉ∈{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ}ꎬ使得ｇｓ∈Ｄｉꎬ则 ｜ ｉｇ－１

ｓ ｜ ＝ ２ꎮ
情形 １.１　 ｓ＝１ꎮ 由 α∈Ｄ 及 ｉｇ２ｇ３􀆺ｇｔ ＝ ｉꎬ可得

１＝ ｜ ｉα－１ ｜ ＝ ｜ ｉ(ｇ－１
ｔ ｇ－１

ｔ－１􀆺ｇ－１
２ ｇ－１

１ ) ｜ ＝ ｜ (ｉｇ－１
ｔ ｇ－１

ｔ－１􀆺ｇ－１
２ )ｇ－１

１ ) ｜≥｜ ｉｇ－１
１ ｜ ＝ ｜ ｉｇ－１

ｓ ｜ ＝ ２ꎬ
矛盾ꎮ

情形 １.２　 ２≤ｓ< ｔꎮ 由 ｓ 定义可知ꎬｇ１ꎬｇ２ꎬ􀆺ꎬｇｓ－１∈Ｊｎꎬ则 ｜ ｉｇ－１
ｓ ｇ－１

ｓ－１􀆺 ｇ－１
１ ｜ ＝ ｜ ｉｇ－１

ｓ ｜ ＝ ２ꎮ 再由 α∈Ｄ 及

ｉｇｓ＋１ｇｓ＋２􀆺ｇｔ ＝ ｉꎬ可得

１＝ ｜ ｉα－１ ｜ ＝ ｜ ｉｇ－１
ｔ ｇ－１

ｔ－１􀆺ｇ－１
ｓ＋１ｇ

－１
ｓ 􀆺ｇ－１

１ ｜≥ ｜ ｉｇ－１
ｓ ｇ－１

ｓ－１􀆺ｇ－１
１ ｜ ＝ ｜ ｉｇ－１

ｓ ｜ ＝ ２ꎬ
矛盾ꎮ

情形 １.３　 ｓ＝ ｔꎮ 由 ｓ 定义可知ꎬｇ１ꎬｇ２ꎬ􀆺ꎬｇｔ－１∈Ｊｎꎬ则 ｜ ｉｇ－１
ｔ ｇ－１

ｔ－１􀆺ｇ－１
１ ｜ ＝ ｜ ｉｇ－１

ｓ ｜ ＝ ２ꎮ 再由 α∈Ｄ 可得ꎬ１ ＝
｜ ｉα－１ ｜ ＝ ｜ ｉ(ｇ１ｇ２􀆺ｇｔ)

－１ ｜ ＝ ｜ ｉｇ－１
ｓ ｜ ＝ ２ꎬ矛盾ꎮ

情形 ２　 ｇｓ∈Ｇ∩Ｊ∗
ｎ－１ꎮ 显然存在 ｉ∈{ｍ＋１ꎬｍ＋２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ使得 ｉ∉ｄｏｍ(ｇｓ)ꎮ 由 α∈Ｄ 可知ꎬｄｏｍ(α)＝ Ｘｎꎬ

从而由 α＝ｇ１ｇ２􀆺ｇｔ 可知ꎬ２≤ｓ≤ｔꎮ 再由 ｇ１ꎬｇ２ꎬ􀆺ꎬｇｓ－１∈Ｊｎ可知ꎬ 存在 ｊ∈{ｍ＋１ꎬｍ＋２ꎬ􀆺ꎬｎ}ꎬ使得 ｊｇ１ｇ２􀆺
ｇｓ－１ ＝ ｉꎬ于是 ｊα＝ ｊｇ１ｇ２􀆺ｇｓ－１ｇｓ􀆺ｇｔ ＝ ｉｇｓｇｓ＋１􀆺ｇｔꎬ矛盾ꎮ

记 Ｘｎ－ｍ ＝Ｘｎ ＼Ｘｍꎬ设 Ｔｎ－ｍ和 Ｓｎ－ｍ分别是 Ｘｎ－ｍ上的全变换半群和置换群ꎬ则 Ｊｎ≅Ｓｎ－ｍꎮ
引理 ５[４] 　 设 ｎ≥３ 且 １≤ｍ≤ｎ－１ꎬ则

ｒａｎｋ Ｆｎꎬｍ ＝ ｒａｎｋ Ｔｎ－ｍ＋ｍ＝
１＋ｍꎬ　 ｎ－ｍ＝ １ꎬ
２＋ｍꎬ　 ｎ－ｍ＝ ２ꎬ
３＋ｍꎬ　 ｎ－ｍ≥３ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

定理 １　 设 ｎ≥３ 且 １≤ｍ≤ｎ－１ꎬ则

ＰＦ　 ｎꎬｍ ＝
２＋ｍꎬ　 ｎ－ｍ＝ １ꎬ
３＋ｍꎬ　 ｎ－ｍ＝ ２ꎬ
４＋ｍꎬ　 ｎ－ｍ≥３ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

证明　 注意到 Ｊｎ≅Ｓｎ－ｍꎮ 令 Ｇ 是ＰＦ　 ｎꎬｍ的任意生成集ꎬ易得‹Ｇ∩Ｊｎ› ＝ Ｊｎꎬ于是 ｜Ｇ ｜ ≥ｒａｎｋ Ｊｎꎬ从而由 Ｇ
的任意性可得

ｒａｎｋ ＰＦ　 ｎꎬｍ≥ｒａｎｋ Ｊｎ ＝ ｒａｎｋ Ｓｎ－ｍꎮ

由引理 ２、３ 可知ꎬＧ 至少包含(ＰＦ　 ｎꎬｍ ＼Ｆｎꎬｍ)ꎬ Ｄ１ꎬＤ２ꎬ􀆺ꎬＤｍ 中的一个元ꎬ从而

ｒａｎｋ ＰＦ　 ｎꎬｍ≥ｒａｎｋ Ｓｎ－ｍ＋ｍ＋１ꎮ
以下分 ２ 种情形讨论:
情形 １　 ｎ－ｍ＝ １ꎮ 显然 ｒａｎｋ Ｓｎ－ｍ ＝ ｒａｎｋ Ｓ１ ＝ ｒａｎｋ Ｔ１ ＝ ｒａｎｋ Ｔｎ－ｍꎬ从而

ｒａｎｋ ＰＦ　 ｎꎬｍ≥ｒａｎｋ Ｓｎ－ｍ＋ｍ＋１＝ ｒａｎｋ Ｔｎ－ｍ＋ｍ＋１ꎮ
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情形 ２　 １≤ｍ≤ｎ－２ꎮ 注意到 ｒａｎｋ Ｔｎ－ｍ ＝ ｒａｎｋ Ｓｎ－ｍ＋１(见文献[６])ꎮ 由引理 ４ 可知ꎬＧ∩Ｄ≠⌀ꎬ从而

ｒａｎｋ ＰＦ　 ｎꎬｍ≥ｒａｎｋ Ｓｎ－ｍ＋ｍ＋２＝ ｒａｎｋ Ｔｎ－ｍ＋ｍ＋１ꎮ

综上所述ꎬｒａｎｋ ＰＦ　 ｎꎬｍ≥ｒａｎｋ Ｔｎ－ｍ＋ｍ＋１ꎮ

由引理 １ 可知ꎬＰＦ　 ｎꎬｍ ＝‹δｍ＋１∪Ｆｎꎬｍ›ꎬ从而由引理 ５ 可得

ｒａｎｋ ＰＦ　 ｎꎬｍ≤ｒａｎｋ Ｆｎꎬｍ＋１＝ ｒａｎｋ Ｔｎ－ｍ＋ｍ＋１ꎮ
因此

ｒａｎｋ ＰＦ　 ｎꎬｍ ＝ ｒａｎｋ Ｔｎ－ｍ＋ｍ＋１＝
２＋ｍꎬ　 ｎ－ｍ＝ １ꎬ
３＋ｍꎬ　 ｎ－ｍ＝ ２ꎬ
４＋ｍꎬ　 ｎ－ｍ≥３ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

设 １≤ｍ≤ｎ－１ 且 α∈ＰＯｍ
(ｎ)ꎬ令

ｉβα ＝
ｉαꎬ　 ｉα∈Ｘｍꎬ

ｉꎬ ｉ∈Ｘｎ－ｍꎬ
{

ｉλα ＝
ｉαꎬ　 ｉ∈Ｘｎ－ｍ且 ｉα∈Ｘｍꎬ
ｉꎬ 其他ꎬ{

ｉγα ＝
ｉαꎬ　 ｉα∈Ｘｎ－ｍꎬ

ｉꎬ ｉα∈Ｘｍ或 ｉ∉ｄｏｍ(α)ꎬ{
显然βα∈Ｏｎꎬｍ且 λαꎬγα∈ＰＦ　 ｎꎬｍꎮ 设 Ａ 是 Ｘｎ 的非空子集ꎬ１Ａ 表示 Ａ 上的恒等变换ꎬ注意到

βα ｜ Ｘｍ
＝α ｜ Ｘｍ

ꎬ　 βα ｜ Ｘｎ－ｍ
＝ １Ｘｎ－ｍ

且 λα ｜ Ｘｍ
＝γα ｜ Ｘｍ

＝ １Ｘｍ
ꎮ

引理 ６　 设 １≤ｍ≤ｎ－１ 且 α∈ＰＯｍ
(ｎ)ꎬ则 α＝ １ｄｏｍ(α)βαλαγαꎮ

证明　 任意取 ｉ∈ｄｏｍ(α)ꎬ若 ｉ∈Ｘｍꎬ则 ｉα∈Ｘｍꎬ于是( ｉα)α∈Ｘｍꎬ从而由 βαꎬλα 及 γα 的定义可得

ｉ１ｄｏｍ(α)βαλαγα ＝ ｉβαλαγα ＝( ｉα)λαγα ＝( ｉα)γα ＝ ｉαꎮ
若 ｉ∈Ｘｎ－ｍꎬ则由 βα 的定义可得ꎬｉβα ＝ ｉꎮ (Ⅰ) 若 ｉα∈Ｘｍꎬ则( ｉα)α∈Ｘｍꎬ从而由 βαꎬ λα 及 γα 的定义可得

ｉ１ｄｏｍ(α)βαλαγα ＝ ｉβαλαγα ＝( ｉλα)γα ＝( ｉα)γα ＝ ｉαꎮ
(Ⅱ) 若 ｉα∉Ｘｍꎬ则由 βαꎬλα 及 γα 的定义可得

ｉ１ｄｏｍ(α)βαλαγα ＝ ｉβαλαγα ＝( ｉλα)γα ＝ ｉγα ＝ ｉαꎮ
综上所述ꎬα＝ １ｄｏｍ(α)βαγαλαꎮ

引理 ７　 设 １≤ｍ≤ｎ－１ꎬ则 ＰＯｍ
(ｎ)＝ ‹Ｏｎꎬｍ∪ＰＦ　 ｎꎬｍ›ꎮ

证明　 任意取 α∈ＰＯｍ
(ｎ)ꎬ则由引理 ６ꎬ可得

α＝ １ｄｏｍ(α)βαγαλα∈ＰＦ　 ｎꎬｍ􀅰Ｏｎꎬｍ􀅰ＰＦ　 ｎꎬｍ􀅰ＰＦ　ｎꎬｍ⊆‹Ｏｎꎬｍ∪ＰＦ　 ｎꎬｍ›ꎮ

再由 α 的任意性ꎬ可知 ＰＯｍ
(ｎ)⊆‹Ｏｎꎬｍ∪ＰＦ　 ｎꎬｍ›ꎮ 显然‹Ｏｎꎬｍ∪ＰＦ　 ｎꎬｍ›⊆ＰＯｍ

(ｎ)ꎮ 因此ꎬＰＯｍ
(ｎ)＝ ‹Ｏｎꎬｍ∪

ＰＦｎꎬｍ›ꎮ
引理 ８[３] 　 设 ｎ≥２ꎬ则 ｒａｎｋ Ｏｎ ＝ｎ＋１ꎮ

由 ＯｎꎬｍꎬＰＦ　 ｎꎬｍ定义可知ꎬＯｎꎬｍ ＼{１Ｘｎ
}∩ＰＦ　 ｎꎬｍ ＼{１Ｘｎ

} ＝⌀ꎮ

引理 ９　 设 １≤ｍ≤ｎ－１ꎬ ＭꎬＮ 分别为 Ｏｎꎬｍꎬ ＰＦ　 ｎꎬｍ的最小生成集且 Ｈ＝(Ｍ∪Ｎ) ＼{１Ｘｎ
}ꎬ则 Ｈ 是ＰＯｍ

(ｎ)
的最小生成集ꎮ

证明　 注意到１Ｘｎ
∈ＰＦ　 ｎꎬｍ ＝‹Ｎ›ꎬ则由引理 ７ꎬ可得 ＰＯｍ

(ｎ)＝ ‹Ｍ∪Ｎ› ＝‹(Ｍ∪Ｎ) ＼{１Ｘｎ
}› ＝ ‹Ｈ›ꎮ 下证

Ｈ 是最小生成集ꎮ 假设存在 ｓ∈Ｈꎬ使得 ＰＯｍ
(ｎ)＝ ‹Ｈ ＼{ｓ}›ꎬ于是存在 ｓ１ꎬｓ２ꎬ􀆺ꎬｓｔ∈Ｈ ＼ { ｓ} 且 ｓ＝ ｓ１ｓ２􀆺ｓｔꎬ从

而 ｓ ｜ Ｘｍ
＝(ｓ１ｓ２􀆺ｓｔ) ｜ Ｘｍ

＝ ｓ１ ｜ Ｘｍ
ｓ２ ｜ Ｘｍ

􀆺ｓｔ ｜ Ｘｍ
ꎮ 以下分 ２ 种情形讨论:

情形 １　 ｓ∈(Ｍ ＼{１Ｘｎ
})ꎮ 若 ｓ１ꎬｓ２ꎬ􀆺ꎬｓｔ∈Ｍ ＼{１Ｘｎ

}ꎬ则‹Ｍ ＼ ‹１Ｘｎ
›› ＝ ‹Ｍ ＼ ‹１Ｘｎ

∪ｓ››ꎬ矛盾ꎮ 若存在 ｊ∈

{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｔ}ꎬ使得 ｓｊ∈Ｎ 且 ｓｊ ｜ Ｘｍ
＝ １ ｜ Ｘｍ

ꎬ则
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ｓ ｜ Ｘｍ
＝ ｓ１ ｜ Ｘｍ

ｓ２ ｜ Ｘｍ
􀆺ｓｔ ｜ Ｘｍ

＝ ｓ１ ｜ Ｘｍ
ｓ２ ｜ Ｘｍ

􀆺ｓｊ－１ ｜ Ｘｍ
ｓｊ＋１ ｜ Ｘｍ

􀆺ｓｔ ｜ Ｘｍ
ꎮ

从而存在 Ｇ＝{ｇｉ:ｓｇｉ∈{ｓ１ꎬｓ２ꎬ􀆺ꎬｓｔ} ＼Ｎ⊆Ｍ ＼ {１Ｘｎ
}}ꎬ使得 ｓ ｜ Ｘｍ

＝ ｓｇ１ ｜ Ｘｍ
ｓｇ２ ｜ Ｘｍ

􀆺 ｓｇｒ ｜ Ｘｍ
ꎬ其中 ｒ ＝ ｜ Ｇ ｜ ꎮ 再由

ｓ ｜ Ｘｎ－ｍ
＝ ｓｇ１ ｜ Ｘｎ－ｍ

＝ ｓｇ２ ｜ Ｘｎ－ｍ
＝􀆺＝ ｓｇｒ ｜ Ｘｎ－ｍ

＝ １ ｜ Ｘｎ－ｍ
ꎬ则 ｓ＝ ｓｇ１ｓｇ２􀆺ｓｇｒꎮ 因此ꎬ‹Ｍ ＼‹１Ｘｎ

›› ＝‹Ｍ ＼‹１Ｘｎ
∪ｓ››ꎬ矛盾ꎮ

情形 ２　 ｓ∈(Ｎ ＼{１Ｘｎ
})ꎮ 若 ｓ１ꎬｓ２ꎬ􀆺ꎬｓｔ∈Ｎ ＼{１Ｘｎ

}ꎬ则‹Ｎ ＼‹１Ｘｎ
›› ＝‹Ｎ ＼‹１Ｘｎ

∪ｓ››ꎬ矛盾ꎮ 若存在 ｉ∈{１ꎬ
２ꎬ􀆺ꎬｔ}ꎬ使得ｓｉ∈(Ｍ ＼{１Ｘｎ})ꎬ则 ｜ ｉｍ(ｓｉ ｜ Ｘｍ) ｜ <ｍꎮ 再由 ｓ∈(Ｎ ＼{１Ｘｎ})可得ꎬ ｍ＝ ｜ ｉｍ(ｓ ｜ Ｘｍ) ｜ ＝ ｜ ｉｍ(ｓ１ ｜ Ｘｍｓ２ ｜ Ｘｍ􀆺
ｓｉ ｜ Ｘｍ

􀆺ｓｔ ｜ Ｘｍ
) ｜≤ ｜ ｉｍ(ｓｉ ｜ Ｘｍ

) ｜ <ｍꎬ矛盾ꎮ
因此ꎬＨ＝(Ｍ∪Ｎ) ＼{１Ｘｎ

}是 ＰＯｍ
(ｎ) 的最小生成集ꎮ

定理 ２　 设 ｎ≥３ 且 １≤ｍ≤ｎ－１ꎬ则

ｒａｎｋ ＰＯｍ
(ｎ)＝

２＋２ｍꎬ　 ｎ－ｍ＝ １ꎬ
３＋２ｍꎬ　 ｎ－ｍ＝ ２ꎬ
４＋２ｍꎬ　 ｎ－ｍ≥３ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï

证明　 注意 Ｏｎꎬｍ≅Ｏｍ 及引理 ８ 可得ꎬｒａｎｋ Ｏｎꎬｍ ＝ ｒａｎｋ Ｏｍ ＝ｍ＋１ꎬ 于是由引理 ９ 可知ꎬ

ｒａｎｋ ＰＯｍ
(ｎ)＝ ｒａｎｋ Ｏｎꎬｍ＋ｒａｎｋ ＰＦ　 ｎꎬｍ－１＝ｍ＋ｒａｎｋ ＰＦ　 ｎꎬｍꎬ

从而由定理 １ 可得

ｒａｎｋ ＰＯｍ
(ｎ)＝ ｍ＋ｒａｎｋ ＰＦ　 ｎꎬｍ ＝

２＋２ｍꎬ　 ｎ－ｍ＝ １ꎬ
３＋２ｍꎬ　 ｎ－ｍ＝ ２ꎬ
４＋２ｍꎬ　 ｎ－ｍ≥３ꎮ

ì

î

í

ïï

ïï
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