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联图 Ｃｍ ∨Ｃｎ 的邻和可区别边染色

白羽ꎬ强会英∗ꎬ何静
(兰州交通大学数理学院ꎬ 甘肃 兰州 ７３００７０)

摘要:图 Ｇ 的邻和可区别 ｋ￣边染色是指图 Ｇ 的一个正常边染色中ꎬ 满足相邻顶点关联边的色数之和不相等ꎮ 图 Ｇ 的一个邻

和可区别 ｋ￣边染色所用到的最小颜色数 ｋ 称为图 Ｇ 的邻和可区别边色数ꎮ 本文研究了联图 Ｃｍ∨Ｃｎ 的邻和可区别边染色问

题ꎬ 得到了联图 Ｃｍ∨Ｃｎ(ｎ≠ｍ)的邻和可区别边色数及 Ｃｎ∨Ｃｎ 的邻和可区别边色数的上界ꎬ 并将该结果推广到一般图的联图ꎮ
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１　 引言和预备知识

图染色问题是图论中重要的研究内容ꎬ来源于著名的“四色问题”ꎬ应用范围十分广泛ꎮ 张忠辅等[１] 提

出了图的邻点可区别边染色的概念ꎬ并得到了路、圈、完全图等简单图的邻点可区别边色数ꎮ Ｆｌａｎｄｒｉｎ 等[２]

提出图的邻和可区别边染色的概念ꎬ并得到了一些特殊图的邻和可区别边色数ꎮ 图 Ｇ 的一个 ｋ￣正常边染

图 １　 Ｇ∨Ｈ
Ｆｉｇ.１　 Ｇ∨Ｈ

色ꎬ是图 Ｇ 的一个映射 φ:Ｅ(Ｇ)→{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｋ}ꎬ且对∀ｕｗꎬｖｗ∈Ｅ(Ｇ)ꎬ都有

φ(ｕｗ)≠φ(ｖｗ)ꎮ 若同时满足对∀ｕｖ∈Ｅ(Ｇ) ꎬ有 Ｓ( ｕ)≠Ｓ( ｖ) ꎬ其中 Ｓ( ｕ) ＝

∑
ｕｖ∈Ｅ(Ｇ)

φ(ｕｖ)ꎬ则称 φ 为图 Ｇ 的邻和可区别 ｋ￣边染色ꎮ 染色中用到的最小颜色数

ｋ 称为 Ｇ 的邻和可区别边色数ꎬ记为 χ′Σ(Ｇ)ꎮ 文献[３￣１０]研究了一些图的和可区

别边(全)染色问题ꎮ
Ｇ 和 Ｈ 为点边互不相交的连通的简单图ꎬ图 Ｇ 和 Ｈ 的联图记为 Ｇ∨Ｈꎬ如图 １ꎬ

Ｅ(Ｇ)ꎬＥ(Ｈ)在图中并未表示ꎮ 联图中 Ｖ(Ｇ∨Ｈ)＝ Ｖ(Ｇ)∪Ｖ(Ｈ)ꎬ Ｅ(Ｇ∨Ｈ)＝
Ｅ(Ｇ)∪Ｅ(Ｈ)∪{ｕｖ ｜ ｕ∈Ｖ(Ｇ)ꎬ ｖ∈Ｖ(Ｈ)}ꎮ 本文研究了联图 Ｃｍ∨Ｃｎ 的邻和可
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区别边染色问题ꎬ并得到了相应的邻和可区别边色数ꎮ 田双亮等[６] 研究并得到了结论 ｎ ＝ｍ≥３ 时ꎬＰｍ∨Ｐｎ

的邻和可区别边色数不超过 ｎ＋４ꎬ本文对该定理作了部分优化ꎬ证明了当 ３≤ｎ ＝ｍ≤６ 时ꎬ χ′Σ(Ｐｍ∨Ｐｎ)＝ ｎ＋３ꎬ
并讨论了联图 Ｃｍ∨Ｃｎ 的邻和可区别边染色问题ꎬ得到了相应的邻和可区别边色数ꎮ
　 　 文中出现的 Ｖ(Ｇ)ꎬＥ(Ｇ)分别是图 Ｇ 的点集ꎬ边集ꎬφ(Ｇ)表示边染色的一个关联函数ꎬｄ(ｕ)表示点 ｕ
的度ꎬｄ(ｕꎬｖ)表示 ｕꎬｖ 两点之间的距离ꎬＣ(ｕ)表示点 ｕ 的色集合ꎬＳ(ｕ)表示与点 ｕ 关联的边的颜色之和ꎬ
􀭺Ｃ(ｕ)表示点 ｕ 的缺色集合ꎬ􀭵Ｓ(ｕ)表示点 ｕ 所缺颜色数之和ꎬ即缺色集合中所有元素之和ꎬ{Ｓ(ｕ１)ꎬＳ(ｕ２)ꎬ
􀆺ꎬＳ(ｕｎ)}→{ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａｎ}表示点 ｕｉ 的色数和序列ꎬ其中 Ｓ(ｕｉ)与 ａｉ 一一对应ꎮ

猜想 １[２] 　 若 Ｇ 是阶至少为 ３ 的连通图ꎬ且 Ｇ≠Ｃ５ꎬ则 χ′Σ(Ｇ)≤Δ(Ｇ)＋２ꎮ

引理 １[２] 　 对 ｎ 阶完全图 Ｋｎ(ｎ≥３)ꎬ有 χ′Σ(Ｋｎ)＝
ｎꎬ　 　 ｎ 为奇数ꎻ
ｎ＋１ꎬ ｎ 为偶数ꎮ{

引理 ２[６] 　 对 ｎ(ｎ≥３)阶简单图 Ｇꎬ若图 Ｇ 有相邻的最大度点ꎬ则 χ′Σ(Ｇ)≥Δ(Ｇ)＋１ꎮ

２　 主要结论

定理 １　 对圈 Ｃｍ(ｍ≥３)和 Ｃｎ(ｎ≥３)的联图 Ｃｍ∨Ｃｎ(ｎ≠ｍ)时ꎬ有 χ′Σ(Ｃｍ∨Ｃｎ)＝ Δ＋１ꎮ

证明　 记 Ｃｍ ＝ｕ１ｕ２􀆺ｕｍｕ１ꎬ Ｃｎ ＝ ｖ１ｖ２􀆺ｖｎｖ１ꎮ
联图 Ｃｍ∨Ｃｎ 中ꎬｍ 和 ｎ 对称ꎬ当 ｎ≠ｍ 时ꎬ不妨假设 ｍ>ｎꎬ则 Δ(Ｃｍ∨Ｃｎ)＝ ｍ＋２ꎬ存在两个相邻的最大度

点ꎬ由引理 ２ 得ꎬ χ′Σ(Ｃｍ∨Ｃｎ)≥Δ＋１ ＝ｍ＋３ꎮ 从色集合{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ＋３}中选取 ｍ＋２ 个颜色ꎬ
ｍ＋３
ｍ＋２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ｍ＋３ꎬ

ｍ＋３种颜色的和值数范围为
(ｍ＋２)(ｍ＋３)

２
≤Ｓ(ｕ)≤(ｍ＋２)(ｍ＋５)

２
ꎬ包含的不同和值数有 ｍ＋３ 种ꎬ下面分 ３

种情形给出联图 Ｃｍ∨Ｃｎ 的(Δ＋１) ￣邻和可区别边染色方法如下ꎮ
情形 １　 当 ｎ≡０(ｍｏｄ ３)时ꎬＣｍ∨Ｃｎ 的一个(Δ＋１) ￣色染法 φ 为:用颜色 １ꎬ２ꎬ３ 循环染边 ｖｊｖｊ＋１ꎬ (１≤ｊ≤

ｎ－１)ꎬ φ(ｖ１ｖｎ)＝ ３ꎬ用颜色 １ꎬ２ 循环染边 ｕｉｕｉ＋１(１≤ｉ≤ｍ－１)ꎮ 边 ｕｉｖｊ(１≤ｉ≤ｍꎬ １≤ｊ≤ｎ)的染色从色集合

{４ꎬ􀆺ꎬｍ＋３}中选取ꎬ

φ(ｕｉｖｊ)＝
( ｉ＋ｊ＋２)(ｍｏｄ(ｍ＋４))ꎬ　 　 ｉ＋ｊ＋２<ｍ＋４ꎻ
( ｉ＋ｊ＋２)(ｍｏｄ(ｍ＋４))＋４ꎬ ｉ＋ｊ＋２≥ｍ＋４ꎮ{

其中ꎬ当 ｍ＝ｎ＋１ 时ꎬ

φ(ｕ１ｕｍ)＝
２ꎬ　 ｍ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ
３ꎬ ｍ≡１(ｍｏｄ ２)ꎮ{

当 ｍ>ｎ＋１ 时ꎬφ(ｕ１ｕｍ)＝ ２ꎬ并调整边 ｕｍ－１ｕｍ 的染色为

φ(ｕｍ－１ｕｍ)＝
１ꎬ　 ｍ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ
３ꎬ ｍ≡１(ｍｏｄ ２)ꎮ{

按上述染法ꎬ点 ｖ１ꎬ􀆺ꎬｖｎ 的缺色集合按{２}ꎬ{３}ꎬ{１}的次序循环ꎻ点 ｕｉ(１≤ｉ≤ｍ)的缺色集合如下ꎮ
(１) 当 ｍ＝ｎ＋１ 时ꎬ

􀭺Ｃ(ｕ１)＝
{２ꎬｍ＋３}ꎬ　 ｍ≡１(ｍｏｄ ２)ꎻ
{３ꎬｍ＋３}ꎬ ｍ≡０(ｍｏｄ ２)ꎮ{

􀭺Ｃ(ｕｉ)＝ {３ꎬｊ＋２}ꎬ (２≤ｉ≤ｍ－１)ꎻ

􀭺Ｃ(ｕｍ)＝
{１ꎬｍ＋２}ꎬ　 ｍ≡１(ｍｏｄ ２)ꎻ
{３ꎬｍ＋２}ꎬ ｍ≡０(ｍｏｄ ２)ꎮ{

此时有: 􀭵Ｓ(ｖｊ)<􀭵Ｓ(ｕｉ)ꎬ (１≤ｉ≤ｍꎬ １≤ｊ≤ｎ)ꎻ 􀭵Ｓ(ｖｊ)≠􀭵Ｓ(ｖｊ＋１)ꎬ (１≤ｊ≤ｎ－１)ꎻ 􀭵Ｓ(ｖ１)≠􀭵Ｓ(ｖｎ)ꎻ 􀭵Ｓ(ｕ２)<􀭵Ｓ(ｕ３)<

􀆺<􀭵Ｓ(ｕｍ－１)ꎻ 􀭵Ｓ(ｕ２)<􀭵Ｓ(ｕｍ)<􀭵Ｓ(ｕ１)ꎮ ｍ≡０(ｍｏｄ ２)时ꎬ􀭵Ｓ(ｕｍ－１)<􀭵Ｓ(ｕｍ)ꎻ ｍ≡１(ｍｏｄ ２)时ꎬ􀭵Ｓ(ｕｍ－１)>􀭵Ｓ(ｕｍ)ꎮ
(２) 当 ｍ>ｎ＋１ 时ꎬＣｍ 中各点色集合为
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Ｃ(ｕｉ)＝
{１ꎬ２ꎬｉ＋３ꎬｉ＋４ꎬ􀆺ꎬｉ＋ｎ＋２}ꎬ　 　 　 　 　 　 １≤ｉ≤ｍ－ｎ＋１ꎻ
{１ꎬ２ꎬ４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｉ＋２－ｍ＋ｎꎬｉ＋３ꎬ􀆺ꎬｍ＋３}ꎬ ｍ－ｎ＋２≤ｉ≤ｍ－２ꎮ{

Ｃ(ｕｍ－１)＝
{１ꎬ２ꎬ４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｎ＋１ꎬｍ＋２ꎬｍ＋３}ꎬ　 ｍ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ
{１ꎬ３ꎬ４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｎ＋１ꎬｍ＋２ꎬｍ＋３}ꎬ ｍ≡１(ｍｏｄ ２)ꎮ{

Ｃ(ｕｍ)＝
{１ꎬ２ꎬ４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｎ＋２ꎬｍ＋３}ꎬ　 ｍ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ
{２ꎬ３ꎬ４ꎬ５ꎬ􀆺ꎬｎ＋２ꎬｍ＋３}ꎬ ｍ≡１(ｍｏｄ ２)ꎮ{

此时有: Ｓ(ｖｊ)>Ｓ(ｕｉ)ꎬ (１≤ｉ≤ｍꎬ １≤ｊ≤ｎ)ꎻ Ｓ(ｖｊ)≠Ｓ(ｖｊ＋１)ꎬ (１≤ｊ≤ｎ－１)ꎻ Ｓ( ｖ１)≠Ｓ( ｖｎ)ꎻ Ｓ(ｕ１) <
Ｓ(ｕ２)<􀆺<Ｓ(ｕｍ－ｎ＋１)ꎻ Ｓ(ｕｍ－ｎ＋１)>Ｓ(ｕｍ－ｎ＋２)>􀆺>Ｓ(ｕｍ)>Ｓ(ｕ１)ꎮ 各点均邻和可区别ꎮ

情形 ２　 当 ｎ≡１(ｍｏｄ ３)时ꎬＣｍ∨Ｃｎ 的一个(Δ＋１) ￣色染法 φ 为用颜色 １ꎬ２ 循环染边 ｕｉｕｉ＋１ꎬ (１≤ｉ≤ｍ－
ｎ＋１)或(ｍ－ｎ＋３≤ｉ≤ｍ－１)ꎻ ｉ＝ｍ－ｎ＋２ 时ꎬφ(ｕｍ－ｎ＋２ｕｍ－ｎ＋３)＝ ｍ＋３ꎬ φ(ｕ１ｕｍ)＝ ｍ＋３ꎮ 用颜色 １ꎬｍ＋３ꎬ２ 循环染

边 ｖｊｖｊ＋１ꎬ (１≤ｊ≤ｎ－２)ꎬ φ(ｖｎ－１ｖｎ)＝ １ꎬ φ(ｖ１ｖｎ)＝ ｍ＋３ꎮ
边 ｕｉｖｊ(１≤ｊ≤ｎꎬ １≤ｉ≤ｍ)的染法为 φ(ｖ１ｕｉ)＝ ｉ＋１ꎬ (１≤ｉ≤ｍ)ꎬ边 ｕｉｖｊ(２≤ｊ≤ｎꎬ １≤ｉ≤ｍ)的染色从色

集合{３ꎬ􀆺ꎬｍ＋２}中选取ꎬφ(ｕｍ－ｎ＋３ｖｎ－１)＝ ２ꎬ其余边按如下染法染色ꎮ

φ(ｕｉｖｊ)＝
( ｉ＋ｊ)(ｍｏｄ(ｍ＋３))ꎬ　 　 ｉ＋ｊ<ｍ＋３ꎻ
( ｉ＋ｊ)(ｍｏｄ(ｍ＋３))＋３ꎬ ｉ＋ｊ≥ｍ＋３ꎮ{

按上述染法ꎬ圈 Ｃｎ 中各点的缺色集合为 􀭺Ｃ(ｖ１)＝ 􀭺Ｃ(ｖｎ－１)＝ {ｍ＋２}ꎻ 􀭺Ｃ(ｖｎ)＝ {２}ꎬｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ－２各点的缺色

集合按{２}ꎬ{１}ꎬ{ｍ＋３}的次序循环ꎬ圈 Ｃｍ 中各点的色集合为

Ｃ(ｕ１)＝ {１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ＋１ꎬｍ＋３}ꎬ

Ｃ(ｕｉ)＝
{１ꎬ２ꎬｉ＋１ꎬｉ＋２ꎬ􀆺ꎬｉ＋ｎ}ꎬ　 　 　 　 ２≤ｉ≤ｍ－ｎ＋１ꎻ
{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｉ－ｍ＋ｎꎬｉ＋１ꎬ􀆺ꎬｍ＋２}ꎬ ｍ－ｎ＋４≤ｉ≤ｍ－１ꎮ{

Ｃ(ｕｍ－ｎ＋２)＝
{１ꎬｍ－ｎ＋３ꎬ􀆺ꎬｍ＋３}ꎬ　 ｍ－ｎ＋２≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ
{２ꎬｍ－ｎ＋３ꎬ􀆺ꎬｍ＋３}ꎬ ｍ－ｎ＋２≡１(ｍｏｄ ２)ꎮ{

Ｃ(ｕｍ－ｎ＋３)＝ {１ꎬ２ꎬ３ꎬｍ－ｎ＋４ꎬ􀆺ꎬｍ＋１ꎬｍ＋３}ꎬ

Ｃ(ｕｍ)＝
{１ꎬ３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｎꎬｍ＋１ꎬｍ＋２ꎬｍ＋３}ꎬ　 ｄ(ｕｍ－ｎ＋３ꎬｕｍ)≡１(ｍｏｄ ２)ꎻ
{２ꎬ３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｎꎬｍ＋１ꎬｍ＋２ꎬｍ＋３}ꎬ ｄ(ｕｍ－ｎ＋３ꎬｕｍ)≡０(ｍｏｄ ２)ꎮ{

此时有: Ｓ(ｖｊ)≠Ｓ(ｖｊ＋１)ꎬ (１≤ｊ≤ｎ－１)ꎻ Ｓ(ｖ１)≠Ｓ(ｖｎ)ꎻ Ｓ(ｕ１)>Ｓ(ｕ２)ꎻ Ｓ(ｕ２) <􀆺<Ｓ(ｕｍ－ｎ＋２)ꎻ Ｓ(ｕｍ－ｎ＋２) >
Ｓ(ｕｍ－ｎ＋３)>Ｓ(ｕｍ－ｎ＋４)>􀆺>Ｓ(ｕｍ－１)ꎻ Ｓ(ｕ１)<Ｓ(ｕｍ－１)<Ｓ(ｕｍ)ꎻ Ｓ(ｕｉ)>Ｓ(ｖｊ)ꎬ ( ｉ≠ｍ－ｎ＋２ꎬ １≤ｊ≤ｎ)ꎮ

当 􀭵Ｓ(ｕｍ－ｎ＋２)＝ ｍ＋２ 或 􀭵Ｓ(ｕｍ－ｎ＋２)＝ ｍ＋３ 时ꎬ会出现 Ｓ(ｖ１)＝ Ｓ(ｕｍ－ｎ＋２)或 Ｓ(ｖｊ)＝ Ｓ(ｕｍ－ｎ＋２)ꎬ ( ｊ≡１(ｍｏｄ ３)ꎬ
２≤ｊ≤ｎ－２)的情况ꎬ此时调整边 ｕｍ－ｎ＋２ｕｍ－ｎ＋３的染色为 φ(ｕｍ－ｎ＋２ｕｍ－ｎ＋３)＝ ｍ－ｎ＋２ꎬ其余边染色不变ꎬ即有Ｓ(ｖ１)>
Ｓ(ｕｍ－ｎ＋２)或 Ｓ(ｖｊ)>Ｓ(ｕｍ－ｎ＋２)ꎬ Ｓ(ｕｍ－ｎ＋２) >Ｓ(ｕｍ－ｎ＋１)ꎬ Ｓ(ｕｍ－ｎ＋２) >Ｓ(ｕｍ－ｎ＋３)ꎬ Ｓ(ｕｍ－ｎ＋３) <Ｓ(ｕｍ－ｎ＋４)ꎬ Ｓ(ｕｉ) >
Ｓ(ｖｊ)ꎬ (１≤ｉ≤ｍꎬ １≤ｊ≤ｎ)ꎬ易见 Δ＋１ 色可做到邻和可区别ꎮ

情形 ３　 当 ｎ≡２(ｍｏｄ ３)时ꎬＣｍ∨Ｃｎ 的一个(Δ＋１) ￣色染法 φ 为 φ(ｖ１ｕｉ)＝ ｉ＋１ꎬ (１≤ｉ≤ｍ)ꎬ用颜色 １ꎬ
ｍ＋３ꎬ２ 循环染边 ｖｊｖｊ＋１ꎬ (１≤ ｊ≤ｎ－１)ꎬ φ( ｖ１ｖｎ) ＝ ｍ＋３ꎬ用颜色 １ꎬ２ 循环染边 ｕｉｕｉ＋１ꎬ (１≤ ｉ≤ｍ－１)ꎮ 边

ｕｉｖｊ(２≤ｊ≤ｎꎬ １≤ｉ≤ｍ)的染色从色集合{３ꎬ􀆺ꎬｍ＋２}中选取ꎬφ(ｕ１ｕｍ)＝ ｍ＋３ꎮ

φ(ｕｉｖｊ)＝
( ｉ＋ｊ)(ｍｏｄ(ｍ＋３))ꎬ　 　 ｉ＋ｊ<ｍ＋３ꎻ
( ｉ＋ｊ)(ｍｏｄ(ｍ＋３))＋３ꎬ ｉ＋ｊ≥ｍ＋３ꎮ{

按上述染法ꎬ圈 Ｃｎ 中各点的缺色集合为 􀭺Ｃ(ｖ１)＝ {ｍ＋２}ꎻ ｖ２ꎬ􀆺ꎬｖｎ 各点的缺色集合按{２}ꎬ{１}ꎬ{ｍ＋３}
的次序循环ꎮ 圈 Ｃｍ 中各点的色集合为 Ｃ(ｕ１)＝ {１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ＋１ꎬｍ＋３}ꎻ

Ｃ(ｕｉ)＝
{１ꎬ２ꎬｉ＋１ꎬｉ＋２ꎬ􀆺ꎬｉ＋ｎ}ꎬ　 　 　 　 ２≤ｉ≤ｍ－ｎ＋２ꎻ
{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｉ－ｍ＋ｎꎬｉ＋１ꎬ􀆺ꎬｍ＋２}ꎬ ｍ－ｎ＋３≤ｉ≤ｍ－１ꎮ{

Ｃ(ｕｍ)＝
{１ꎬ３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｎꎬｍ＋１ꎬｍ＋２ꎬｍ＋３}ꎬ　 ｍ≡０(ｍｏｄ ２)ꎻ
{２ꎬ３ꎬ４ꎬ􀆺ꎬｎꎬｍ＋１ꎬｍ＋２ꎬｍ＋３}ꎬ ｍ≡１(ｍｏｄ ２)ꎮ{

此时有: Ｓ(ｖｊ)≠Ｓ(ｖｊ＋１)ꎬ (１≤ｊ≤ｎ－１)ꎻ Ｓ(ｖ１)≠Ｓ(ｖｎ)ꎻ Ｓ(ｕ１) >Ｓ(ｕ２)ꎻ Ｓ(ｕ２) <Ｓ(ｕ３) <􀆺<Ｓ(ｕｍ－ｎ＋２)ꎻ
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Ｓ(ｕｍ－ｎ＋２)>Ｓ(ｕｍ－ｎ＋３)>􀆺>Ｓ(ｕｍ－１)ꎻ Ｓ(ｕｍ－１)<Ｓ(ｕｍ)ꎻ Ｓ(ｕ１)<Ｓ(ｕｍ)ꎻ Ｓ(ｕｉ)>Ｓ(ｖｊ)ꎬ (１≤ｉ≤ｍ－１ꎬ １≤ｊ≤ｎ)ꎮ
当 Ｓ(ｖ１)＝ Ｓ(ｕｍ)时ꎬ调整边 ｖ１ｖｎꎬｖｎｕ３ 的染色为: φ(ｖ１ｖｎ)＝ ｍ＋２ꎬ φ( ｖｎｕ３) ＝ ｍ＋３ꎬ其余染色不变ꎬ有

Ｓ(ｖ１)＋１＝Ｓ(ｕｍ)ꎬ Ｓ(ｕ３)>Ｓ(ｖｊ)ꎬ (１≤ｊ≤ｎ)ꎬ Ｓ(ｖ１)≠Ｓ(ｖｎ)ꎬ其余不等式均成立ꎬ且 Ｓ(ｕｉ)>Ｓ(ｖｊ)ꎬ (１≤ｉ≤ｍꎬ
１≤ｊ≤ｎ)ꎮ 易见各点邻和可区别ꎮ 故 χ′Σ(Ｃｍ∨Ｃｎ)＝ Δ＋１ꎮ

综上所述ꎬ结论成立ꎮ
定理 ２　 当 ｎ＝ｍ≥３ 时ꎬ有 χ′Σ(Ｃｎ∨Ｃｎ)＝ Δ＋２ꎮ
证明　 Δ(Ｃｎ∨Ｃｎ)＝ ｎ＋２ꎬ图中所有点均为最大度点ꎬ有相邻的最大度点ꎬ由引理 ２ 得ꎬ χ′Σ(Ｃｎ∨Ｃｎ)≥

Δ＋１＝ｎ＋３ꎮ 从色集合{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ ＋ ３}中选取 ｎ ＋ ２ 个颜色ꎬ
ｎ＋３
ｎ＋２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｎ ＋ ３ꎬ ｎ ＋ ３ 种颜色的和值数范围为

(ｎ＋２)(ｎ＋３)
２

≤Ｓ(ｕ)≤(ｎ＋２)(ｎ＋５)
２

ꎬ包含的不同和值数有 ｎ＋３ 种ꎮ

(１) 当 ｎ≡０(ｍｏｄ ２)时ꎬ若图 Ｇ 存在(Δ＋１) ￣邻和可区别染色ꎬ从色集合中任取一色 ｉꎬ表现色 ｉ 的点有

偶数个ꎬ点 ｕｉ 中至少缺两色可使得 ｕｉ 邻和可区别ꎬ若点 ｕｉ 缺 ２ 色ꎬ以图 Ｃ６∨Ｃ６ 为例ꎬ两色各缺 ３ 次ꎬ与表现

色 ｉ 的点有偶数个的原理相矛盾ꎮ 若点 ｕｉ 缺 ３ 色ꎬ以图 Ｃ４∨Ｃ４ 为例ꎬ必有 ２ 色只缺一次ꎬ矛盾ꎬ因此当 ｎ≡

０(ｍｏｄ ２)时ꎬ联图 Ｃｎ∨Ｃｎ 中所缺色的总数为 ｎ 个ꎬ点 ｕｉꎬｖｊ 各缺
ｎ
２
种颜色ꎮ 若图 Ｃ４∨Ｃ４ 存在 ７ 色染法ꎬ不

妨设 􀭺Ｃ(ｕ１)＝ 􀭺Ｃ(ｕ３)＝ １ꎬ 􀭺Ｃ(ｕ２)＝ 􀭺Ｃ(ｕ４)＝ ２ꎬ则边 ｕ１ｖｊ 及 ｕ３ｖｊ 中必有一条边染 ２ 色ꎬｕ２ｖｊ 与 ｕ４ｖｊ 同理ꎬ必有一

条边染 １ 色ꎬ要使得点 ｖｊ 不缺{１ꎬ２}色ꎬ令点 ｖ１ꎬｖ２ 与点 ｕｉ 中染 ２ 色ꎬ且 φ(ｖ１ｖ２)＝ １ꎬ φ(ｖ３ｖ４)＝ ２ꎬ在染色过

程中 ｕｉ 各点满足邻和可区别条件ꎬ点 ｖｊ 会出现 Ｓ( ｖ１)＝ Ｓ( ｖ２)ꎬ Ｓ( ｖ３)＝ Ｓ( ｖ４)或 Ｓ( ｖ１)＝ Ｓ( ｖ４)ꎬ Ｓ( ｖ２)＝
Ｓ(ｖ３)ꎬ因此 Δ＋１ 色不可染ꎮ

(２) 当 ｎ≡１(ｍｏｄ ２)时ꎬ若图 Ｇ 存在(Δ＋１) ￣邻和可区别染色ꎬ则点 ｕｉ 所缺颜色数至少为 ３ꎬ若点 ｕｉ 缺 ３
色ꎬ以图 Ｃ９∨Ｃ９ 为例ꎬ３ 色各缺 ３ 次ꎬ矛盾ꎮ 若点 ｕｉ 缺 ４ 色ꎬ以图 Ｃ７∨Ｃ７ 为例ꎬ必有一色只缺一次ꎬ矛盾ꎮ 因

此 Δ＋１ 色不可染ꎮ 下面给出联图 Ｃｎ∨Ｃｎ 的 Δ＋２ 色染法ꎬ根据 ｎ 的值分 ２ 种情形讨论ꎮ
情形 １　 特殊地ꎬ当 ｎ＝ｍ＝ ３ 时ꎮ Ｃ３∨Ｃ３≅Ｋ６ꎬ Δ(Ｃ３∨Ｃ３)＝ ５ꎬ由引理 １ 得 χ′Σ(Ｋ６)＝ Δ＋２＝ ７ꎮ
情形 ２　 当 ｎ＝ｍ≥４ 时ꎮ 联图 Ｃｎ∨Ｃｎ 是(ｎ＋２) ￣正则图ꎬΔ(Ｃｎ∨Ｃｎ)＝ ｎ＋２ꎬ由引理 ２ 得 χ′Σ(Ｃｎ∨Ｃｎ)≥

Δ＋１＝ｎ＋３ꎮ 为证 χ′Σ(Ｃｎ∨Ｃｎ)≤Δ＋２＝ｎ＋４ꎮ 给出 Ｃｎ∨Ｃｎ 的一种(Δ＋２) ￣色染法ꎮ 从色集合{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ＋４}中

选取 ｎ＋２ 个元素ꎬ可选集合共有
ｎ＋４
ｎ＋２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 个ꎬ和值数范围为

(ｎ＋２)(ｎ＋３)
２

≤Ｓ(ｕ)≤(ｎ＋２)(ｎ＋７)
２

ꎬ所包含的不

同和值数为 ２ｎ＋５ 个ꎬＣｎ∨Ｃｎ 的(Δ＋２) ￣邻和可区别染色方法 φ 为

φ(ｕｉｖ１)＝ ｉ＋１ꎬ (１≤ｉ≤ｎ)ꎻ

φ(ｕｉｖｊ)＝
( ｉ＋ｊ＋１)(ｍｏｄ(ｎ＋３))ꎬ　 　 ｉ＋ｊ＋１<ｎ＋３ꎬ
( ｉ＋ｊ＋１)(ｍｏｄ(ｎ＋３))＋１ꎬ ｉ＋ｊ＋１≥ｎ＋３ꎬ{ 　 (２≤ｊ≤ｎ)ꎻ

φ(ｕｉｕｉ＋１)＝ φ(ｖｊｖｊ＋１)＝
ｎ＋４ꎬ　 ｉ≡１(ｍｏｄ ２)ꎬ
ｎ＋３ꎬ ｉ≡０(ｍｏｄ ２)ꎬ{ 　 (１≤ｉꎬ ｊ≤ｎ－１)ꎮ

其余边的染法及色数和的讨论分下面 ２ 种情形:
情形 ２.１　 ｎ≡０(ｍｏｄ ２)时ꎮ φ(ｕ１ｕｎ)＝ φ(ｖ１ｖｎ)＝ ｎ＋３ꎮ
按上述染法ꎬ各点的缺色集合为:􀭺Ｃ(ｕｉ)＝ { ｉꎬｉ＋２}ꎬ (１≤ｉ≤ｎ)ꎻ 􀭺Ｃ(ｖ１)＝ {１ꎬｎ＋２}ꎻ 􀭺Ｃ(ｖｊ)＝ { ｊꎬｊ＋１}ꎬ

(２≤ｊ≤ｎ)ꎮ 此时ꎬ各点所缺颜色数的和为:􀭵Ｓ(ｕｉ)都为偶数ꎬ􀭵Ｓ(ｖｊ)都为奇数ꎬ且 􀭵Ｓ(ｕｉ)<􀭵Ｓ(ｕｊ)ꎬ (１≤ｉ<ｊ≤ｎ)ꎻ
􀭵Ｓ(ｖｉ)<􀭵Ｓ(ｖｊ)ꎬ (２≤ｉ<ｊ≤ｎ)ꎻ 􀭵Ｓ(ｖｎ)>􀭵Ｓ(ｖ１)>􀭵Ｓ(ｖ２)ꎮ 满足邻和可区别的条件ꎮ

情形 ２.２　 ｎ≡１(ｍｏｄ ２)时ꎮ φ(ｕ１ｕｎ)＝ ｎ＋３ꎬ φ(ｖ１ｖｎ)＝ ｎ＋１ꎮ 为避免相邻点色数和相等的情况ꎬ调整上

述染法中 ３ 条边的染色如下: φ(ｕｎｖｎ)＝ ｎꎬ φ(ｕｎｖ１)＝ ｎ＋２ꎬ φ(ｕｎ－１ｕｎ)＝ ｎ－１ꎮ
作上述调整后ꎬ各点的缺色集合为: 􀭺Ｃ(ｕｉ)＝ { ｉꎬｉ＋２}ꎬ (１≤ｉ≤ｎ－２)ꎻ 􀭺Ｃ(ｕｎ－１)＝ {ｎ＋１ꎬｎ＋３}ꎻ 􀭺Ｃ(ｕｎ)＝

{ｎ＋１ꎬｎ＋４}ꎻ 􀭺Ｃ(ｖ１)＝ {１ꎬｎ＋３}ꎻ 􀭺Ｃ(ｖｊ)＝ { ｊꎬｊ＋１}ꎬ (２≤ｊ≤ｎ－１)ꎻ 􀭺Ｃ(ｖｎ)＝ {ｎ－１ꎬ ｎ＋４}ꎮ 此时ꎬ各点所缺颜

色数的和为: 􀭵Ｓ(ｕｉ) (１≤ ｉ≤ｎ－１)都为偶数ꎬ􀭵Ｓ( ｖｊ)都为奇数ꎬ􀭵Ｓ(ｕｎ)为奇数ꎬ􀭵Ｓ( ｕｎ) >􀭵Ｓ( ｖｊ)ꎬ (１≤ ｊ≤ｎ)ꎻ
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􀭵Ｓ(ｕｉ)<􀭵Ｓ(ｕｊ)ꎬ (１≤ｉ<ｊ≤ｎ)ꎻ 􀭵Ｓ(ｖｉ)<􀭵Ｓ(ｖｊ)ꎬ (２≤ｉ<ｊ≤ｎ)ꎻ 􀭵Ｓ(ｖｎ)>􀭵Ｓ(ｖ１)>􀭵Ｓ(ｖ２)ꎮ 满足邻和可区别的条件ꎮ
故 χ′Σ(Ｃｎ∨Ｃｎ)≤Δ＋２ꎮ

综上所述ꎬ结论成立ꎮ
定理 ３　 设连通图 Ｇ 和 Ｈ 的联图为 Ｇ∨Ｈꎬ则 χ′Σ(Ｇ∨Ｈ)≤Δ＋２ꎮ
证明　 记 Ｖ(Ｇ)＝ {ｕ１ꎬ􀆺ꎬｕｍ}ꎬ Ｖ(Ｈ)＝ {ｖ１ꎬ􀆺ꎬｖｎ}ꎬ (ｎ≥ｍ≥１)ꎬ Δ(Ｇ∨Ｈ)＝ Δꎬ根据联图中最大度点

的分布情况ꎬ分为以下 ２ 种情形ꎮ
情形 １　 若联图仅有一个最大度点ꎬΔ(Ｇ∨Ｈ)＝ ｍａｘ{Δ(Ｇ)＋ ｜Ｖ(Ｈ) ｜ ꎬ Δ(Ｈ)＋ ｜Ｖ(Ｇ) ｜ }≤ｎ＋ｍ－１ꎬ构造

一个色集合{１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬΔ}ꎬ设最大度点为 ωꎬｄ(ω) ＝ Δꎬ若其余 ｎ＋ｍ－１ 个点的度都相等且等于 Δ－１ꎬ由于

Δ
Δ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Δꎬ各点和值 Ｓ(ｕ)的范围是:Δ(Δ

－１)
２

≤Ｓ(ｕ)≤(Δ－１)(Δ＋２)
２

ꎬ有 Δ 种不同的和值数ꎬ给这 ｎ＋ｍ－１ 个

点赋予不同的和值数ꎬ则使用 Δ 个色可使联图中相邻点的和值不同ꎮ 若这 ｎ＋ｍ－１ 个点的度不相等ꎬ记其中

点最大的度为 ｋꎬｋ≤Δ－１ꎬ
Δ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Δ(Δ－１)􀆺(Δ－ｋ＋１)

ｋ!
ꎬ

Δ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ >ｋ 恒成立ꎬ至少存在一种染色方案使得联图中任

意相邻点邻和可区别ꎬ故 χ′Σ(Ｇ∨Ｈ)＝ Δꎮ
情形 ２　 若联图至少存在两个相邻的最大度点ꎮ 由引理 ２ 知ꎬ χ′Σ(Ｇ∨Ｈ)≥Δ＋１ꎮ

情形 ２.１　 若联图中 ｎ＝ｍ>１ 时ꎬ使用 Δ＋２ 色对图进行染色ꎬ
Δ＋２
Δ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ (Δ＋１)(Δ＋２)

２
ꎬ ｎ<Δ≤２ｎ－１ꎬ各点

和值 Ｓ(ｕ)的范围是:Δ(Δ
＋１)
２

≤Ｓ(ｕ)≤Δ(Δ＋５)
２

ꎬ有 ２Δ＋１ 种不同的和值数ꎬ２Δ＋１>２ｎ 恒成立ꎬ至少存在一种

染色方案使得联图中任意两点邻和可区别ꎬ故 χ′Σ(Ｇ∨Ｈ)≤Δ＋２ꎮ
情形 ２.２　 若联图中 ｎ≠ｍ 时ꎬ(１) ｍ＝ １ 时ꎬ若图 Ｈ 是一个完全图ꎬΔ(Ｇ∨Ｈ)＝ ｎꎬ由引理 １ 得

χ′Σ(Ｇ∨Ｈ)＝ χ′Σ({ｕ１}∨Ｋｎ)＝
Δ＋１＝ｎ＋１ꎬ　 ｎ 为偶数ꎻ
Δ＋２＝ｎ＋２ꎬ ｎ 为奇数ꎮ{

(２) ｍ≠１ 时ꎬ若图 Ｇ 与图 Ｈ 均为完全图ꎬΔ(Ｇ∨Ｈ)＝ ｎ＋ｍ－１ꎬ由引理 １ 得

χ′Σ(Ｇ∨Ｈ)＝ χ′Σ(Ｋｍ∨Ｋｎ)＝
Δ＋１＝ｎ＋ｍꎬ　 　 ｎ＋ｍ 为奇数ꎻ
Δ＋２＝ｎ＋ｍ＋１ꎬ ｎ＋ｍ 为偶数ꎮ{

(３) 图 Ｇ 与图 Ｈ 中至少有一个不是完全图ꎬ则联图 Ｇ∨Ｈ 中最大度点的个数不超过 ｎ＋ｍ－１ 个ꎬ使用

Δ＋２色对图进行染色ꎬ则可通过染色使得相邻的最大度点缺不同色ꎬ相邻的度相同的点色和不同ꎬ最大度点

与其他小于 Δ 的相邻点易做到邻和可区别ꎬΔ＋２ 色可染ꎮ 故 χ′Σ(Ｇ∨Ｈ)≤Δ＋２ꎮ
综上所述ꎬ联图的邻和可区别边色数满足猜想ꎬ结论成立ꎮ
在联图 Ｃｍ∨Ｃｎ 染色过程中ꎬ对文献[６]中联图 Ｐｎ∨Ｐｎ 的邻和可区别边色数做进一步的改进如下ꎮ
定理 ４　 对 ｎ(ｎ≥３)阶路 Ｐｎꎬ当 ３≤ｎ≤６ 时ꎬ有 χ′Σ(Ｐｎ∨Ｐｎ)＝ Δ＋１ꎮ
证明　 将联图 Ｃｎ∨Ｃｎ 中去掉边 ｕ１ｕｍꎬｖ１ｖｎꎬ即为联图 Ｐｎ∨Ｐｎꎬ Ｐｎ∨Ｐｎ 的(Δ＋１) ￣邻和可区别染法分别如

图 ２ꎮ

图 ２　 Ｐｎ∨Ｐｎ

Ｆｉｇ.２　 Ｐｎ∨Ｐｎ
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　 　 (１) 当 ｎ＝ ３ 时ꎬ染法如图 ２(ａ)ꎬ各点色和序列依次为{Ｓ(ｕ１)ꎬＳ(ｕ２)ꎬＳ(ｕ３)ꎻＳ(ｖ１)ꎬＳ(ｖ２)ꎬＳ(ｖ３)}→
{１０ꎬ２０ꎬ１８ꎻ１３ꎬ１５ꎬ１６}ꎮ

(２) 当 ｎ＝ ４ 时ꎬ染法如图 ２(ｂ)ꎬ各点色和序列依次为{Ｓ(ｕ１)ꎬ􀆺ꎬＳ(ｕ４)ꎻＳ(ｖ１)ꎬ􀆺ꎬＳ(ｖ４)}→{２２ꎬ２６ꎬ
２１ꎬ１８ꎻ２０ꎬ２５ꎬ２７ꎬ１７}ꎮ

(３) 当 ｎ＝ ５ 时ꎬ染法如图 ２(ｃ)ꎬ各点色和序列依次为{Ｓ(ｕ１)ꎬ􀆺ꎬＳ(ｕ５)ꎻＳ(ｖ１)ꎬ􀆺ꎬＳ(ｖ５)}→{２９ꎬ３４ꎬ
２８ꎬ３４ꎬ２６ꎻ２７ꎬ３３ꎬ３５ꎬ３３ꎬ２３}ꎮ

(４) 当 ｎ＝ ６ 时ꎬ染法如图 ２(ｄ)ꎬ各点色和序列依次为{Ｓ(ｕ１)ꎬ􀆺ꎬＳ(ｕ６)ꎻＳ(ｖ１)ꎬ􀆺ꎬＳ(ｖ６)}→{３６ꎬ４３ꎬ
３６ꎬ４３ꎬ３６ꎬ３７ꎻ３５ꎬ４２ꎬ４４ꎬ４２ꎬ３９ꎬ２９}ꎮ

从图中易见ꎬ４ 种图的染法都是(Δ＋１) ￣邻和可区别染色ꎬ结论成立ꎮ
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