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Ｒｎ 中凸体的平均曲率积分不等式

兰雨ꎬ冉启伟ꎬ曾春娜∗

(重庆师范大学数学科学学院ꎬ 重庆 ４０１３３１)

摘要:通过运用凸函数的积分不等式获得了凸体的第 ｉ 阶平均曲率积分任意次幂的估计ꎬ进而获得 Ｃｈｅｎ 不等式和 Ｒｏｓ 不等式

的加强形式ꎬ并对 Ｗｉｌｌｍｏｒｅ 不等式及 Ｒｏｓ 不等式进行了推广并获得了曲率熵不等式的上界估计ꎮ
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１　 引言与预备知识

设 Ｒｎ 为 ｎ 维欧氏空间ꎬ标准内积记为‹􀅰›ꎮ 记Ｈ ｋ为Ｒｎ 中 ｋ 维Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 测度ꎮ 若Ｍ 为 ｋ 维平面或 ｋ 维

球面 Ｓｋ 的子集ꎬ则 Ｍ 在 Ｒｎ 中的 ｋ 维 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度与在 ｋ 维球面 Ｓｋ 的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度一致ꎬ记作 Ｈ 　ｋ(Ｍ)ꎮ
Ｇａｇｅ[１]在研究 Ｒ２ 中闭凸曲线在单位速度外法向流的演化问题时ꎬ获得了一个涉及曲率平方的积分不

等式ꎬ即为著名的 Ｇａｇｅ 等周不等式ꎬ具体描述如下:设 Ｋ 为 Ｒ２ 中边界光滑的紧致闭凸集ꎬ其曲率为 κꎬ面积

及周长分别为 Ａ、Ｌꎬ则

∫
∂Ｋ
κ２ｄｓ≥πＬ

Ａ
ꎬ (１)

其中 κ 为 Ｋ 的边界曲线∂Ｋ 的曲率ꎬ等号成立当且仅当∂Ｋ 为圆周ꎮ
Ｇｒｅｅｎ 等[２]在文献[１]的基础上得到了 Ｇａｇｅ 等周不等式的更一般形式ꎬ具体表达式为

∫
∂Ｋ
κｎｄｓ≥ｆ(ＬꎬＡ)ꎬ (２)

即曲率幂积分的下界可以由涉及曲线的长度及所围面积的函数来估计ꎮ 特别地ꎬ当 ｎ＝ ２ 时ꎬ式(２)即为著名

的 Ｇａｇｅ 等周不等式ꎮ 当 ｎ＝ ３ꎬ４ 时ꎬ其表达式分别为
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∫
∂Ｋ
κ３ｄｓ≥πＬ２－２π２Ａ

Ａ２ ꎻ

∫
∂Ｋ
κ４ｄｓ≥πＬ３－３π２ＡＬ

Ａ３ ꎬ

此类不等式称为 Ｇｒｅｅｎ￣Ｏｓｈｅｒ 不等式ꎬ证明及推广参见文献[２￣６]ꎮ
在 Ｒ３ 中ꎬ曲面的平均曲率 Ｈ 与高斯曲率 κ 为备受关注的几何量ꎮ 关于这方面有著名的 Ｇａｕｓｓ￣Ｂｏｎｎｅｔ

定理与 Ｗｉｌｌｍｏｒｅ 定理ꎬ其中ꎬＧａｕｓｓ￣Ｂｏｎｎｅｔ 定理表明[７]ꎬ若 Ｍ 为 Ｒ３ 中的紧致曲面且与球面同胚ꎬ则

∫
Ｍ
κｄＨ ２≥４πꎬ

等号成立当且仅当 Ｍ 为 Ｒ３ 中球面ꎮ
Ｗｉｌｌｍｏｒｅ 定理表明[８]ꎬ若 Ｍ 为 Ｒ３ 中的紧致曲面ꎬ且其平均曲率处处为正ꎬ则

∫
Ｍ
Ｈ２ｄＨ ２≥４πꎬ

等号成立当且仅当 Ｍ 为 Ｒ３ 中球面ꎮ
在高维欧氏空间 Ｒｎ(ｎ≥３)中ꎬ若 Ｍ 为 Ｒｎ 中的紧致超曲面ꎬＧａｕｓｓ￣Ｂｏｎｎｅｔ 定理表明

∫
Ｍ
κｄＨ ｎ－１≥ｎＶ(Ｂｎ)ꎬ

其中 Ｂｎ 为以原点为中心的 ｎ 维欧氏单位球ꎮ 等号成立当且仅当 Ｍ 为 Ｒｎ 中球面ꎮ
Ｃｈｅｎ[９￣１０]给出了以下推广的 Ｗｉｌｌｍｏｒｅ 定理及完整证明ꎮ
命题 １ (Ｃｈｅｎ 不等式) [９￣１０] 　 若 Ｍ 为 Ｒｎ 中的紧致超曲面ꎬＨ 为 Ｍ 的平均曲率ꎬ则

∫
Ｍ
Ｈｎ－１ｄＨ ｎ－１≥ｎＶ(Ｂｎ)ꎬ (３)

其中ꎬＢｎ 为以原点为中心的 ｎ 维欧氏单位球ꎬＶ(􀅰)表示体积即 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度ꎮ 等号成立当且仅当 Ｍ 为 Ｒｎ

中球面ꎮ
Ｒｏｓ 研究平均曲率倒数的积分不等式ꎬ获得如下 Ｒｏｓ 定理ꎮ
命题 ２ (Ｒｏｓ 不等式) [１１] 　 若 Ｍ 为 Ｒｎ 中的紧致超曲面ꎬＨ 为 Ｍ 的平均曲率ꎬ则

∫
Ｍ

１
Ｈ
ｄＨ ｎ－１≥ｎＶ(Ｍ)ꎬ (４)

等号成立当且仅当 Ｍ 为 Ｒｎ 中球面ꎮ
有关 Ｒｏｓ 不等式的详细证明及各种加强形式参见文献[１１￣１３]ꎮ
设 Ｍ 为 Ｒｎ 中的紧致超曲面ꎬ其具有 ｎ－１ 个主曲率ꎬ其初等对称函数构成了 Ｍ 的第 ｉ 阶平均曲率 Ｈｉꎬ

ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎮ 受上述 Ｃｈｅｎ 定理和 Ｒｏｓ 定理的启发ꎬ分别对 ∫
Ｍ
Ｈα

ｉ ｄＨ 　ｎ－１和 ∫
Ｍ

１
Ｈα

ｉ

ｄＨ 　ｎ－１型积分的上下界进行

估计ꎬ其中 α∈Ｎꎮ
本文主要对凸体的第 ｉ 阶平均曲率积分进行上下界估计ꎬ并获得了 Ｃｈｅｎ 不等式和 Ｒｏｓ 不等式的加强形

式ꎬ得到了以下结果ꎮ
定理 １　 设 Ｋ∈Ｋ ｎ

０ 且 Ｋ∈Ｃ２
＋ꎬＨｉ 为∂Ｋ 的第 ｉ 阶平均曲率ꎬＷｉ 为 Ｋ 的第 ｉ 阶均质积分ꎮ 对任意的 α∈Ｎꎬ

ｉ＝ ０ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎬ有

∫
∂Ｋ

Ｈα＋１
ｉ ｄＨ ｎ－１≥

ｎＷ α＋１
ｉ＋１

Ｗα
１

＋ ２α－１( ) ｎＷ１ηα＋１
ｉꎬ０ ꎬ (５)

∫
∂Ｋ

１
Ｈα

ｉ

ｄＨ ｎ－１≥
ｎＷ α＋１

１

Ｗ α
ｉ＋１

＋(２α－１)ｎＷｉ＋１η α＋１
ｉꎬｉ ꎬ (６)

等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂｎꎮ
特别地ꎬ令 ｉ＝ １ꎬ α＝ｎ－２ꎬ式(３)为 Ｃｈｅｎ 不等式(３)的加强形式ꎬ见本文推论 １ 中式(１９)ꎻ令 ｉ＝ １ꎬ α＝ １ꎬ

式(６)为 Ｒｏｓ 不等式(４)的加强形式ꎬ即推论 １ 中式(２０)ꎮ
注　 在定理 １ 中ꎬ当 ｉ＝ １、α＝ １ 时ꎬ式(５)即为加强形式的 Ｗｉｌｌｍｏｒｅ 不等式ꎮ
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定理 ２　 设 Ｋ∈Ｋ ｎ
０ 且 Ｋ∈Ｃ２

＋ꎬ Ｈ 为∂Ｋ 的平均曲率ꎬＷｉ 为 Ｋ 的第 ｉ 阶均质积分ꎬ则

∫
∂Ｋ

Ｈ２ｄＨ ｎ－１≥ｎＷ３＋ｎＷ１η２
１ꎬ０ꎬ (７)

其中 ηｊꎬｋ的定义详见式(１５)ꎮ 等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂｎꎮ
因为 ｎＷ１η２

１ꎬ０≥０ꎬ可知是式(７)的下界估计强于下列结论ꎮ
推论 １ (Ｚｈｏｕ) [１４] 　 设 Ｋ∈Ｋ ｎ

０ 且 Ｋ∈Ｃ２
＋ꎬ Ｈ 为∂Ｋ 的平均曲率ꎬＷｉ 为 Ｋ 的第 ｉ 阶均质积分ꎬ则

∫
∂Ｋ

Ｈ２ｄＨ ｎ－１≥ｎＷ３ꎬ

等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂｎꎮ
在定理 １ 中ꎬ当 ｉ＝ １ꎬ α＝ １ 时ꎬ式(６)即为下列加强形式的 Ｒｏｓ 不等式ꎮ
定理 ３　 设 Ｋ∈Ｋ ｎ

０ 且 Ｋ∈Ｃ２
＋ꎬＨ 为∂Ｋ 的平均曲率ꎬＡ 为 Ｋ 的面积ꎬＷｉ 为 Ｋ 的第 ｉ 阶均质积分ꎬ则

∫
∂Ｋ

１
Ｈ
ｄＨ ｎ－１≥ Ａ２

ｎＷ２
＋ｎＷ２η２

１ꎬ１ꎬ (８)

其中 ηｊꎬｋ的定义详见式(１５)ꎮ 等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂｎꎮ
鉴于 ｎＷ２η２

１ꎬ１≥０ꎬ可知式(８)的下界估计加强了文献[１２]中的结论ꎮ
推论 ２[１２] 　 设 Ｋ∈Ｋ ｎ

０ 且 Ｋ∈Ｃ２
＋ꎬ Ｈ 为∂Ｋ 的平均曲率ꎬＡ 为 Ｋ 的面积ꎬＷｉ 为 Ｋ 的第 ｉ 阶均质积分ꎬ则

∫
∂Ｋ

１
Ｈ
ｄＨ ｎ－１≥ Ａ２

ｎＷ２
ꎬ

等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂｎꎮ
定理 ４　 设 Ｋ∈Ｋ ｎ

０ 且 Ｋ∈Ｃ２
＋ꎬ Ｈｉ 为∂Ｋ 的第 ｉ 阶平均曲率ꎬＷｉ 为 Ｋ 的第 ｉ 阶均质积分ꎬｉ ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎮ

对任意的 ０≤α≤１ꎬ β>１ꎬ γ>０ꎬ则

∫
∂Ｋ

Ｈ α
ｉ ｄＨ ｎ－１≤

ｎＷ α
ｉ＋１

Ｗ α－１
１

ꎬ (９)

∫
∂Ｋ
Ｈ β

ｉ ｄＨ ｎ－１≥
ｎＷ β

ｉ＋１

Ｗ β－１
１

ꎬ (１０)

∫
∂Ｋ

１
Ｈγ

ｉ

ｄＨ ｎ－１≥
ｎＷ γ＋１

１

Ｗ γ
ｉ＋１

ꎬ (１１)

等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂｎꎮ
记 Ｋ ｎ为 Ｒｎ 中全体凸体的集合ꎬＫ ｎ

０ 为 Ｒｎ 中包含原点在内部的凸体集合ꎬ其体积(ｎ 维 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测

度)记为 Ｖ(Ｋ)ꎮ 若 Ｋ∈Ｋ ｎ
０ 且满足二阶连续可微ꎬ则称 Ｋ∈Ｃ２ꎮ 进一步ꎬ若 Ｋ∈Ｃ２ꎬ且满足高斯映射νｋ:∂Ｋ→

Ｓｎ－１ꎬ将边界点 ｘ∈∂Κ 映射到 Ｋ 在 ｘ 处的(唯一)法向量ꎬ该映射是一个微分同胚ꎬ则称 Ｋ∈Ｃ２
＋ꎮ 此时ꎬ∂Ｋ 有

ｎ－１ 个主曲率ꎬ记为 ｋ１ꎬ􀆺ꎬｋｎ－１ꎬ则

Ｈｉ ＝
１

ｎ－１
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∑
１≤ｊ１ <􀆺 < ｊｉ≤ｎ－１

ｋｊ１􀆺 ｋｊｉꎬ　 ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎬ

其中 Ｈｉ 为∂Ｋ 的第 ｉ 阶平均曲率ꎮ 特别地ꎬＨ０ ＝ １ꎬ Ｈ１ ＝Ｈ 为经典的平均曲率ꎬＨｎ－１ ＝κ 为高斯曲率ꎮ
设 Ｋ∈Ｋ ｎꎬＫ 的支撑函数 ｈＫ(ｕ)＝ ｓｕｐｘ∈Ｋ‹ｘꎬｕ›ꎬ ｕ∈Ｒｎꎬ令

ｑＫ(ｘ)＝ ｈＫ(ｖＫ(ｘ))＝ ‹ｘꎬｖＫ(ｘ)›ꎬ　 ｘ∈∂Ｋꎮ
当 ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎ－１ 时ꎬ由 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 积分公式[１５]ꎬ有

Ｗｉ(Ｋ)＝ １
ｎ ∫∂Ｋ Ｈｉ－１ｄＨ ｎ－１ ＝ １

ｎ ∫∂Ｋ ｑＫＨｉｄＨ ｎ－１ꎬ (１２)

注意到

Ｖ(Ｋ)＝ Ｗ０ ＝
１
ｎ ∫∂Ｋ ｑＫＨ０ｄＨ ｎ－１ ＝ １

ｎ ∫∂Ｋ ｑＫｄＨ ｎ－１ꎮ

在文献[１６]中ꎬ若 Ｋ∈Ｋ ｎ
０ ꎬ λ∈Ｒ 为非负实数ꎬＳｔｅｉｎｅｒ 得到了 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ 加法 Ｋ＋λＢｎ 的混合体积ꎬ即下
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列关于 λ 的 ｎ 次多项式ꎬ

Ｖ(Ｋ＋λＢｎ)＝∑
ｎ

ｉ ＝０

ｎ
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷Ｗｉ(Ｋ)λ ｉꎬ

称为 Ｋ 的 Ｓｔｅｉｎｅｒ 公式ꎮ 其中ꎬＷｉ(Ｋ)为 Ｋ 的第 ｉ 阶均质积分ꎬ也是通常定义下的混合体积的特殊情况[１５]ꎮ
特别地ꎬＷ０(Ｋ)＝ Ｖ(Ｋ)为凸体 Ｋ 的体积ꎬｎＷ１(Ｋ)＝ Ａ(Ｋ)为曲面面积ꎮ 此外ꎬＷｎ(Ｋ)＝ Ｖ(Ｂｎ)为单位球的

体积ꎮ
在概率空间(ΩꎬＰ)中ꎬ设 ρ:Ω→Ｒ 为概率空间上的可积函数ꎬρ 的期望为

Ｅ ρ＝ ∫
Ω
ρ(ω)ｄＰ(ω)ꎮ (１３)

为了证明文中的主要定理ꎬ需要引入下列概念ꎮ
定义 １[１７] 　 若 Ｋ∈Ｋ ｎ

０ ꎬ则 Ｋ 的外半径 􀭵Ｒ(Ｋ)与内半径 􀭰ｒ 分别为

􀭵Ｒ(Ｋ)＝ ｍｉｎ{Ｒ>０:Ｋ⊆ＲＢｎ} ＝ｍａｘ{‖ｘ‖:ｘ∈∂Ｋ}ꎬ

􀭰ｒ(Ｋ)＝ ｍａｘ{ｒ≥０:ｒＢｎ⊆Ｋ} ＝ｍｉｎ‖ｘ‖:ｘ∈∂Ｋ}ꎬ
显然ꎬ􀭵Ｒ(Ｋ)－􀭰ｒ(Ｋ)不是平移不变量ꎮ 由于 Ｋ 为紧凸集ꎬ则存在一个点 ｃＫꎬ满足

􀭵Ｒ(Ｋ－ｃＫ)－􀭰ｒ(Ｋ－ｃＫ)＝ ｍｉｎ 􀭵Ｒ(Ｋ－ｔ)－􀭰ｒ(Ｋ－ｔ):ｔ∈Ｋ}ꎮ
其中ꎬ点 ｃＫ 是最小环的中心ꎬ即由包含∂Ｋ 的半径差的最小值而唯一决定的环ꎮ 记 ωａ(Ｋ):＝ 􀭵Ｒ(Ｋ－ｃＫ) －
􀭰ｒ(Ｋ－ｃＫ)为 Ｋ 的最小环的宽度ꎮ 注意到ꎬＫ－ｃＫ 的内半径和外半径不一定与经典的内接圆半径和外接圆半径

一致ꎮ
由于 􀭰ｒＢｎ⊆Ｋꎬ Ｋ⊆􀭵ＲＢｎꎬ则内外半径与均质积分满足

􀭰ｒ(Ｋ)Ｗｉ＋１(Ｋ)≤Ｗｉ(Ｋ)≤􀭵Ｒ(Ｋ)Ｗｉ＋１(Ｋ)ꎬ (１４)
其中 ｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ－１ꎮ 式(１４)是混合体积单调性的直接结果[１５]ꎮ

为简化主要定理的叙述与证明过程ꎬ引入下列符号ꎬ当 １≤ｊ≤ｎ－１ꎬ ０≤ｋ≤ｎ－１ 时ꎬ记

ηｊꎬｋ ＝
Ｗ１(Ｋ)Ｗｊ(Ｋ)－Ｗ０(Ｋ)Ｗｊ＋１(Ｋ)

Ｗｋ＋１(Ｋ) ２ωａ(Ｋ)
ꎬ　 Ｋ≠ｒＢｎꎬ ｒ>０ꎻ

０ꎬ Ｋ＝ ｒＢｎꎬ ｒ>０ꎮ

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１５)

根据 Ａｌｅｋｓａｎｄｒｏｖ￣Ｆｅｎｃｈｅｌ 不等式可知

Ｗｉ(Ｋ)Ｗｊ(Ｋ)≥Ｗｉ－１(Ｋ)Ｗｊ＋１(Ｋ)ꎬ　 １≤ｉ≤ｊ≤ｎ－１ꎬ (１６)
式(１６)确保了 ηｊꎬｋ的非负性ꎮ

文献[１７]给出了如下形式的曲率积分不等式ꎮ
引理 １[１７] 　 设 Ｋ∈Ｋ ｎ

０ 且 Ｋ∈Ｃ ２
＋ ꎬＨｉ 为∂Ｋ 的第 ｉ 阶平均曲率ꎬ若凸函数 Ｆ(ｘ)满足 Ｆ:Ｉ→Ｒꎬ Ｉ⊆Ｒꎮ 当 ｉ＝

０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎ－１ 时ꎬ

∫
∂Ｋ

(Ｆ 􀳱Ｈｉ)ｄＨ ｎ－１≥ｎＷ１

Ｆ
Ｗｉ＋１

Ｗ１
＋ηｉꎬ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｆ

Ｗｉ＋１

Ｗ１
－ηｉꎬ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
ꎬ (１７)

∫
∂Ｋ

Ｆ 􀳱 １
Ｈｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ＨｉｄＨ ｎ－１≥ｎＷｉ＋１

Ｆ
Ｗ１

Ｗｉ＋１
＋ηｉꎬｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋Ｆ

Ｗ１

Ｗｉ＋１
－ηｉꎬｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
ꎬ (１８)

等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂｎꎮ
引理 ２[１８] 　 设 ｘ≥ａ≥０ꎬ ｎ∈Ｎ＋ꎬ有

(ｘ＋ａ) ｎ＋(ｘ－ａ) ｎ≥２[ｘｎ＋(２ｎ－１－１)ａｎ]ꎮ

２　 主要定理及证明

定理 １ 的证明　 根据引理 １ꎬ因 Ｆ(ｘ)＝ ｘα＋１ꎬ α≥０ 为凸函数ꎬ则
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∫
∂Ｋ

Ｈα＋１
ｉ ｄＨ ｎ－１≥

ｎＷ１

２
Ｗｉ＋１＋Ｗ１ηｉꎬ０( ) α＋１＋ Ｗｉ＋１－Ｗ１ηｉꎬ０( ) α＋１

Ｗ α＋１
１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＝ ｎ
２Ｗα

１

Ｗｉ＋１＋Ｗ１ηｉꎬ０( ) α＋１＋ Ｗｉ＋１－Ｗ１ηｉꎬ０( ) α＋１[ ]

≥ ｎ
２Ｗ α

１

􀅰２ Ｗ α＋１
ｉ＋１ ＋ ２α－１( ) Ｗα＋１

１ ηα＋１
ｉꎬ０[ ]

＝
ｎＷ α＋１

ｉ＋１

Ｗ α
１

＋ｎ ２α－１( )􀅰Ｗ１ηα＋１
ｉꎬ０ ꎮ

其中第 ３ 步源于引理 ２ꎬ故

∫
∂Ｋ

Ｈ α＋１
ｉ ｄＨ ｎ－１≥

ｎＷα＋１
ｉ＋１

Ｗα
１

＋ ２α－１( ) ｎＷ１ηα＋１
ｉꎬ０ ꎮ

由引理 ２ꎬ取 Ｆ(ｘ)＝ ｘα＋１ꎬ则

∫
∂Ｋ

１
Ｈα

ｉ

ｄＨ ｎ－１≥
ｎＷｉ＋１

２
Ｗ１＋Ｗｉ＋１ηｉꎬｉ( ) α＋１＋ Ｗ１－Ｗｉ＋１ηｉꎬｉ( ) α＋１

Ｗ α＋１
ｉ＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

＝ ｎ
２Ｗα

ｉ＋１

Ｗ１＋Ｗｉ＋１ηｉꎬｉ( ) α＋１＋ Ｗｉ－Ｗｉ＋１ηｉꎬｉ( ) α＋１[ ]

≥ ｎ
２Ｗα

ｉ＋１

􀅰２ Ｗα＋１
１ ＋ ２α－１( ) Ｗα＋１

ｉ＋１ ηα＋１
ｉꎬｉ[ ]

＝
ｎＷα＋１

１

Ｗα
ｉ＋１

＋ｎ ２α－１( ) 􀅰Ｗｉ＋１ηα＋１
ｉꎬｉ ꎬ

故

∫
∂Ｋ

１
Ｈα

ｉ

ｄＨ ｎ－１≥
ｎＷ α＋１

１

Ｗ α
ｉ＋１

＋ ２α－１( ) ｎＷｉ＋１ηα＋１
ｉꎬｉ ꎮ

注意到

ｎＷ α＋１
ｉ＋１

Ｗ α
１

＋ ２α－１( ) ｎＷ１ηα＋１
ｉꎬ０ ≥

ｎＷ α＋１
ｉ＋１

Ｗ α
１

ꎬ

ｎＷ α＋１
１

Ｗ α
ｉ＋１

＋ ２α－１( ) ｎＷｉ＋１η α＋１
ｉꎬｉ ≥

ｎＷ α＋１
１

Ｗ α
ｉ＋１

ꎮ

特别地ꎬ令 ｉ＝ １、α＝ｎ－２ 或 α＝ １ꎬ可得到下列推论ꎮ
推论 １　 设 Ｋ∈Ｋ ｎ

０ 且 Ｋ∈Ｃ２
＋ꎬ则

∫
∂Ｋ

Ｈ ｎ－１ｄＨ ｎ－１≥
ｎＷ ｎ－１

２

Ｗ ｎ－２
１

ꎬ (１９)

∫
∂Ｋ

１
Ｈ
ｄＨ ｎ－１≥

ｎＷ ２
１

Ｗ２
ꎬ (２０)

等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂｎꎮ
注意到ꎬ根据 Ａｌｅｋｓａｎｄｒｏｖ￣Ｆｅｎｃｈｅｌ 不等式

Ｗ ｋ－ｉ
ｊ ≥Ｗ ｋ－ｊ

ｉ Ｗ ｊ－ｉ
ｋ (０≤ｉ<ｊ<ｋ≤ｎ)ꎬ

有

ｎＷ ｎ－１
２

Ｗ ｎ－２
１

≥ｎＷｎ ＝ｎＶ(Ｂｎ)ꎬ

可得到下列著名的 Ｃｈｅｎ 不等式ꎮ
推论 ２ (Ｃｈｅｎ 不等式) [９￣１０] 　 设∂Ｋ 为 Ｒｎ 中一凸体 Ｋ 的紧致超曲面ꎬ记 Ｈ 为∂Ｋ 的平均曲率ꎬ当 ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬ

ｎ－１ 时ꎬ则
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∫
∂Ｋ
Ｈ ｎ－１ｄＨ ｎ－１≥ｎＶ Ｂｎ( ) ꎬ

等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂｎꎮ
注意到

ｎＷ ２
１

Ｗ２
≥ｎＷ０ ＝ｎＶ(Ｋ)ꎬ

可得到 Ｒｏｓ 不等式ꎮ
推论 ３ (Ｒｏｓ 不等式) [１１] 　 设∂Ｋ 为 Ｒｎ 中一凸体 Ｋ 的紧致超曲面ꎬ记 Ｈ 为∂Ｋ 的平均曲率ꎬ当 ｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬ

ｎ－１时ꎬ则

∫
∂Ｋ

１
Ｈ
ｄＨ ｎ－１≥ｎＶ(Ｋ)ꎬ

等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂｎꎮ
定理 ２ 的证明　 在式(５)中ꎬ令 α＝ １ꎬ ｉ＝ １ꎬ结合 Ａｌｅｘａｎｄｒｏｖ￣Ｆｅｎｃｈｅｌ 不等式ꎬ则

∫
∂Ｋ

Ｈ２ｄＨ ｎ－１≥
ｎＷ２

２

Ｗ１
＋ｎＷ１η２

１ꎬ０ ＝
ｎ２Ｗ２

２

Ａ
＋ｎＷ１η２

１ꎬ０ꎮ

由于 ｎＷ１η２
１ꎬ０≥０ꎬ可知

ｎＷ２
２

Ｗ１
＋ｎＷ１η２

１ꎬ０≥ｎＷ３＋ｎＷ１η２
１ꎬ０≥ｎＷ３ꎬ

可得到

∫
∂Ｋ

Ｈ２ｄＨ ｎ－１≥ｎＷ３＋ｎＷ１η２
１ꎬ０ꎮ

由定理 ２ 及 ｎＷ１η２
１ꎬ０的非负性可获得推论 ４ꎮ 此外ꎬ作为定理 ２ 的直接推论ꎬ当 ｎ＝ ３ 时ꎬ有

推论 ４　 设 Ｋ∈Ｋ ３
０ 且 Ｋ∈Ｃ ２

＋ꎬＨ 为∂Ｋ 的平均曲率ꎬＡ 为 Ｋ 的面积ꎬＷｉ 为 Ｋ 的第 ｉ 阶均质积分ꎬ则

∫
∂Ｋ

Ｈ２ｄＨ ２≥
９Ｗ ２

２

Ａ
＋３Ｗ１η２

１ꎬ０≥３Ｗ３ ＝ ４πꎬ

等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂ３ꎮ
定理 ３ 的证明　 在式(６)中ꎬ令 α＝ １ꎬｉ＝ １ꎬ则

∫
∂Ｋ

１
Ｈ
ｄＨ ｎ－１≥

ｎＷ２
１

Ｗ２
＋ｎＷ２η２

１ꎬ１ ＝
Ａ２

ｎＷ２
＋ｎＷ２η２

１ꎬ１ꎬ

由于 ｎＷ２η２
１ꎬ１≥０ꎬ可知

Ａ２

ｎＷ２
＋ｎＷ２η２

１ꎬ１≥
Ａ２

ｎＷ２
ꎬ

可得

∫
∂Ｋ

１
Ｈ
ｄＨ ｎ－１≥ Ａ２

ｎＷ２
＋ｎＷ２η２

１ꎬ１ꎮ

因为 ｎＷ２η２
１ꎬ１的非负性ꎬ可得推论ꎮ 作为定理 ３ 的直接推论ꎬ当 ｎ＝ ３ 时ꎬ有

推论 ５　 设 Ｋ∈Ｋ ３
０ 且 Ｋ∈Ｃ２

＋ꎬＨ 为∂Ｋ 的平均曲率ꎬＡ 为 Ｋ 的面积ꎬＷｉ 为 Ｋ 的第 ｉ 阶均质积分ꎬ则

∫
∂Ｋ

１
Ｈ
ｄＨ ２≥ Ａ２

３Ｗ２
＋３Ｗ２η２

１ꎬ１≥３Ｖꎬ

等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂ３ꎮ
定理 ４ 的证明　 在概率空间(ΩꎬＰ)中ꎬ若凹函数 Ｆ(ｘ)满足 Ｆ:Ｉ→Ｒꎬ Ｉ⊆Ｒꎮ 根据式(１３)得

Ｅ(Ｆ 􀳱ρ)＝ ∫
Ω
Ｆ 􀳱ρｄＰ(ω)ꎮ

运用 Ｊｅｎｓｅｎ 不等式ꎬ得

∫
Ω
Ｆ 􀳱ρｄＰ(ω)≤Ｆ ( ∫

Ω
ρｄＰ(ω) )ꎮ (２１)
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在概率空间 (∂ＫꎬＨ
ｎ－１

ｎＷ１
)中ꎬ令 ρ＝Ｈｉꎬ在(０ꎬ＋∞ )上分别取 Ｆ(ｘ)＝ ｘαꎬ Ｆ(ｘ)＝ －ｘ βꎬ Ｆ(ｘ)＝ － １

ｘγ ꎬ代入式(２１)ꎬ

０≤α≤１ꎬ β>１ꎬ γ>０ꎬ则

∫
∂Ｋ

Ｈα
ｉ ｄ (Ｈ

ｎ－１

ｎＷ１
)≤ ( ∫

∂Ｋ
Ｈｉｄ (Ｈ

ｎ－１

ｎＷ１
) )

α
＝

æ

è
çç

∫
∂Ｋ
ＨｉｄＨ ｎ－１

ｎＷ１

ö

ø
÷÷

α

＝
ｎＷｉ＋１

ｎＷ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

α

＝
Ｗ α

ｉ＋１

Ｗ α
１

ꎬ

故

∫
∂Ｋ

Ｈα
ｉ ｄＨ ｎ－１≤

ｎＷ α
ｉ＋１

Ｗ α－１
１

ꎮ (２２)

又

－ ∫
∂Ｋ

Ｈ β
ｉ ｄ

Ｈ ｎ－１

ｎＷ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤－

æ

è
çç ∫

∂Ｋ
Ｈｉｄ (Ｈ

ｎ－１

ｎＷ１
)

ö

ø
÷÷

β

＝ －
æ

è
çç

∫
∂Ｋ
ＨｉｄＨ ｎ－１

ｎＷ１

ö

ø
÷÷

β

＝ －
ｎＷｉ＋１

ｎＷ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

β

＝ －
Ｗ β

ｉ＋１

Ｗ β
１

ꎬ

故

∫
∂Ｋ

Ｈ β
ｉ ｄＨ ｎ－１≥

ｎＷ β
ｉ＋１

Ｗ β－１
１

ꎮ (２３)

又

－ ∫
∂Ｋ

１
Ｈγ

ｉ

ｄ (Ｈ
ｎ－１

ｎＷ１
)≤ － １

(∫
∂Ｋ
Ｈｉｄ

Ｈ ｎ－１

ｎＷ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ )

γ
＝－ １

æ

è

ç
çç

∫
∂Ｋ
ＨｉｄＨ ｎ－１

ｎＷ１

ö

ø

÷
÷÷

γ

＝ － １

(
ｎＷｉ＋１

ｎＷ１
)
γ
＝ －

Ｗ γ
１

Ｗ γ
ｉ＋１

ꎬ

故

∫
∂Ｋ

１
Ｈγ

ｉ

ｄＨ ｎ－１≥
ｎＷ γ＋１

１

Ｗ γ
ｉ＋１

ꎮ

推论 ６　 设 Ｋ∈Ｋ ｎ
０ 且 Ｋ∈Ｃ２

＋ꎬ Ｈｉ 为∂Ｋ 的第 ｉ 阶平均曲率ꎬＷｉ 为 Ｋ 的第 ｉ 阶均质积分ꎮ 当 ｉ＝ ０ꎬ􀆺ꎬｎ－１
时ꎬ则

∫
∂Ｋ

１
ｎ Ｈｉ

ｄＨ ｎ－１≤ｎＷ１－ １
ｎ

１ Ｗｉ＋１＋Ｗ１ηｉꎬ０( )
１
ｎ ꎬ (２４)

∫
∂Ｋ

ｎ Ｈｉ ｄＨ ｎ－１≤ｎＷ１

ｎ Ｗｉ＋１

Ｗ１
ꎬ (２５)

等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂｎꎮ

证明　 由引理 １ꎬ设 Ｆ(ｘ)＝ －ｎ ｘ ꎬ则

∫
∂Ｋ

１
ｎ Ｈｉ

ｄＨ ｎ－１≤
ｎＷ１

２
é

ë

ê
ê

Ｗｉ＋１

Ｗ１
＋ηｉꎬ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｎ

＋
Ｗｉ＋１

Ｗ１
－ηｉꎬ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｎ ù

û

ú
ú

≤
ｎＷ１

２
􀅰２

Ｗｉ＋１＋Ｗ１ηｉꎬ０( )
１
ｎ

Ｗ
１
ｎ
１
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＝ｎＷ１－ １
ｎ

１ Ｗｉ＋１＋Ｗ１ηｉꎬ０( )
１
ｎ ꎮ

在概率空间 ∂ＫꎬＨ
ｎ－１

ｎＷ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ 中ꎬ令 Ｆ(ｘ)＝ ｎ ｘ ꎬ ρ＝Ｈｉ 代入式(２１)中ꎬ则

∫
∂Ｋ

ｎ Ｈｉ ｄＨ ｎ－１≤ ｎＷ１

ｎ

∫
∂Ｋ
ＨｉｄＨ ｎ－１

ｎＷ１

＝ｎＷ１

ｎ ｎＷｉ＋１

ｎＷ１
＝ｎＷ１

ｎ Ｗｉ＋１

Ｗ１
ꎮ

文献[１９￣２０]对曲率的熵不等式做了下界估计ꎮ
推论 ７[１９] 　 设具有光滑边界∂Ｋ 的凸体 Ｋ∈Ｋ ｎꎬ κ(Ｋ)为 Ｋ 的高斯曲率ꎬ满足 Ｖ(Ｋ)＝ Ｖ(Ｂｎ)ꎬ则

∫
∂Ｋ

κ(Ｋ) ｌｏｇ κ(Ｋ)ｄＳＫ≥０ꎬ

其中ꎬｄＳＫ 为∂Ｋ 的表面积ꎬ等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂｎꎮ
推论 ８[２０] 　 设 Ｋ∈Ｋ ｎ是关于原点对称的严格凸体ꎬＫ∈Ｃ ２ 且 Ｋ 的 Ｓａｎｔａｌó 点在原点ꎬ满足 Ｖ(Ｋ) ＝

Ｖ(Ｂｎ)ꎬ则

∫
∂Ｋ

κ(Ｋ) ｌｏｇ κ(Ｋ)ｄＳＫ≥０ꎬ

其中ꎬｄＳＫ 为∂Ｋ 的表面积ꎬκ(Ｋ)为 Ｋ 的高斯曲率ꎬ等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂｎꎮ
特别地ꎬ在式(２１)中取 Ｆ(ｘ)＝ ｌｏｇ ｘꎬ可得

推论 ９ (曲率熵不等式) 　 设 Ｋ∈Ｋ ｎ
０ 且 Ｋ∈Ｃ２

＋ꎬ κ(Ｋ)为∂Ｋ 的高斯曲率ꎬ则

∫
∂Ｋ

κ(Ｋ) ｌｏｇ κ(Ｋ)ｄＳＫ≤ｎＷ１ ｌｏｇ
Ｗｎ

Ｗ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ (２６)

等号成立当且仅当 Ｋ＝Ｂｎꎮ

证明　 在概率空间 (∂ＫꎬＨ
ｎ－１

ｎＷ１
)中ꎬ在式(２１)中ꎬ取 Ｆ(ｘ)＝ ｌｏｇ ｘꎬ ρ＝Ｈｎ－１ ＝κꎬ则

∫
∂Ｋ

ｌｏｇ κｄ Ｈ ｎ－１

ｎＷ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ｌｏｇ

æ

è
çç ∫

∂Ｋ
κｄ Ｈ ｎ－１

ｎＷ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷÷ ＝ ｌｏｇ

æ

è
çç

∫
∂Ｋ
κｄＨ ｎ－１

ｎＷ１
) ＝ ｌｏｇ (

ｎＷｎ

ｎＷ１
) ＝ ｌｏｇ (

Ｗｎ

Ｗ１
)ꎬ

即

∫
∂Ｋ

ｌｏｇ κ ｄＨ ｎ－１≤ｎＷ１ ｌｏｇ
Ｗｎ

Ｗ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ

注意到
１
κ
ｄＨ ｎ－１ ＝ｄＳＫꎬ则

∫
∂Ｋ

１
κ
􀅰κ ｌｏｇ κ ｄＨ ｎ－１≤ｎＷ１ ｌｏｇ

Ｗｎ

Ｗ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

即

∫
∂Ｋ

κ ｌｏｇ κ ｄＳＫ≤ｎＷ１ ｌｏｇ
Ｗｎ

Ｗ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎮ
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